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SUR LA CLASSIFICATION DES SYMETRIES DES
C*-ALGEBRES UHF

TuFACK ET O. MARECHAL

Cet article contient une classification détaillée des symétries des C*-algébres
uniformément hyperfinies. Soient & = @,z K,, et § = &,z 6, une symétrie
de Z; on associe 4 8 un entier généralisé N (), un réel Tr () € [0,1],etona
les résultats suivants:

Il existe une symétrie unique a conjugaison prés qui posséde une suite cen-
trale (U,) d'unitaires vérifiant ||0(U,) 4+ U,|| — 0(n — ). Cette symétrie
est la seule dont 'algébre des points fixes est uniformément hyperfinie.

Sif et 8 sont extérieurs dans la représentation traciale {ce qui est équivalent
aTr (8) = 0), alors 8 est extérieurement conjugué 3 §' si et seulement si N(6)
est équivalent & N(8") (cf. [5, p. 196], pour la définition de 1'équivalence).
Dans le cas général, 6 et 6’ sont extérieurement conjugués si et seulement si
(V(8), Tr (8)) est équivalent & (N ('), Tr (6")) (cf. 5.1 pour la signification
de 'équivalence).

On dira que 6 a la propriété (%) s’il existe une unitaire U de & tel que
6(U) = —U.

Sif et 6’ n'ont pasla propriété (%), alors 8 est conjugué a ¢’ si et seulement
si N(0) = N(¢') et Tr (8) = Tr (#"). En particulier, si 0 et 8’ sont extérieurs
dans la représentation traciale, alors ils sont conjugués si et seulement si
N(@) = N(@#).Sifet 6 ontla propriété (%), alors fest conjugué a ¢’ si et seule-
ment si § est extérieurement conjugué a '.

Sif et 6 sont extérieurs dans la représentation traciale, alors 6 est extérieure-
ment conjugué & ¢’ si et seulement si le produit croisé C* (&, 6) est isomorphe

ac*a,9).

Les résultats obtenus ici dans le cadre d'une C*-algébre & uniformément
hyperfinie sont trés différents de ceux obtenus par A. Connes dans le cadre du
facteur hyperfini R de type II,. En particulier (cf. [3]) il n'existe dans R
qu’'une seule symétrie extérieure 4 conjugaison prés, alors qu’il existe dans &
une infinité continue de classes de conjugaison de symétries extérieures.
D’aprés {3] et [4], Aut (R) ne posséde qu’une infinité dénombrable de classes
de conjugaison extérieure, alors que Aut (&) en posséde une infinité continue.
De plus, il est impossible de construite “effectivement’” une bijection entre
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’'ensemble des classes de conjugaison extérieure d'éléments de Aut (&) et
I'ensemble des nombres réels.

1. Notations et préliminaires. On appelle symétrie d’'une C*-algébre tout
automorphisme de carré 1 de cette C*-algébre. Tous les résultats établis ici ne
concernent que les symétries des C*-algébres UHF qui sont produits tensoriels
infinis au sens de 1.2.

1.1. Pour tout entier # = 1, soit F, = M,(C) = £ (C") le facteur de type
1,.Si £ = (qi, g2, . . .) est une suite d’entiers > 1, on note &, la C*-algébre
UHF &, F,,. Pour £ = (q,q,...), on pose &, = P ,. Pour la classifica-

tion des &, en fonction de &£, on renvoie 4 [8].

1.2. Soit # un automorphisme d'une C*-algébre UHF &. On dit que 6 est
produit temsoriel infint s'il existe une suite (K1, Ko, ...) de facteurs finis de
type I et, pour tout #, un automorphisme 8, de K, tels que:

9=®Kn; = g,
nz1 221

Pour tout entier #, il existe un unitaire U, € K, tel que 8, = Ad U,. S16* = 1,
alors 6,> = 1 et on peut supposer que U, est un unitaire de carré 1 de K,. Soient
g, V'ordre de K, et p, la multiplicité de la valeur propre 41 de U,. Quitte &
considérer — UJ,, on peut supposer que p, = ¢, — P, et poser r, = 2p, — ¢,.
On dira que r, est Uexcédent de valeurs propres +1de8,.Onar, = q,Tr (U,).
On a ainsi associ¢ 3 # deux suites # = (71, rs, .. .) et Z = (qu, gs, . . .) d’entiers
positifs. Si 8 et §” sont deux symétries telles que & = £’ et # = H’, alors 6
est conjugué a 6. Deux suites & = (ry, rs,...) et £ = (q1, qa, . ..) telles
que:1) 0 = r, = q, pour tout =n; #) r, et g, ont méme parité-définissent
naturellement (4 conjugaison prés) un automorphisme de &, que l'on note
0,7,

1.3. Soit 6; (1 = 1, 2) une symétrie d'un facteur K, de type I,; et notons r,
I'excédent de valeurs propres +1 de 6,. Alors, 7,r: est 'excédent de valeurs
propres +1 de 6; ® 6,. Il s’ensuit que le nombre de valeurs propres +1
(resp. —1) de 6, ® 0; est égal & (q1g2 + 7172)/2 (resp. (q1q2 — r172)/2). Ces
calculs se généralisent sans dithculté au cas d'un produit tensoriel fini
QR ®...R4,.

1.4. Le cas des automorphismes intérieurs.

1.4.1. LEMME. Soit 0§ = & 21 8, un produit tensoriel d automorphismes. Alors
g est 1ntérieur st et seulement s1 0, = I & partir d'un certain rang.

Preuve. Si 0, = I & partir d’un certain rang, il est clair que 6 est intérieur.
Réciproquement, supposons que 8, % I pour une infinité d’entiers #, et mon-
trons que @ est extérieur. En regroupant au besoin des termes, on peut sup-
poser 8, = I pour tout #. Si on avait § = Ad U, il existerait p € N et un
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unitaire VE K =K, QK ® ... QK, tels que [[U—-V||=a<1
[prendre pour V l'unitaire de la décomposition polaire d'un élément x € K»
tel que ||U — || soit suffisamment petit]. On a

16 — Ad V]| £ 20 < 2.
Soit ¢ > p. Comme 8, = Ad U, # 1, les sous-espaces propres de U, relatifs

aux valeurs propres +1 et — 1 sont non nuls. Soit x € K, une isométrie partielle
de support initial (resp. final) contenu dans le sous-espace propre relatif a4 41
(resp. —1). Ona UxU* = —x, d'ot

() — Ad V()[| = [l6Gx) — xl| = 2[l«]],
ce qui contredit [|§ — Ad V]| < 2.

1.4.2. Soient § = Ad U et ' = Ad U’ deux symétries d'une UHF & de trace

normalisée Tr, Tr (1) = 1. Il est clair que:

6 conjugué a 6 < |Tr (U)| = | Tr (U")|

de sorte que la classification des automorphismes intérieurs est triviale. Dans
ce qui suit, les symétries considérées seront toujours des automorphismes
extérieurs.

1.5. La propriété (U).

1.5.1. LEMME. Soit 8 = 6, une symétrie de . Les conditions suivantes sont

équivalentes:
(i) 1l existe un unitaire U € &, de carré 1, tel que §{U) = — U,
(ii) Il existe un unitaire U € & tel que 6(U) = — U,

(i) 11 existe un unitaire U € D tel que ||6(U) + Ul| < 2,

(iv) Il existe n € N tel que r, = 0.

Preuve. (iv) = (1) = (ii) = (iii) est évident. Montrons que (iii) = (iv).
Soit U un unitaire tel que e = ||0(U) + U|| < 2. Il existe s € N et un unitaire
Ve KW tels que [|U— V|| < (2 —a)/2. On a donc ||V + 6(V)l| < 2.
Soit ¢ 'ordre de K%, On a

1 R0:Q...06,=AdW

ol W est un unitaire de K9 représenté dans une base convenable par la
matrice

K
07 —I(J—D

ou I, est 'identité de M,(C), et I, , l'identité de M, ,(C). Identifions les
éléments de K9 avec leur matrice dans cette base. On a, en posant

V= [?" g} (4 matrice p X p, D matrice (¢ — p) X (¢ — p)):
24, 0

o 2.73} et [V 80N < 2= ||4]] < Let|ID|| < L.

V4 6(V) =[
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D’autre part,
[AA* + BB*, . }

’

IR .
et I=1"V [ B*B—{—D*D:I

I=VV*=
d’ou A4* 4+ BB* = I, et B¥B + D*D = I,_,. Alors
[[BB* — LIl <1 et |[B*B = I,,|| <1

ce qui implique Vinversibilit¢é de BB* et B*B, donc p = ¢ — p,
1.6. s ... ¥y = 0.

1.5.2. Définition. On dit qu'une symétrie 6 posséde la propriété (%) si elle
vérifie I'une des conditions équivalentes du lemme 1.5.1.

11 est clair que la propriété () est un invariant de conjugaison; ce n’est
pas un invariant de conjugaison extérieure.

1.6. La propriété (% .,).

1.6.1. LEMME. Soit § = 6,7, Les quatre.conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Il existe une suite centrale (U,) d'unitaires de & = 2, telle que U2 = 1

et 0(U'rr) = —U,
(i1) 11 existe une suite centrale (U,) d'unitaires de & telle que 6(U,) = — U,
(iii) 11 existe une suste centrale (U,) d'unitaires de 2 telle que |16 (U,) + U,ll —
0(n — ),

(iv) r, = 0 pour une infinité d’entiers n.

Rappelons qu'une suite (x,) d’éléments d'une C*-algébre .o est centrale si
elle est bornée et si ||[x,, ¥]|| = 0(n — 0 ) pour tout y € &7. Deux suites cen-
trales (x,) et (y,) sont dites équivalentes si ||x, — y,|| = 0 — 00). Si o est
I'UHF &, K, on a:

(i) toute suite bornée (x,) telle que x, € K, pour tout = est centrale
(trivial);

(ii) pour toute suite centrale (x,) de % et tout entier #,, il existe une suite
centrale (y,), équivalente 2 (x,), et formée d’éléments de &,z,, K, (Démons-
tration analogue a celle de la prop. 12, p. 229 de [6]).

Démonstration du lemme 1.6.1. (iv) = (1) = (i) = (iii): évident. Montrons
que (iii) = (iv). Soit s un entier fixé. D’aprés ce qui précede, il existe une
suite centrale (V,) d’éleménts de K, ® K,.1 ® ... équivalente & (U,). Pour
7 assez grand, on peut supposer que I/, est unitaire et qu'il existe £, € N tel
que V, E K, QK1 ®...Q K, = K™,

Soit # un entier assez grand pour que l'on ait en plus

(U + Ul < 1/3, ||U, = V,l| < 1/3.

Alors ||8(V,) + V|| < 1 etlelemme 1.5.1(iii) appliqué & X ;», 8, prouve qu'’il
existe n > s tel quer, = 0
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1.6.2 Définition. On dira qu’un automorphisme 6 = 6, posséde la propriété
() s'il vérifie 'une des conditions du lemme 1.6.1.

Sig,” posséde la propriété (%), alors 2 posséde une infinité de termes pairs.
La propriété (%) est trivialement un invariant de conjugaison; elle est aussi
un invariant de conjugaison extérieure (cf. prop. 1.6.3.). Rappelons que deux
automorphismes 8 et 6’ sont dits extérieurement conjugués s'il existe un uni-
taire U de & tel que 6 soit conjugué & (Ad U) 6. Si @ et 6’ sont conjugués, on
note § ~ ¢,

1.6.3. PROPOSITION. Soit 0 une syméirie de & possédant la propriété (U ).
Alors:

(i) toute symétrie de D possédant la propriété (%) est conjuguée d 0,

(ii) 51 8" est une symétrie de D', et si D Q@ D' est isomorphe & L, alors
6 ® 6 estconjugué d b,

(iii) toute symétrie de & extérieurement conjuguée a 0 est conjuguée a 6.

Preuve. (i) Soit § = 60,”. En regroupant des termes, on peut supposer que
r, = 0 pour tout n € N. En décomposant chaque ¢, en facteurs premiers,

on obtient Z = &, avec £y = (g1}, ¢2Y .. .), chaque ¢,! étant premier.
Posons.

[
7’n1: {0 Stn = 2 et%’l: (1’11,1’21,...).

1 sigt=2’
Ona 6 ~ 6,71 De méme, on obtient 6’ ~ 6,,72avec 25 = (¢:2, g%, . . .) ol
chaque ¢,? est premier, et %2 = (r% 1%, ...) avec 7,2 = 0 ou 1 pour tout #.

Comme £, se déduit de &, par une permutation [8, théorémes 1.12 et 1.13,
p.324),ona b ~ ¢

(ii) Comme 6 posséde la propriété (%), il en va de méme de § ® # (cf.
lemme 1.6.1, (iv)) et on applique alors (i).

(iii) Soit ¢’ = Ad 1.0 avec V unitaire de &. Soit (U,) une suite centrale
d’unitaires telle que ||§(U,) + U,}]] = 0 (n — ). Ona ¢(U,) + U, =
V(U + U VE+ (U, VIV et 6'(U,) + U, — 0(n — ) de sorte que §
a la propriété (% ). On applique alors (i).

1.6.4. Définition. On notera s»* 'unique automorphisme (défini & conjugaison
prés) possédant la propriété (% ).

La notation est empruntée a A. Connes [3]. Nous caractériserons plus loin
st par son algébre de points fixes (cf. Prop. 2.1.3).

1.7. Les propriétés (&) et (F). Tout UHF & se plonge canoniquement dans
le facteur hyperfini R de type I1; via la représentation GNS associée 2 la trace
normalisée de &. Comme tout automorphisme 8 de & préserve la trace, il se
prolonge en un unique automorphisme # de R. On dira qu’'une symétrie § de &
a la propriété (&) (resp. (F)) si 0 est un automorphisme extérieur (resp.
intérieur) de R. D’aprés [2, lemme 1.3.8, p. 154], 6 = 6, a la propriété (F)
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si et seulement si Il,51 7,/q, = Il | Tt U,| est convergent (ie. 3,1 (1 —
(r./g,)) < ). Les propriétés (&) et (F) sont évidemment des invariants
de conjugaison extérieure.

2. L’algebre des points fixes de 6. Soit K, le foncteur de la K-théorie
algébrique (cf. [9)). Rappelons que K; est un foncteur covariant de la catégorie
des anneaux & unité dans celle des groupes abéliens qui vérifie Ko(&/ @ &) =
Kol) X Ko(#).Sid = M,(C), Ko() = Z et s'identifie au groupe associé
au monoide engendré par les classes d’équivalence de projecteurs de .. Soient
A 1 ety deux C*-algébres de dimension finie avec ', C & 5. On suppose que
o ; est somme directe de deux facteurs I;et J,(4 = 1, 2). Alors Ko(&/ ;) = Z2,
et le plongement de.%/; dans.%/» détermine un homomorphisme de Z2 dans Z?
représenté par une matrice A € M.(N). Si

L ¢ b S
a ld
I 2 J 2

est le diagramme de Bratelli de 'inclusion de &/, dans.%?, (cf. [11), alors

a=[2 0]

Pour tout ce qui concerne les C*-algébres A.F. et leurs diagrammes, on
renvoie & [1]. Soit &/ = U,»;.%/, une C*-algébre A.F. telle que, pour tout n,
o/, soit somme directe de deux facteurs I, et J,. Alors Kq(&) est le groupe
limite inductive du systéme

(1) Z2 AZ Z2 A3 Z2 o ZZArH-l Z2

olt A, est la matrice correspondant & I'inclusion de.%, dans%/,,;. La matrice
correspondant A U'inclusion de &/, dans.«7,,(m > n) est évidemment 4,,4,,_1

. A,41. La donnée du systéme inductif (1) et des ordres de I; et J; est
équivalente & la donnée du diagramme de Bratelli de .27, et caractérise & 2
isomorphisme prés {1, p. 200]. D’autre part, tout diagramme de Bratelli est le
diagramme d’une unique C*-algébre A.F. [1, p. 201]; tout systéme inductif (1)
est donc associé & une C*-algébre A.F. du type considéré ci-dessus, unique a
condition de fixer les ordres de I et J;. Le groupe Ko(&) ne caractérise pas.e/
a isomorphisme prés puisque Ko/ @ M,(C)) = K (). En fait, c'est le
semi-groupe local d(&/) C K(%/), image de la dimension dans ia terminologie
de [7], qui caractérise &/ 3 isomorphisme prés (cf. [5, thm. 2.14] et [7, thm. 4.3]),
et d(&/) engendre un cdne d’éléments positifs faisant de K(%) un groupe
ordonné qui n'est autre que le groupe de dimensions de %/ défini par Elliott
dans [7].
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2.1. Diagramme de &¢. Comme 6 n’est pas intérieur, 8, # I pour une infinité
d’entiers » et on peut supposer, en regroupant au besoin des termes, que 6, = [
pour tout # € N. Ceci entraine p, = 0 et g, — p, # 0 pour tout n ¢ N. On
note & 'algébre des pdints fixes de & = &,»1 K, sous 'actionde § = &, 6,.
Pourn = 1, lefacteur K™ est stable par 6 et on note.%,, son algébre de points
fixes. Ona 9% = Upe1.9,, carsix € 9, il existe pour tout ¢ > 0 un entier
n = 1etun élément x, € KU tels que |jx — x| = ¢, et alors

Ve = (xe + 0(965))/2 E‘%n

vérifie

e -l = 52 4 of25%)

Z

’ée.

La C*-algébre 9¢ est donc A.F. On note G, = G, le groupe des dimensions
de &, et G = Gy celui de Z°. D’aprés [7], G est la limite inductive des G,. Le
caleul du diagramme de &°¢ repose sur le lemme suivant.

2.1.1. LeMMmE. &, (resp. Zs) est somme divecte de deux facteurs Iy et J,
(resp. Iy et Ja) et le dingramme d'inclusion de st | dans S 5 est

Il -]1
g2 — P2
le lpc
L KeTE

avec ordre (1) = pi, ordre (J1) = q1 — 1.

Prewve. Ona 6, = Ad U;pourt = 1, 2. Soit (¢1, . . ., &y Epiaty - - -, £gu) UNE
base de G?t diagonalisant U, et telle que &, ..., &, soient les vecteurs
propres correspondant a la valeur propre +1.

Définissons de méme (11, . .., Mpsy Tpas1s - - -5 Nge) pour 8. Les vecteurs

£1®7]1a--~?£p1 ®771!

£1®772,--~:£m ® 79,

gl & Npas + « » vEpl ® Ui

51 © Mpoy1y - - - 72411 ® Mpat1,

Em-)—l @ Mpgtas - - :5(11 & NMpat2,

Epib1 © Mgay ooy 61 B g
forment une base orthonormale du sous-espace propre de U; ® U, relatif a
la valeur propre +1. Ordonnons de méme les vecteurs x¢;, ¢ = & & 7y qui

sont dans le sous-espace propre de U; ® U, relatif & la valeur propre —1.
On définit ainsi une base ordonnée de Gt ® G4 Identifions les éléments de K
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avec leur matrice dans la base (¢, . .., £,,). Si

X = [‘g’ g} € K1 (A matrice p1 X p1, Dmatrice (g1 — p1) X (g1 — 1)),

alors 6{(x) = |:ny _DB:l de sorte que &, est Iensemble des matrices

[64’ g} avec 4, D arbitraires. Ceci prouve que.s/; = I, ® J; ot I; (resp. J1)

est un facteur d’ordre p; (resp. ¢ — p1). De méme, &5 est somme directe de
deux facteurs. Enfin, il résulte de la formule

(x ® g = (& ® Dxgnilxam) = @ElE:) (nplne) = 8vpxy;

que si x = |:64’ g} € &, alors la matrice de x @ 1 dans la base choisie

pour K1 ® K, est:
_‘4.\P2 fois }
4
D \ fo
. g — pz fois O
DD.\\pg fois
0 D A,Yz — py fois

L A4 A

On en déduit le diagramme d’inclusion désiré.

2.1.2. PROPOSITION. La diagramme de ¢ est:

I Ji
2 Do
I i
I, 7,
Gn+1 = Pnt1
D1 JPHI
]n+l J,htl

.
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ot I, et J, sont des facteurs tels que:

AL, =1, ® J, ordre I, = ;[H q: + H r,-],

i=1

ordre J, = %‘:H g — |1 rl:|.

i=1
Cela résulte du lemme 2.1.1, et de 1.3 pour le calcul des ordres.

De cette proposition, on déduit le diagramme d’inclusion
Ju

Qnm

avec

an,m:%[:n Q1+Hrz] et 6n,m:%lingz'—nr‘t}

i=n+1 i=n+1 i=n+1 i=n+1

D’aprés le corollaire 3.5, p. 212 de [1], la C*-algébre 2¢ est simple. Cela résulte
aussi de [10 corollaire p. 7].

2.1.3. ProrositioN. L'automorphisme so' est U'unique symétrie (produit ten-
soriel) dont I'algébre des points fixes soit UHF.

Preuve. Supposons que § = s.!. Le diagramme

h 1 1 ’
\Gl/
A/(12/2 \(12‘/2

I, J2

ooooooooooooooooooooo

définit une C*-algébre A.F. isomorphe d'une part & £¢ d’autre part A la
C*-algebre UHF U,z G,.
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Réciproquement, supposons que £°? soit UHF et montrons que 8 est con-
jugué A s, Si g = 6,” n'était pas conjugué A s,l, il existerait un entier #, tel
que 7, # 0 pour n = ny. Comme Z° est UHF il existe # = n¢, m > #, et un
facteur fini discret K telsque I, ® J, C K C I, ® J,, (cf. [1, thm. 2.7, p. 208]).

Considérons le diagramme d’inclusion:

I, Ju
YA B A6/
o B/

]m‘/ \Jm

Onaad = 68 = aymetaf = Ba’ = Bym, Aot a/B = '/’ = &'/B et donc
o =g Alorsa = 8, eta, , = Bund ol

m m

H 7= — H r; =0

i=n+1 =741

ce qui est absurde.
Au § 3, nous aurons besoin du lemme technique suivant.

2.1.4. LEMME. Supposons que 2° soit isomorphe & LY. Alors, pour tout entier
n, il exisie un entier k tel que

PGCD (ordre I, ordre J,){PGCD (ordre I/, ordre J;').

Preuwve. Soit ¢ un isomorphisme de 2% sur £°?. Pour tout entier #, il existe
un entiet ktel que I, ® J, C o(I") ® o(JY).
Considérons le diagramme d’inclusion

I, T
B g
a o
o(I) o(J¥)

Ona

a ordre I, + 8 ordre J, = ordre ¢(I;’) = ordre I,/
B ordre I, + o’ ordre J, = ordre ¢(J,’) = ordre J;/

It
Il

et donc
PGCD (ordre I,, ordre J,)|[PGCD (ordre I}/, ordre J').

2.2, Calcul du groupe des dimensions de £°. Dans ce paragraphe et les sui-
vants, ¢ désigne une symétrie extérieure non conjuguée a s»'. En regroupant
des termes, on peut supposer que 8 = 8,% avec r, # 0 pour » = 2. Comme G,
est isomorphe a Z? pour tout #, le rang de Gest = 2. En fait, le rang de G est
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égal 4 2 car '’homomorphisme canonique de G, dans G, est injectif puisque
la matrice

An+1 _ I: Prnrri. Qi1 — Pn-{-l:l

G+l — Pntly Put1
est inversible (son déterminant est égal & 7,41 Guy1)-

Soient ¢, et f, des projecteurs minimaux de I, et J,, et notons [e,] et { f,] leurs
classes d’équivalence dans G. Identifions G & un sous-groupe de Q? en envoyant
[e:] sur (1, 0) et [f1] sur (0,1). On a le,] = B, e et [f,] = B, fi]on B, =
AyA, 1 ... Ay Par calcul direct ou en écrivant le diagramme d’inclusion de
I, ® Jydans I, @ J, (cf. 2.1.2), il vient:

n n n n
HQi'*‘Hﬁ; HQi—HH
By= 3|5 ER fif
Hgi_nf’h I_QIgi+1_217i
=2 =2 = =
On en déduit:
Bl = 1 HQz““H”h"( gi—‘HVi)
n - n =2 =2 =2 =2
2 7 n n n n
1132 a _( 1 q; — g 7’1): 11 4 =+ = )
— n n i
[en] = nl =2 g T =2 T

I
|

Alors
G, = {Ne,) + N[f]I\ N € Z} = B, 772,
Gt = {Ne ] + N[f]IN N € N} = B7'Z,2
et
G=UB 2, ¢"=uUB 'z}’

n=2 n2
Le cone G des éléments positifs de G contient Z? et est limité-par deux demi-
droites de pentes «a et 8 données par:
a = limite de la pente de R [e,]

o

L T
= lim | - ——- &
N300 1+H__1
=2 (i
1
B=-
o
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Comme on a supposé 7; # 0 pour 2 < 2, on a:

-
[~

T
©o
R

=0 < §vérifiela propriété (&)
i
(cf. 1.7), de sorte que Gt est I'intersection avec G d'un demi-plan réel ouvert
si @ vérifie (&) et d’'un cOne strictement saillant de R2 si 8 vérifie (¥ ).

Enfin, notons qu'Elliott a étudié des exemples analogues de groupes de
dimensions dans [7].

2.3. Relation entre Ko(D?) et Ko(Z). A linjection ¢ : ¥ — & correspond
un homomorphisme 74 : Ko{Z?) — K (Z). Le groupe K,(9*) = G,s'identifie
a un sous-groupe de Q2. Identifions de méme K,(&Z) 4 un sous-groupe de Q via
la trace normalisée de &. Alors, 74 est 'homomorphisme:

(x,9) € Go > Tr (xled] + y[f1]) = x Tr (ex) + y Tr (f1)
= (x + )/ € Q

et Ker 7, est I'intersection de Gy et de la seconde bissectrice. Or un élément
Ne,] + N[f.] de G, (N, N € Z) est sur la seconde bissectrice si et seulement
si A + N = 0, de sorte que

Keri» = )(x, —x) € Q°|xestdela forme% avech € Zetn = 2

H”i

i=2
2.4. Etude de certains isomorphismes de Gy sur Gg. Notons [7] (resp. [I']) la
classe d’équivalence de l'identité dans Z%(resp. &Z¢). Nous allons expliciter la
forme des isomorphismes de groupes ordonnés ¢ de G4 sur Gy vérifiant les
conditions suivantes:
(i) olI] = [I']

(ii) ¢ rend commutatif le diagramme

Go—l*—>K0(9)

¢ i,.'

G

(i.e. ¢ conserve la trace normalisée de & en un sens facile & préciser). Tout élé-
ment [g] € Gsestde laforme [g] = x[e;] + y[f1] avec (x,y) € Q% ona e [g] =
xeler] + velfi], de sorte que ¢ sec prolonge en un isomorphisme & de Q2.
Soit M la matrice de ¢ dans la base & = {(1, 1), (=1, 1)} de Q? (Notons que
(L 1) =[e] +[fi] =[e] +[fr]etque (=1,1) = [fi] — [ea] = [fi'] — [e']).

Les coordonnées de [e,] et [f,] dans & sont:

1 —1 1 1

[eﬂ] = [ b n 1 [fn] = n ’ n
211 ¢ 211~ 211 ¢ 211

=2 i=2 =2 =2
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de sorte que Gyt est le cOne de G4 contenant le point (1, 1) et limité par deux
demi-droites de pentes respectives (calculées dans #):

ki et H&.

i =2 ¥y

|
—

il
w0
<

7

Comme ¢ transforme Ker 7, en Ker 74/, ¢ doit laisser globalement invariant
le sous-espace engendré par le deuxiéme élément de la base &, d’ou

a, 0
w0 9.

D’autre part.

g1+ 7
[I]z 19 1

fer] + 5111
L led +1AD =5 (71 = fea)) et, deméme,

1= % (les 1+ D =72 () - Tex.

La condition ¢[/] = {I’] s’écrit donc:

1 1 14
a2y | ) zd N
MI:—%YJ [—%n'] d ot

99-1— , 0 gi% , 0

— 1 —1= 1

w0 ; et M Wi 1
(75} ! dgll ’ d

Ecrivons que $(Gs) C Go. 11 suffit d'écrire que ¢le,], ¢ f.] € Ge pour tout
n = 2,1e.: pour tout n = 2, il existe m = 2, et k, k', [, I’ € Z tels que:

@[en] = k[em,] + k’[fm/]
olfa] = llew'] + V[fa]

En développant, il vient:

of _ _ k+k _ 147

211(11’ 211(11" QHQi'
i= i= =2

d?’l — 71 d — k' _ k

21l ¢ 211 2117/
i=1 =2 =2

d?’] ;“ 7'1, + fzi _ llm'— l

2 H qq 2 H Yi 2 H 7'1,
i=1 i=2 =2
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Donc & 4+ %k = [ -+ I'. Posons

N=Fk+F
w=Fk —k,
y =1 —1

Alors \, u, v ont méme parité, et il existe, pour tout triplet (\, g, ») d’entiers
de méme parité, un quadruplet (&, ¥/, [, I') d’entiers vérifiant les relations ci-
dessus. La relation ¢(Gg) C Gy est donc équivalente a: pour tout n = 2,
il existe m € N, et \, g, v € Z, de méme parité, tels que:

1 A
(1) n = Tm
Hao Ila
d1’1 — 1’1 d _ M
=1 g i=2 & i=2 T

(3> drln_ r + nd = -

Q qi H Vi H re

i=2 =2

De méme, il résulte de la forme de la matrice M~! que la relation g1 (Ge ) C Gy
et équivalente a: pour tout m = 2, il existe w € N, et N, v/, »" € Z, de méme
parité, tels que:

(1) 1 _ A
g/ H qi
i=1 i=1
(2,) 7’1, — d7’1 _ 1 _ ’

"

dH(Ii' dHﬁ' Hfi
i=1 ="

7’1' —di’1

1
d H gi, d lei, 73
i=1 ;

v

s
if

o

o

Enfin, exprimons que @ envoie Go* sur Ggt+. Si 6 et 6 vérifient la propriété
(&), alors G4+ (resp. Gg+) est 'intersection avec Gy (resp. Go-) du demi-plan
réel contenant [/] et limité par la seconde bissectrice, de sorte que & envoie
toujours Got sur Ge-t. Si 0 et 6’ vérifient la propriété (F), alors Gg* (resp. G ™)
est limité par deux demi-droites de pentes égales en module & I1%., g,/r, (resp.
112, g/ /7)) de sorte que ¢(Gg*) = G+, implique

o ’
1H7'_;,

1 =2 1

o

(4) H

Y

J

z

#Q
Lo
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3. Conditions nécessaires de conjugaison extérieure et de conju-
gaison.

3.1. Conditions nécessaires de conjugaison extérieure. Soit 6 une symétrie de 4.
Posons 9 = F, @ P et 8 = AdU, ® 8, ou U, est un unitaire de valeurs
propres -1 et —1. _

On sait que le produit croisé C*(, ) est isomorphe & &% et que, si 6 et §'
sont extérieurement conjugués, C*(Z, 9) et C*(Z, ') sont isomorphes (cf.
[11]). Nous allons, dans notre cadre, préciser ce résultat. Soit (e;;)1=; j<2 Un
systéme d'unités matricielles de Fs associé & une base de G? dans laquelle

0, 1 . T . .
Uy = L Oil .Tout X € & s'écrit de maniére unique X = Y 1<; ;<2 €45 @ ¥y
b
avec x;; € &, soit, sous forme matricielle:

X = [Mh xn] '
Xa1, X22

Ona

[0, 0<x>} ,\~_{[x, y} }
B(X>—[e<xm>, oy ) TN =g, ey d|* P €D

3.1.1. LEMME. Soient 0 et 8" deux symétries extérieurement conjuguées de .
Alors, il existe un automorphisme o de & tel que o (D) = GP.

Preuve. On peut supposer que ¢ = AdV § ol V est up unitaire tel que Va(V)

= 1 (puisque 6’2 = I). Soit W = [é’ 3] . Alors W est un unitaire de 9 tel

que

W[eécy): 0({C>JW*= [Vex(y)i V(g(z;v*]

Comme V 6(x)1™* = 6 (x) et que 1 6(y) = 6'(y V*) (car V4(V) =1),0ona
W DBW* = Z#, ce qui prouve le résultat avec o(x) = WxIW*.

3.1.2. Notations. Dans [5, 3.1, p. 193], J. Dixmier définit un entier généralis¢

comme une application de I'ensemble {d;, ds, ...} des entiers premiers dans
[0,1,2,..., +]. On note di** do*2 . . . un entier généralis¢ prenant la valeur
ap en di, az en de, etc. ... Pour tout entier généralisé N = d*'d,*? ..., on

désigne par [IV] le sous groupe de Q (contenant 1) formé des éléments de la
forme p/dPdsP2. .. (p € 2,0 = 8, < a,et B; = 0 4 partir d'un certain rang).
L’application NV +— [N] est un bijection de I'ensemble des entiers généralisés sur
P'ensemble des sous-groupes de Q contenant 1.

SiN =deder. . .et N = devdye? ... ,ona:

[N] isomorphe & [N'] < N ~ N’ au sens de [5, 4.4, p. 196]
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c'est-a-dire

o {ai = «; sauf pour un nombre fini d'indices etl
a; = +0 @a = +w.

Si# = (ry 7y, ...) est une suite d’entiers non nuls, J. Dixmier lui associe
Uentier généralisé d;*1ds®2 ..ol a; = D gmi @y, 'entier «; , désignant I'exposant
de d; dans la décomposition de 7, en facteurs premiers. Si # = (ry, rs, . . .) est
une suite d’entiers = 0, on notera N (&) l'entier généralisé associé 2 la suite
obtenue & partir de # en enlevant les termes qui sont nuls.

3.1.3. PROPOSITION. Soient 8 = 6, et 0' = 0" deux symétries extérieurement
conjuguées. Alors,

(1) N(P) est équivalent ¢ N(R'),

00 < !
. i 7 . . . .
(i) ] Z]—l =5 [ =%, 00 8 est un rationnel tel que u— du soit un isomorphisme
i=1 i

=1 G

e [N(A)] sur [N(A)).

Preuve. (1) Si on change un nombre fini de r;, on ne change pas la classe de
conjugaison extérieure, de 6,%. On peut donc supposer que r; #= O0etr) =0
pour tout 2. D’aprés 3.1.1, il existe un isomorphisme de 2 sur Z# conservant
la trace de &. On en déduit un isomorphisme de groupes ordonnés de Gg sur
Gy Venﬁdnt les conditions (i) et (i) de 2.4 avec 5% (resp. 657") au lieu de 6,7
(resp. 6,7), ol R = (ro, iyt .. ), D = {qo, g1, @2, - - )y o = 0, qo = 2 et
de méme pour A et 2. Avec les notations de 2.4, Ker 7, est isomorphe a Ker
1y’ Or Ker 7, (resp. I\er 1x") est isomorphe & [N(Z)] (resp. [N(Z')] d’aprés
2.3,d’on (i).

(ii) Sil'un des 7; (donc 'un des r,’) est nul, ou si § et # vérifient la condition
(&), tout est trivial.

Supposons donc que r;, 7/ sont non nuls pour tout < et que 6§ et §’ vérifient
la condition (#). L’existence d’un isomorphisme de G5 sur Gy vérifiant les
conditions (i) et (ii) de 2.4 implique (équation (4) avec R, R, 2, D" au lieu
de #, AR, 2, 2):

e

I Z= ol 1T 25

=1 44 i=1

Puisqu’ici

gi— .0 1, 0
M = ¢ = ,
d")—”, d 0, d
ds
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0
Papplication LJ H[ envoie Ker 7, sur Ker 7,/. Or

Keri: =\|—— [INEZ,n =1
e f

i=1

dans la base & (cf. 2.3) de sorte que 1 +— du est bien un isomorphisme de
[N(Z)]sur [N(£')], ainsi que 1 + du avecd = |d|.

3.1.4. Remarque. On aurait pu déduire directement (i) et (ii) des équations
(3), (3") et (4) de 2.4.

3.2. Conditions nécessaires de conjugaison. Soit § = 6,” avec r, # 0 pour
12 2.

3.2.1. PROPOSITION. Soient 8 = 6, et §' = 6,% deux symétries ne possédant
pas lu propriété (U). On suppose que 0 et 8 sont conjugués. Alors, on a:

(i) N(Z) = NZ")
[ 2= 11

Preuve. (1) On sait (Prop. 3.1.3) que N(#) = di=t ds** . . . est équivalent 2
NP = d' d~ . ... 1l suffit donc de prouver que o; = oy si a; et o, sont
finis. Soit $ un entier premier intervenant a la puissance « (resp. «’) dans
N(A) (resp. N(#’)) et montrons que & = «'. En regroupant des termes, on
peut supposer que p*|r; et que p est premier avec 7; pour ¢ = 2. De méme, on
peut faire une hypothése analogue pour *'. Enfin, rappelons que, si ¢ et b sont
deux entiers, on a:

~T

PGCD (“ Toazb

._, Z

1 PGCD (a, b) sia= 2%, b= 2" avec
) = a', b impairs et N £ g,
PGCD (¢, ) dans tous les autres cas.

ler cas: p # 2. Alors
= 0,7 ® )" est conjugué & 0537 = 0,7 ® 0,

ol Q = (pqi, pgs, - . .) et D = (pq!, pgs’, . . .). D'aprés la proposition 2.1.2
(dont on reprend les notations avec 65” au lieu de 8), on a:

Ordre I,, = %I:P" [[ ¢+ ] ”i]
i=1
Ordre J, = %[p” [T a:—II r}
Ll !

d’ott PGCD (ordre I, ordre J,) = pPrs, avec:
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(i) s, premier avec p,
(ii) B, = « pour tout #,
(iii) B, = e pour = a.
De méme, PGCD (ordre I/, ordre J,)) = p#*" s,/ ou s,/ et B, vérifient des
conditions analogues & (i), (ii) et (iii). D’aprés le lemme 2.1.4, il existe £ € N
tel que p*|PGCD (ordre I/, ordre J,/) d’'oli &' = «. Par symétrie, o = o'

2 éme cas: p = 2. Soit § un entier > NMax (q, &’). Soit 6" une symétrie du
facteur /98 ayant un excédent de valeurs propres -+1 égal 4 2. On a:

059} =6, ® ¢/ est conjugué A 02'«9;' =60," ®¢"
N A = (2ry, 72, 73, . . .), 9 = (2%¢1, g2 . . .) et ol R et @' sont définis de

facon similaire. Comme dans le premier cas, on a successivement:

Ordre I, = %[QB Il ¢.+2 H h] )
=1 =1

-

Ordre J, = %[25 L1 g;— 2 I:Il ri] ,
PGCD (ordre I,, ordre J,) = 2%, avec s, impair d’oll, finalement, &« = «’.
(ii) Les symétries 8 et 8’ vérifient simultanément (&) et (#). Dans le
premier cas,

Hr-1x

i=1 §1 i=1 Gi

<
~ T~

= 0.

Dans le second cas, § = AdU, § = Ad U’ ot U et U’ sont des unitaires du
facteur hyperfini R de type Il;. Si 6/ = o=, 6’ = 686~ et U = Ag(U)
(N = 1)y d’ot |Tr (T)] = |Tr (U)]. Or [Tr (U)| = 17, 7:/q; (cf. {2, lemme
1.3.8, p. 154]), d'od

3.2.2. PROPOSITION, Soient 6 = 6,% et ¢/ = OQJ_ZJ deux symétries possédant la
propriété (U). On suppose que 8 et 8 sont conjuguées. Alors:

(1) N(R) est équivalent a N(%"),
(i) s ri/qs = s(qi/q) s v /g 00t w v Su est un isomorphisme de
[N(Z)] sur [N(Z")].
Preuve. (i) résulte de 3.1.3(i), et (ii) se démontre comme 3.1.3(ii).

4. Classification des symétries 2 conjugaison pres.

4.1. THEOREME. Soient 6 = 0,7 et §' = 6,7 deux syméivies ne vérifiant pas
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(U)Y. Alors, 8 est conjugué d 0’ si et seulement si

(1) NEF)=NA");

[o0] 7. w 7",
2 — = —.
( ) I;Il qi i=1 Qi/

Preuve. Si 6 et 6 sont conjugués, les conditions 1) et 2) sont vérifiées en vertu
de la prop. 3.2.1. Supposons ces conditions vérifiées, et montrons que § est

conjugué a o',
ler pas: Construisons deux suites strictement croissantes d’entiers

1 <dp <<y <1 <.

telles que si l'on pose

PL="T1...Tqy P2 = Tiat1. .. iy y Pn = Toi 479
B =q1r.. . Guy K2 = Gutr -Gy ovvy B = Qpoag1 s - Gy
i =iy, e =y o e =l s
wm' =g gy o =g g o = e Tin
on ait les propriétés suivantes:
(a) Pl\m'iPle]pl'mW cee ]P1P2 <. Pn|P1'P2'- - - Pn'lplpz < Pn+1| s
(b) | (papalud w' | o Jpama - o palwrme o ke e

14
() Bz 21 AP
IS 51 Mipe Q1 M2

v

ITERRY N PI:P2’I- o Pn’, > P02 Pt
M1H2 o - Mg M1 M2 oo Up M2 . oo Mpt1

Z ...

(d) les quotients successifs des termes de la suite (a) ont méme parité que les
quotients correspondants de la suite (b), i.e.: p1’/p1 a méme parité que u;"/pi,
p1p2/pi’ a méme parité que uius/ui’, etc. . . .

Nous allons construire les suites (i,) et (4,) par récurrence en déduisant (a)
du fait que N(#) = N(Z#’), (b) de la condition N(Z) = N(Z2') qui est
réalisée d’aprés la condition d’isomorphisme de deux C*-algébres UHF (cf.
[5, thm. 3.2, p. 194]) et (c¢) de 'hypothése 117, r./q, = 115, r//q/. Cons-
truisons tout d’abord la suite (21, j1, 72, j2, - « «  Zuy juy - - .} par récurrence de
maniére A vérifier (a), (b) et (c). Choisissons arbitrairement 7;. Puisque N (%)
= N(#') et N(Z) = N(£Z2'), il existe un entier n tel que p|r ..
mlg g

Comme II%_, »,//q; converge en décroissant vers 112, 7./q; < pi/uy, il
existe m tel que 117, r//q/ < pi/u1. On pose alors j1 = max (n, m). En
échangeant les roles de 6 et 8, on construit de méme 7, & partir de 7, puis j2 &

.1 et
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partir de 7y, etc. . . . On a ainsi construit une suite (i1, 1, %2, Jo, - « + y Tuy Juy « - +)
vérifiant (a), (b) et (c).

De plus, n étant fixé, 7,41 et j,41 peuvent étre choisis aussi grands que
désiré. Montrons que cela permet de réaliser la condition (d). Comme 7, et g,
sont de méme parité, trois cas sont a distinguer:

ler cas: 2 n’intervient ni dans N (<), ni dans N(Z). La condition (d) est
alors automatiquement vérifiée car tous les quotients considérés sont impairs.

2¢me cas: N(Z) = 20132, N(X) = 2613f2 ., . avec ay, 81 finis et non nuls.
Pour assurer (d), il suffit alors de choisir 7; et j; suffisamment grands pour que
g, (resp. ¢,’) soit impair pour # > 1, (resp. # > ji). Alors, 7, (resp. 7,’) est
impair pour # > 41 (resp. #n > ji1) et tous les quotients considérés sont impairs.

3éme cas: 2 intervient A une puissance infinie dans N(2), donc aussi dans
N(A). Pour vérifier (d), il suffit de choisir, & » fixé, 1, et j, suffisamment grands
pour que les quotients successifs des suites de (a) et (b) soient tous pairs.

2¢me pas: En faisant des groupements convenables de termes successifs, on
peut supposer d’aprés ce qui précéde que les 7, (resp. 7./, ¢, ¢./) vérifient les
conditions imposées aux p, (resp. p,, i ).

Cela va nous permettre de faire une démonstration analogue a celle du
théoréme de Cantor-Bernstein suivant le schéma ci-dessous:

01 02 03 04
’._

D R N N N I W I I AP AP

01l 02/ 03/
Pour tout %, on a les décompositions
Knl = Gnl ® an
onl = anl ® Brr,

avec:

1°) G,! (resp. G,?) est un facteur d’ordre (¢1 ... ¢,)/ (g1 ... quuv’) (resp.
(g1" ... ¢.")/(g1...¢)) en convenant que G;* est d’ordre ¢1,

20} L’excédent de valeurs propres +1 de «,” (resp. 8,") est égal & (r1...7,)/
(ri ...7,t')y (ripoursn = 1) (esp. (v ... 7))/ (r1...r,)). Ces décomposi-
tions sont possibles car

r qgr.. .4y )
gn (g1, e gn_ll

’ ’

1...7%, i1 ... %,
7’,L/=( 7 /)X(

L ooty Fi...7p

P
o 2
ol O
SRR
v/

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7

516 TH. FACK AND O. MARECHAL

et (ry ... 7))/ ... ry) (resp. (' ... 7))/ (ri ... 1)) est inférieur 2
(g1 ... g/ (@) ... gu') (resp. (¢ ... ¢, )/ (g1 ... g,)) tout en ayant méme
parité. On a alors:

o = 011/ ® (}81/ & 012/) ® (52, ® 013’) ®...0 (Bn—ll ® Oln/) ® ...
Or & et conjugué 4 6, et 8,1 ® o, est conjugué a 6, puisque

I4 ’

(]1 . ~_-gn,—1 X flll e Qn
qi.. . Gp g1 .- Gn-1
7’1'...7’,1_1’ Yi1...7%,

X =7 7 = Ty

1o .. ¥p-1 1 v ¥y

7= Gn et

11 s’ensuit que 6’ est conjugué 4 8.

4.2. COROLLAIRE. Soient 0§ = 6,” et 6/ = 0,7 deux symétries vérifiant (&)
mais pas (U). Alors 0 est conjugué & 0" si et seulement si N(X) = N(H').

4.3. THEOREME. Soient 8 = 6," et 6/ = 0,7 deux symétries vérifiant la
propriété (U). Alors 0 est conjugué o 0" si et seulement si:

1) N(Z#) ~ N(&"),

20 [12., 7, /g, = 3gr/q) Ty v /g onl 6 est un rationnel tel que 1 o
sott un 1somorphisme de [N (R )] sur [N(X'))].

ment, supposons ces conditions vérifiées et montrons que @ est conjugué a ¢’.
Comme ici r; = 0, on ne change pas la classe de conjugaison de § en modifiant
un nombre fini de r;. En effet, si 7o, ..., 7, sont remplacés par pz, ..., p,
8,” est remplacé par

6(0,;)2 ..... PraTn +15-00)
(g1.g2,...» Gnodn+lse--)

et ces deux automorphismes sont conjugués a

6( 0 TS T A SO
(grg2,..., Gnagn +1:Gn +2,.04)°

De plus, 'hypothése 2°) est encore vérifice quand on remplace les r; par les p,.
Dans ce qui suit, nous utiliserons constamment ces remarques.

AMontrons d’abord que 'on peut supposer: (a) g1 = ¢i'; (b) ¢, et ¢/ sont
impairs pour 7 = 2 si N(Z) = N(Z') = 201322 | avec 0 < a; < +w.
Soit m un entier tel que:

qilg g’
91'191 e, gm
2atlgy’ .. q,) et 2gi...q, siN(Z) = N(Z') =232, .

avec0 < ay < +00.Soitgle PGCD deg:...qnetqg’ ... q,/. Onag ... qn =
gletqi’ ... q, = ¢l', de sorte que si # (resp. r') est un entier quelconque de
méme parité que ! et majoré par ! (resp. [’), 8 (resp. 8’) est conjugué a

0,7, Tm 41, Tm +2,+04) s (0,7 T m 1 T )
6((Iyly(]m+1,tlm+2y---) (resp' a 0((1: l’,q’muyq'maz,-.-))'

On peut donc supposer les conditions (a) et (b) vérifiées.
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Modifions maintenant un nombre fini de 7; et de »,/ de fagon & ce que
0, R0;:Q ... et 6 @8’ ® ... vérifient les conditions du théoréme 4.1.
Posons

N(ZR) = dyedye2 ...

N(R') = dev'dyr . . .

A = {7 € Nla; > o/}

A" = {i € Nl|a;, < a/}

C=1{i € Nla; =a/ = +o0}.
Puisque % +— $u est un isomorphisme de [N(Z)] sur [N(Z')], il existe une
partie finie D de C telle que:

5 = H diai—zxi' H diﬁi (Bz E Z}.

icaar i€
Soient B = {1 € D|g; > 0} et B’ = {i € D|B; < 0}. La condition 2°) s’écrit
maintenant:
1 1 &7 1 1 Frf
11'51 diai—az/ 1IJB diﬁz g g B 1£1I' dz‘ai/_ai zl;l' di_ﬁi ggi"
Soit # € N tel que
[Tar= T a2 | I
icA i€B i=2
et que le quotient correspondant ait méme parité que q. . . . ¢, (Ceci est possible

4 cause de (b)). En regroupant les termes de ¢ = 2 4 ¢ = 7, on peut supposer
n = 2 et remplacer 7, par

&)

H diai-ai' H diﬁi

€A i€B

p2 =

De méme, on peut remplacer 7y’ par

’

’ (4
pe = .
H dial —~ay H di—ﬁi
€A €B
Les conditions du théoréme 4.1 sont alors vérifiées et 6. ® 0; & ... est con-
jugué 2 8, ® 6, ® ... Comme ¢1 = ¢ (condition (a)), 6 est conjugué & ¢'.

4.4, COROLLAIRE. Soient 6 = 6,7 et 6’ = 0,7 deux syméiries vérifiant les
propriétés (U) et (&). Alovs, 0 et 6 sont conjugués si et seulement si N(K) et
N(Z') sont équivalents.

5. Classification des symétries 4 conjugaison extérieure prés. Comme
la classe de conjugaison extérieure de §,” ne change pas quand on modifie un

https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1979-055-7

518 TH. FACK AND O. MARECHAL

nombre fini de 7;, nous supposerons dans le théoréme ci-dessous que 7, 0
pour tout 1.

5.1. THEOREME. Soient 6 = 6,7 et ¢ = 0,7 deux symétries. Alors, 6 et 6
sont extérieurement conjuguées si et seulement si:

19) N(ZX) et N(R') sont équivalents;

200 115y ri/qs = 6 11y v/ /q) ou & est un rationnel tel que u v~ du soit un
isomorphisme de [N(R)] sur [N(R')].

Preuve. Les conditions 1°) et 2°) sont nécessaires en vertu de 3.1.3. Inverse-
ment, si 1°) et 2°) sont vérifiées, on peut modifier un nombre fini de 7; et de 7/
de fagon A obtenir deux automorphismes conjugués (cf. la démonstration du
théoréme 4.3). Or la modification d'un nombre fini de 7; ne change pas la

classe de conjugaison extérieure de 8, d’oll notre théoréme.

2. COROLLAIRE. Sotent § = 6, et 0 = 6,7 deux syméiries vérifiant lo
propriété (&), Alors, 6 et §' sont extérieurement conjugués si et seulement si N(R)
et N(Z') sont équivalents.

5.3. COROLLAIRE. Sotent 0 et 6 deux symélries vérifiant la propriété (U ). Alors
8 et 6’ sont conjugués st et seulement si 1ls sont extérierrement conjugués.

5.4. COROLLAIRE. Soient 6 = 6,% ¢t ¢ = 6,”" deux symétries extéricurement
conjuguées. Alors, il existe une décomposition & = K @ &1 ou K est un facteur
de dimension finie, et un automorphisme a de 1 tels que 0 soit conjugué ¢ Ad U ®
a, et 0 sott conjugué & AdV @ a avec U, V unitaires de K.

Preuve. Nous supposerons ry et 7¢’ non nuls, la démonstration étant analogue
si 71 ou 71" est nul. Il résulte de la démonstration du théoréme 4.3 que 'on peut
supposer vy = v p1, 71 = ¥'py avec

(a) N(ply Vo, ¥3y o *) = N<pll’ 72,1 7’3,, .. )

bplmﬁ: w_l_
<)91g9i 11;1?[

(¢) ¢. et g,/ sontimpairs pour # = 2 si 2 intervient dans NV (Z) a une puissance
finie non nulle.

Supposons v = v'. D'aprés (a), (b) et {c), il existe un entier n tel que:

pl'lmfzfs o Ty 1193925 - G

pirorz . . . 1y <P
- —= *7 b
g1929s - - - Gn G2
Yoty .. .7 R ., s
PEETS 7% hvant méme parité que ilqi?/——*g—"
Pl 1
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M M I3 S .@7
Comme en 4.1, ceci prouve que § est conjugué a §; avec

(ver'y prrers . . . 7/ ot Tnts Yooy o )
= (qllv Q19293 .+ - - Qn/qlly Tnt+1y nt2y - )

Orff =6, ® (2 ®0; ® ...) avec o ® f; @ ... conjugué 2 6, ® 6; @ . ..
en vertu des conditions (a), (b) et du théoréme 4.1. Ceci prouve notre corol-
laireaveCK = Kll, \91 = Kg’ ® K3/ ® ...eta = 02’ ® 03' ® N

o N
I

6. Remarques diverses.

6.1. Structures Boréliennes de € (D) et € (D). Le groupe Aut (Z) des auto-
morphismes de &, muni de la topologie de la convergence simple-normique,
est un groupe Polonais. Nous noterons 4 () (resp. € .(Z)) I'ensemble des
classes de conjugaison (resp. conjugaison extérieure) d’'éléments de Aut (2),
muni de la structure Borélienne quotient.

6.1.1. PrROPOSITION. € (D) n'est pas dénombrablement séparé.

Preuve. Fixons une décomposition de & en &,», K,; soient g, ['ordre de
K,et £ = (q1, qo, . . .).

ler cas. 2 n'intervient pas dans N(Z). L’ensemble des entiers généralisés
do2dss ... (ds = 3) tels que o, < 400 pour tout n, est de maniére naturelle
en bijection avec NN considéré comme I'ensemble des suites d’entiers (o, s, . . . ).
A I'élément s = (aa, @y, . ..) de N¥, on fait correspondre I'entier généralisé
e(s) = dy*xdgs . ... La relation d’équivalence des entiers généralisés cor-
respond & l'égalité des suites sauf pour un nombre fini d’indices. Nous allons
construire une application Borélienne s — T'(s) de NN dans Aut (2) telle
que, pour tout s € NN, T'(s) soit une symétrie de (&) vérifiant N(T'(s)) =
o(s).

D’aprés 5.2, U'application T définira une injection Borélienne du quotient
de NN dans % .(2), ce qui démontrera la proposition.

Soit K, = ¥ (H,). Pour tous (n, m) tels que n = m, fixons une base ortho-
normalede H, ® ... ® H,. Soits = (as, a3, ...). Définissons par récurrence
la suite d’entiers (11, 7, . . .) de la facon suivante: #; est le plus petit entier tel
que ds*? £ % qi¢s . - - Gny, Mo est le plus petit entier n > #ny tel que dy** <
3 Qiam - - - Guo €t M4 est le plus petit entier n > #, tel que

1
dp-%-laerl =3 Giinp -1+ » - Gup-

Soit 8, = Ad U, ot U, est 'unitaire de Kyy,,_, ® ... ® K,, diagonalisé dans
la base choisie pour Hiyp,_, ® ... @ H,,, les premiers vecteurs de la base cor-
respondant a la valeur propre +1, les derniers 4 la valeur propre —1, et tel
que U, ait un excédent de valeurs propres +1 égal & d,,1®»+% Posons 7'(s) =
& ,21 6,. Par construction, on a N(7'(s)) = ¢(s) et la condition

1
Aot S 3 Qringr v+ - Gup
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montre que Tr U, < % donc 11,5, Tr (U,) = 0 et T(s) € (&). Il reste &
montrer que T est Borélienne. Soit 1), 'application de NN dans Aut (2)
définie par T,,(s) = T(es, ..., 0, 1,1,...,1,...). Comme T, se factorise &
travers N1 qui est discret, T, est continue. Comme 7, > p, on a pour tout
xEKi®...Q K, T,(s) (x) = T(s)xpourn = p,ce qui montre que 7 (s) =
lim T,(s) dans Aut (Z), d’ott T = lim T, est Borélienne.

2¢me cas. 2 intervient 4 une puissance finie non nulle dans N(£). En regrou-
pant des termes, on suppose alors ¢; pair et ¢, impair pour tout # 2 2. Le raison-
nement est le méme, sauf que I'on considére les suites (a1, as, . . .) de NV telles
que a1 # 0 et que Uon définit o(s) = 2%1d22dy3 . . ..

3éme cas. 2 intervient & une puissance infinie dans N(£). En regroupant des
termes, on suppose que ¢, est pair pour tout » € N. On considére les mémes
suites s = (s, a3, ...) quedansle premier cas, etl'on définit ¢ (s) = 2°d=2ds. ..
La construction est la méme, sauf que I'on impose

dp+111p+1 é i‘:gl‘f'ﬂp—l core gnp
et que I'excédent de valeurs propres 41 de U, est égal 4 2 d,, #» .

6.1.2. Remarque. Le méme raisonnement que précédemment montre que si 2
intervient a une puissance non nulle dans N(2), € (&) n’est pas dénombrable-
ment séparé. En effet, on peut écrire & = Fy ® &’ et construire 'application
77 de NN dans Aut (2) par T7(s) = 6, ® T'(s) ol 6; a un excédent de valeurs
propres -1 nul, et ot 7'(s) est 'automorphisme précédemment construit. On
a: T7(s) vérifie (%) et (&), N(T"(s)) = (s) et le corollaire 4.4 montre que 7"
définit une injection Borélienne du quotient de NN dans € (2).

Par contre, si 2 n'intervient pas dans N(£), aucune symétrie n’appartient
(%) et, d’aprés 4.1, la classification des symétries & conjugaison prés se fait &
I'aide d’un sous-ensemble de NN X [0, 1] qui est dénombrablement séparé¢.

6.2. Relations enire conjugaison et isomorphisme de U'algebre des points fixes.
Si 6 et 9 sont deux automorphismes conjugués, Z¢ et £ sont isomorphes.
La réciproque est fausse. Ainsi,

n’esl pas conjugué a

(7,3,8,...)
6 = 6i91909..0

alors que 2¢ est isomorphe & 2%,

Pour montrer cette derniére assertion, il suffit {(cf. [7, thm. 4.3, page 32]) de
trouver un isomorphisme de Gy sur G conservant l'ordre et préservant l'iden-
tité. D’aprés le § 2.4, il revient au méme de trouver un rationnel d et, pour tout
n € N, des entiers m, m’ € Net\, u,» € Z (resp. M, u/, v € Z) de méme
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parité, tels que l'on ait:

1 A

@— 7 _ d - _*_
(2) 9n Sn—l - 3m—1

0 Molidi-2h
) G=30

() LR ok
@) Ty =2

(léquation (4) est automatiquement vérifiée car 6 et 8’ vérifient (&°)).
On peut choisir d = 1, et il est clair que le systéme des équations écrites
ci-dessus admet pour tout # des solutions en m, A, u, v et X, p/, v/,

6.3. Relations entre comjugaison extérieure et isomorphisme de 'algebre des
points fixes. Si 0 et 6’ sont deux symétries vérifiant la propriété {&’), on a:
2? isomorphe 4 & = @ extérieurement conjugué a ¢’. La réciproque est
cependant fausse.

Supposons Z¢ isomorphe & Z¢. Comme 0 et §' vérifient la propriété (&),
le cone positif de Gy (resp. Gy) est I'intersection avec Gy (resp. Gy ) du demi-
plan limité par la seconde bissectrice et contenant [I]. L’isomorphisme de £°
sur 2% détermine alors un isomorphisme de Gy sur Gg conservant la seconde
bissectrice, donc du type considéré en 2.4. Comme dans 3.1.3 (i), on voit que
N{(Z) est équivalent 2 N(Z'), et 6 est extérieurement conjugué a 6’ en vertu
du corollaire 5.2.

Pour prouver que la réciproque est fausse en général, considérons I'exemple
suivant: 8 = 6,7 et 0’ = 6,7 avec £ = @' = (23,5,5,...),% = (2,3,3,...),
R = (2% 3,3,...). Il est clair que 6 est extérieurement conjugué a ¢'.

Cependant:

Ordre I, = (22 X 5" 1 4 2 X 3" 1)
Ordre J, = 3(22 X 51 — 2 X 3"1) et

PGCD (ordre I,, ordre J,) = 1; de facon analogue PGCD (ordre I,’, ordre
J.) = 2 et & ne peut pas étre isomorphe & £ en vertu du lemme 2.1.4.

6.4. Relations enire conjugaison, conjugaison extérieure, et isomorphisme du
produit croisé.
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6.4.1. Soient 6, 0’ deux symétries de 9, D =F,® D et B (resp. B') I'isomor-
phisme AdU Q 0 (resp. AdU ® 0') ot Ad U est la symélrie de F distincie de
Uidentité. Alors, 0 est extérieurement conjugué & 6' st et seulement si 8 est con-
Juguéda B’

Cela résulte immédiatement des théorémes 5.1 et 4.3.

6.4.2. Soient 0 et §' deux symétries vérifiant la propriété (&), Alors, 0 est
extérieurement conjuguée a 0’ si et seulement st C*(9, 0) est isomorphe & C*(,
).

Cela résulte de 6.3 et 6.4.1, sachant que Z# est isomorphe & C*(Z, 6).

6.5. Lot de composition sur 'ensemble des classes de conjugaison d'automor-
phismes vérifiant (7). Pour tout automorphisme 8 de &, on note [6] sa classe
de conjugaison. Soit & une C*-algébre UHF isomorphe & & ® & et soit ¢
un isomorphisme de & sur 4 @ . On vérifie facilement que la formule

01.16'] = [o7(0 © 6')0]

définit une loi de composition interne sur 'ensemble des classes de conjugaison
d'automorphismes de &, qui ne dépend pas de ¢. La restriction de cette loi
aux symétries possédant la propriété (&) admet un élément neutre, a savoir
e = [0,"Tour, = 1o0u 2 suivant la parité de ¢,. Cependant, si [6] 5 ¢, [] n’admet
pas d’inverse et le monoide mis en évidence n'est pas simplifiable. La considé-
ration de e permet de simplifier la démonstration du théoréme 4.1 dans le cas
des symétries vérifiant (&°).
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