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ETUDE DES INTERRUPTIONS DANS L'ALGORITHME
DE JACOBI-PERRON

EUGENE DUBOIS, AHMED FARHANE AND ROGER PAYSANT-LE ROUX

It is well known that in general the Jacobi-Perron algorithm (a multi-dimensional
analogue of the continued fraction algorithm) may or might not acknowledge the de-
pendence over Q of its arguments l , a i , . . . , a n by truncating itself down to fewer
arguments from some step onwards (if so, the algorithm is said to display an 'inter-
ruption'). We show here that if n = 2 then I,cti,ct2 are linearly dependent over Q if
and only if the Jacobi-Perron Algorithm displays an interruption. We give examples
showing this is not so for any n ^ 3.

1. INTRODUCTION

Le developpement en fraction continue d'un nombre reel, a, est une suite d'entiers

{dk)k>o Qui permet de construire les meilleures approximations rationnelles, Pk/<lk, de a.

Cette suite est finie si et seulement si a est rationnel.

En 1869, Jacobi [6] a considere le cas de deux nombres et en 1907, Perron

[8] a generalise l'algorithme des fractions continues a n nombres reels a i . c ^ , . . . ,an .

Dans le cas le plus simple et en particulier lorsque l , a i , . . . ,an sont Q - lineairement

independants, cet algorithme, dit de Jacobi-Perron donne une suite de n-uples d'entiers

(a '" ' , . . . ,an"))I/>0 qui permet de construire des approximations rationnelles simultanees

((A^'))/AQ'\ . . . , (A^)/A^) de (ax, . . . , a n ) . Dans les cas un peu plus compliques

le tableau (a,- ') peut etre tronque au sens ou la dimension n des n-uples est diminuee a
partir de certaines etapes v. Le tableau (at- ) se retrecit et peut meme etre fini. Nous
dirons dans ce cas que l'algorithme de Jacobi-Perron presente des interruptions. On
sait depuis Perron [8] que si un developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron ad-
met m interruptions alors il y a au moins m relations rationnelles, independantes entre
l,ai,...,an. En situation extreme, si l'algorithme admet n interruptions, il s'arrete
et ati,...,an sont tous rationnels. Reciproquement si a\,...,an sont tous rationnels,
l'algorithme de Jacobi-Perron qui equivaut a la recherche du pgcd s'arrete. Mais dans
les situations intermediaires la reciproque est moins connue.

Received 31st July, 2003

Copyright Clearance Centre, Inc. Serial-fee code: 0004-9727/04 SA2.00+0.00.

241

https://doi.org/10.1017/S000497270003598X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S000497270003598X


242 E. Dubois, A. Farhane and R. Paysant-Le Roux [2]

L'objet de ce travail est d'etudier la reciproque. Precisement, nous montrons que
pour n — 2, il y a au moins une interruption si et seulement si I , a i , a2 sont Q -
lineairement dependants. Mais nous montrons que ce resultat est faux pour n ^ 3
et nous donnons des contres exemples explicites.

Les travaux recents sur l'algorithme de Jacobi-Perron portent soit sur la theorie
metrique pour lequel l'ouvrage de Schweiger [9] est une bonne reference, soit sur des
families de developpements periodiques comme Adam et Rhin [1]. Les auteurs [4] ont
aussi etudie les cas ou un developpement periodique par l'algorithme de Jacobi-Perron
fournit ou non un nombre de Pisot unite.

I I . R A P P E L SUR L'ALGORITHME DES FRACTIONS CONTINUES

Etant donne un nombre reel a, l'algorithme des fractions continues determine une
suite finie ou infinie de reels notee (a*) et une suite finie ou infinie d'entiers notee (a*).
Ces deux suites sont definies par recurrence de la maniere suivante: on pose a0 = a,

ao = [c*o] et soit un entier t ^ 0 tel que a0,..., at et ao, • • •, a/ soient definis et que de
plus at $ Z alors on definit au+i et ae+i par:

1 . .
at = ae H , ae+i — [ae+i\

ou [x] designe la partie entiere d'un reel x.

Si at € Z on ne definit pas at+i et on dit que l'algorithme s'arrete. Les suites (a*)

et (a*) sont finies de longueur £ + 1. On appelle developpement en fraction continue de

a la suite d'entiers (a*)- Cette suite est finie ou infinie.

On definit les suites d'entiers (p*) et (<&) a partir de la suite (a*) par les egalites:

p_2 = 0,p_! = 1, et pour k ^ 0 tel que a* soit defini,pk = akPk-i +Pk-2

q-2 = 1) 9-i = 0, et pour k > 0 tel que ak soit defini , q* = ajtgt-i + Qk-2-

Le rationnel, Pk/qk appele klime reduite de a ou re"duite de rang k de a, verifie

Qk

a2 +
1

ak

et est note [ao, Oi , . . . , ak]- On a aussi:

VA; ̂  - I , ]

On montre que le nombre reel a admet un developpement en fraction continue de
longueur finie si et seulement si celui-ci est rationnel. Un rationnel a admet exactement
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deux developpements en fraction continue dont l'un verifie at — 1 et l 'autre at = at > 1

(qui permet a< = a* - 1 + 1/1).

Si le nombre reel a est irrationnel, le developpement en fraction continue de a est

unique et infini et on a:

De plus, si on considere l'application:

a i—> ( a o , a i , . . . , a n ) . . . )

qui au nombre a associe son developpement en fraction continue, on montre que

l'application ipc est bijective. Dire que tpc est surjective equivaut a dire que le nom-

bre reel est rationnel si et seulement si son developpement en fraction continue est de

longueur finie.

12. RAPPEL SUR L'ALGORITHME DE JACOBI-PERRON

Avant d'introduire les interruptions, nous rappelons la construction de l'algorithme

de Jacobi-Perron dans le cas simple et ses principales proprietes. Pour la preuve des

affirmations de ce paragraphe, on pourra se reporter a la these de Perron [8] ou a celle

des auteurs [3] et [7]. Les principaux travaux menes depuis un demi siecle sur ralgorithme

de Jacobi-Perron concernent la periodicite. Benstein [2], les premier et dernier auteurs

ont donne pour tout n ^ 2 des families parametrees de n-uples (on,...,an) dont le

developpement par l 'algorithme de Jacobi-Perron est periodique. Mais la conjecture,

qu'un developpement est periodique si et seulement si l , a i , . . . , a n est une base d'un

corps de nombre, n'est toujours pas demontree. Seule l'existence, dans tout corps de

nombres reels, d'une base dont le developpement est periodique a pu etre demontree en

1984 par Dubois et Paysant-Le Roux [5].

A partir d'un n-uple (n ^ 1) de nombres reels ( a i , a2 , • • •, an), l 'algorithme de Jacobi

Perron determine un tableau de nombres reels (a\ ) et un tableau de nombres entiers

(a'"') par la recurrence, sur i>, suivante:

(1) ^ = a<"> + - j ^ y , <*<"> = ai") + ^ 2<i<n, avec a<"> = [<#>] 1 < t < n.

Cette construction n'est possible que si a^ n'est pas entier. Si tel est le cas pour

tout v ^ 0, les tableaux (aj"') et (a,-"5) sont des suites infinies de n-uples (a '" ' , . . . , dn^)v^

et (a(i"'i • • • i a " ^ > o - Nous dirons que nous sommes dans le cas simple. Les approxima-

tions rationnelles simultanees (^"V^o" ' ) . . . , A(^A(^)v>Q de ( a i , . . . , a n ) definies par les
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recurrences suivantes:

| i 4 « k ' ) = 0 s i

( ) | ^ + n + 1 ) ^ + H A ( , + i ) M A(,+n) 0 ^ n et ^ 0

verifient

(3) det ( A ^ + J ) ) o ^ ^ n = ( - I ) " ' Pour i/ £ 0.

Les relations entre le n-uple de depart (a^,. . . , an) et le n-uple au rang u s'expriment
par

et on a 4"> + a ' " ^ 1 ' + • • • + a ^ M &
Notons qu'une suite de n-uples entiers (a^ , . . . ,a£^)l/>0 est un developpement par

l'algorithme de Jacobi-Perron si et seulement si les conditions, dites conditions de Per-
ron, sont satisfaites. Ces conditions qui resultent de (1) s'expriment avec l'ordre lexi-
cographique note ^ :

(5) (<#>, a<£?\ .-., a ^ 0 ) ^ (a<r\ atVK ..., a ^ - x ) , l ) pour 0 ̂  i< n - 1, u> 1.

A partir d'une suite infinie (a'" , . . .,On ) l / > 0 verifiant (5) on determine le n-uple
( a i , . . . , an) . Ce n-uple est defini par:

(6)
A{v)

Dans le cas d'une suite periodique, nous avons un moyen d'exprimer a i , . . . , « „
admettant ce developpement periodique en introduisant 1'equation caracteristique. Pour
un developpement periodique de longueur £ verifiant

(7) a \ v + e ) = a ^ p o u r 1 < i ^ n e t u ^ Q

nous introduisons la matrice M et son polynome caracteristique /

( At) Al+l) Al+n)\
• ^ 0 i " O > • • • i " n

At) A{1+1) At+n)

(8) / (X) = det(M-X7).

La plus grande racine positive, p, de / est simple, p est une valeur propre de M

et ( l , a i , . . . , a n ) est vecteur propre assocte a p . Ceci permet d'expliciter (a\,...,an)
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admettant (a\ , . . . ,a!h ) verifiant (7) pour developpement par l'algorithme de Jacobi-

Perron. Preciseraent si on note par <?*,«(/>) le cofacteur de M — pi (en enlevant la ligne A

et la colonne i), on a:

(9) on =
9\,i(p) i < n pour tout A avec 0 ^ A ̂  n.

13. INTRODUCTION DES INTERRUPTIONS

Developpant par l'algorithme de Jacobi-Perron un n-uple (a^...an) de nombres

reels, il se peut que l'un des af' soit entier. Dans ce cas les formules (1) ne permettent

pas de continuer. Soit VQ le premier indice pour lequel a" soit entier et soit jo maximal

tel que (a["°\ ...,a^o)) € IP0 (necessairement W° si u0 > 0).

Si jo = n, l'algorithme s'arrete et le developpement est fini. Dans ce cas a i , . . . ,an

sont tous rationnels. Precisement on a:

,, = m.(i/o+n+1)
pour i = 1 , . . . ,n.

Si jo < n, dj^li n'est pas entier et l'on peut appliquer l'algorithme (les formules (1))

Les relations entre les n-uples ( o i , . . . , an) du depart et (a[ ,..., dn ) au rang ua

sont donnees par (4) et s'expriment sous forme matricielle par:

(10)

f A("°) A(VO+TI)\
/ 1 Q , . . . , SIQ

d("o)AK"a) AV
/In j • • • j -^n

(i/o+n)

a ™

\an

A partir du rang vo + 1, le developpement de

a(»°)\

continue tant que fi[^ n'est pas entier.

Si v\ est le premier indice pour lequel /?{ est entier et si j \ est maximal tel que

(/?{"'',... ,Pj^) G N;i , le developpement presente une seconde interruption d'ordre j x .

On continue alors avec le (n - j 0 - ji)-uple (0^+1, •••, Pn-j0) •

Le tableau des (a[ ) se retrecit a chaque interruption. Avec les notations precedentes,

il se compose de n-uples pour 0 ^ u ^ v^, de (n — jo)-uples pour uo+\ ^ v < v\ et de

(n - jo - ji)-uples pour v\ + 1 ^ v et ainsi de suite.

Si Ton a k niveaux d'interruptions d'ordre jo> j i , • • •, j t - i nous dirons que ce

developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron presente m — jo + j i + • • • + h-i
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interruptions. Ce developpement est fini si et seulement si m = n. Perron [8] a demontre
le resultat suivant:

THEOREME 1. Si le developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron de (»i , . . . , ctn)
admet m interruptions alors il existe m relations independantes a coefficients entiers entre
l,ari, ...,an.

L'idee de la demonstration repose sur les formules (1) puisque a^ = a^ remonte
de proche en proche en une relation entre 1, ati,..., an.

COROLLA I RE 1 . Si l , a i , . . . , a n sont Q lineairement independants alors le
developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron de (cti,..., an) n'a pas d'interruptions.

COROLLAIRE 2 . L'ensemble des n-uples de nombres reels pour lesquels l'algorithme
de Jacobi-Perron admet des interruptions est de mesure nulle au sens de la mesure de
Lebesgue.

Notons par TZSiTl l'ensemble des n-uples pour lesquels l'algorithme de Jacobi-Perron
est sans interruptions, soit

•Jlsn = {(<*!... an) € Kn tels que a^"' £ Z pour tout v ^ 0},

par
TZin — {(a>it..., an) e W1 tels que l,au... ,an Q lineairement independants },

et par
Tn l'ensemble des developpements sans interruptions, soit

%={ ( a ^ , . . . , a i" ' )^0 , (a|0) 6 Z, a\v) e N pour u > l), 1 ̂  i ^ n, verifiant (5)}.

Considerons l'application
<PJP '• T^s,n > %

definie par <pJP{ai,..., an) = (a^\ ..., a l " ' ) , , ^ -

Cette application qui est bien definie, est surjective puisqu'a partir d'un tableau
on connait (a i , . . . , a n ) admettant ce tableau pour developpement par l'algorithme de
Jacobi Perron. Elle est aussi injective puisque d'apres (6), a i , . . . , an sont uniques. Ceci
montre:

PROPOSITION 1 . Pour tout n ^ 1 l'application tpjp est une bijection de 7£Sjn

sur Tn.

Avec ces notations le corollaire 1 s'exprime par:

COROLLAIRE 3 . Pour tout n ^ 1 on a l'inclusion 1Zitn C Tls,n-

L'inclusion contraire est l'objet de notre etude.
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II. RELATION DE DEPENDANCE E T ALGORITHEM DE J A C O B I - P E R R O N SANS

INTERRUPTION DE PLUS DE 3 NOMBRES

Pour tout n ^ 3, nous allons expliciter des contres exemples qui montreront que la
reciproque est fausse. Pour n = 1, il est bien connu que cette reciproque est vraie. Pour
n = 2 nous montrerons qu'elle est egalement vraie.

THEOREME 2 . Pour tout n ^ 3, Uitn § ^ , n -

II suffit d'expliciter des n-uples (QI, . . . , an) dont l'algorithme de Jacobi-Perron n'a
pas d'interruptions et pour lesquels il existe une relation lineaire entre 1, a\,..., an.

En considerant des suites (&"' , . . . ,a£ ) v > 0 periodiques on obtient un n-uples
( a i , . . . , an) pour lequel l'algorithme de Jacobi-Perron est sans interruption. Du fait de
la periode on sait, par (9), exprimer c*i,..., an. L'existence d'une relation de dependance
entre 1, aX j . . . , an va s'obtenir pour une propriete de l'equation caracteristique.

En effet, par (9) on a Q(c*i,..., an) C Q(p). En imposant la reductibility du
polynome caracteristique / , nous aurons [Q(p) '• Q] ^ n et done [Q(ai , . . . ,Qn) : Q]
< (n + 1). Ce qui montre l'existence d'une relation de dependance lineaire a coefficients
rationnels entre 1, ot\,..., an.

Soient n > 3 et des entiers a i , . . . , an verifiant

(11)

' > 0 (1 < i ^ n), 1 - ai + oa + . . . + ( - l ) n a n = ( - l ) n + 1

(an, a n _ i , . . . , an-i) ^ (ai,..., a\, 1) (1 < i < n - 1) pour l'ordre lexicographique.

LEMME 1 . Soient n ^ 3 et (a\,..., an) le n-uples de reels dont le developpement

par l'algorithme de Jacobi-Perron est (of ,..., ah ) = (oi • • - o,n) pour tout v ^ 0 avec
a\,..., an verifiant (11).

Alors on a (ai,..., an) € TZStH et ( « ! , . . . , an) £ ??.,•,„. C'est-k-dire qu'il existe une
relation de dependance lineaire entre 1, at,..., an avec un developpement par l'algorithme

de Jacobi-Perron sans interruptions.

Avant de demontrer ce lemme, constatons que les conditions (11) ne sont pas pos-
sibles pour n — 1 ni pour n — 2. En effet pour n = 1, ai ^ 1 est contradictoire avec
1 — a\ = 1 et pour n = 2, 1 — a\ + a-i — — 1 est incompatible avec a2~^ a\.

Par contre pour n ^ 3 il existe a i , . . . , an verifiant (11).

En effet, pour n = 2k + 1, il suffit de considerer a± — 0, at = b avec 6 ^ 0 pour
1 ^ i ^ 2A;-1 et a2k-i = a2k — c avec c> b. L'egalite de (11) l-0 + b-b + ...+c-c-l

est evidente et les inegalites lexicographiques le sont aussi puisque pour i < 2k - 1,
(c, c, . . . ) ^ (b,..., 1) et que pour i - 2k on a (c, c , . . . , 0) ^ (c, 6 , . . . , 0,1).

Lorsque n = 2A; il suffit de considerer a\ = 2, 02 = 0, a* = 6 avec 6 ^ 0 pour 3 ^ i
^ 2A;-2 (si k ^ 3); a2*_i = a2k = c avec c > 6. L'egalite de (11) 1 - 2 + 0 - 6 + 6 . . .-c+c

— -1 est evidente et les inegalites lexicographiques le sont aussi puisque pour i ^ 2k - 2
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on a:

(c,c,.. .)>(6,.. .)

et que pour i - 2k — 1 on a:

(c ,c ,6 , . . . ,6,0,2) ^ ( c , 6 , . . - ,0 ,2 ,1) .

II est facile d'expliciter de nombreux autres exemples (a\,... ,an) verifiant les con-
ditions (11).

Pour ce developpement periodique de longueur 1 du lemme 1, qui a deja ete etudie
(voir [7] ou [8]), on a:

(0 0 ... 0 1
1 0 ... 0 O!
6 6 ... 1 an

et f(X) = Xn+l - anX
n - . . . -

En notant, p, la plus grande racine positive de / on a, en utilisant (9):

an — p , a n - i = P2 ~ anp,..., c*i = pn - anp
n~l - . . . - a2p.

La relation 1 — ai + . . . + ( —l)nan = (—1)"+1, qui est satisfaite par hypothese, montre que
/ ( - I ) = 0 et done que [Q(ai, . . . , an) : Q] ^ [Q[p] : Q] < n+ 1. Ceci prouve l'existence
d'une relation LQ + L\a\ + ... + Lnan = 0 avec Li € Z pour 0 ^ i ^ n. Le lemme 1 et
par suite le theoreme 2 sont demontres pour tout n ^ 3.

II est possible pour n fixe de donner d'autres exemples. Pour illustrer ce fait nous
donnons ci-dessous deux developpements periodiques de longueur 2 lorsque n — 3.

Considerons le developpement suivant:

(12) (a?"\a¥\a$v)) = (0,6,6), (a<2"+1\af+1),af+1)) = (0,c,c) {u > 0)

avec 6, c distincts verifiant les conditions lexicographiques suivantes:

(13) (6, c) ^ (0,1), (6, c, 0) ^ (6,0,1); (c, 6) ^ (0,1); (c, 6,0) ^ (c, 0,1).

Remarquons que la seconde et quatrieme inegalite necessitent c ^ 1 et 6 ^ 1.

PROPOSITION 2 . Le triplet (ft, p\,ft) admettant (J2J pour developpement par
Valgorithme de Jacobi-Perron verifie 1 - ft + ft — ft = 0 et appartient done a 7£3i3 sans
appartenir a 72-j,3.

La matrice M permettant de calculer le polynome caracteristique est:

/0 0 1 c \

1 0 6 6c

0 1 6 c + ft
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et f(X) = det {M - XI) = {X - 1)[X3 - (b + c + be - 1)X2 - (b + c - 1)X - l] est

reductible.

Nous avons alors une relation de dependance entre 1,ft, /32,fiz a coefficients ra-

tionnels. Cette relation est explicitee en calculant les quatre cofacteurs de M — pi

qui donnent ft,/32,/33 en fonction de la plus grande racine, p, de / . Par (9) on a

0i = 93,i(p)/93,o(p)- Le calcul donne:

92fl(p) = ~ 53,i (p) = -

- CP> 53,3(p) = -

et il est facile de verifier que

— ^ Y = 053,O(P) - 53,1 (p) + 53,2(P) ~ 53,3(P) =

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.

Considerons maintenant le developpement

(14) (<42 I / ) )V^3 = (b,0,ft), ( a t + \ ^ = (ci,c2,c3) (i/ > 0)

avec des entiers 6, C\, c2, c3 v^rifiant les conditions lexicographiques

(15) (b,c2) > (b,l),(b,c2,b) > (0,c1,l);(c3,0) ^ (Cl, 1), (c3,0,Cl) > (c2,6,l).

PROPOSITION 3 . Le triplet (71,72,73) admettant (14) pour deve/oppement par
I'algorithme de Jacobi-Perron verifier

c2 + (c3 - - (c3 - = 0

et appartient done a 1ZSfi sans appartenir a 7^i)3.

On procede comme precedemment a partir de

M =

/0 0 1
0 0 b

c3

bc3

On obtient

1 0 0 c,
0 1 6 c2 + 6c3./

avec A(X) = X3-(c2+bc3-l)X
2-(bci-c2+l)X+l,

= - ( 1 + bc3)X
2 - bClX

= -X3 + X

et (c3 -

Ce qui montre que c2 + (c3 -

- (c3 - C!)53>3(X) = (c3 -

- c272 - (c3 - Ci)73 = 0 et prouve la Proposition 3.
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II. RELATION DE DEPENDANCE ET ALGORITHME DE J A C O B I - P E R R O N DE DEUX

NOMBRES REELS

Lorsque n = 1, la fraction continue d'un nombre reel, a, s'arrete si et seulement si a

est rationnel. On a 7£aii = lZiti. Pour n ^ 3 on vient de montrer que 7£i>n C "R,s>n. Pour
n = 2 on a:

THEOREME 3 . Le developpement par 1'algorithme de Jacobi-Perron de deux nom-

bres reels a i , a 2 , admet au moins une interruption si et seulement si l , a i , a 2 sont lies

par une relation lineaire a coefficients rationnels, c'est-a-dire que "Ri%2 — ~R-S,2-

Puisque 72.̂ ,2 C 1ls,2, il nous suffit de montrer l'inclusion contraire, c'est-a-dire que
si (a i , a2) ^ ^t,2 alors (a\, a2) ^ 7£s,2. Soient done a\, a2 verifiant LQ + Liai + L2<*2 — 0
avec Lt entiers non tous nuls et montrons qu'il existe u0 tel que aj"o) soit entier.

Raisonnons par l'absurde en supposant que a j ^ Z et que pour tout 1/ ^ 1, a j" ^ N.
Construisons les A] par (2). Posons:

(16)
Su = Pv-3 + (a? - l)Pv-2

Tv = P^s + a ^ P , ^ + (a

D'apres (2) nous avons aussi P^ = Pv-3 + a[ Pu-2 + a2 Pv-i-
Les quatre points PV-3,SV,DV,TV sont dans un meme plan II passant par Pv_3 et

parallele a OP1/_2 et OPv-\. Puisque det(P1/_3, PI/_2,Pv_i) = ±1, le plan II est bien
defini. Dans ce plan prenons pour origine Dv et pour vecteurs de base 1 = —O?v-2 et
J — —OPv-\. Nous avons alors les coordonnees suivantes:

Dusl = 1 = (1,0)

(17)

De ces coordonnees il resulte clairement que Dv, Sv, Pv-z, Tv est un quadrilatere convexe.
La deuxieme etape consiste a montrer que Pv est interieur a ce quadrilatere.
Si a[u^ — a[ + a2 ~ a2 ^ >̂ Pv ^st interieur au triangle DvSJTv et done interieur

au quadrilatere DvSvPv--irv.
Dans le cas contraire, a ^ — a^+a2 -a^ > 1, on va montrer que Pv est barycentre

des sommets du quadrilatere affectes de coefficients positifs. Precisement on va definir
trois reels positifs ou nuls, x, y, z, de somme 1 tels que:

= x
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Dans le repere (Dv,i,j) cela equivaut a . •

Soit apres resolution de ce systeme

X —

L'hypothese a[v) - a[v) + a2
v) - a2

v) > 1 avec a("] > 0, a2
v) ^ 1 donne x > 0 et les

relations

a"

a2

montrent que y > 0.

De meme

,M

C*OX2

montre que z ^ 0 puisque a2
v+l' ^ 1 et a\"'a^1' ^ 0 (oj peut etre nul).

Ceci termine la preuve que Pv est interieur au quadrilatere DvSvPv-zTv.

Nous allons maintenant etudier une fonction distance du plan n ayant pour origine

Dv.

Pour tout point P — (x, y, z) E R3, posons:

f{P) = \Lox + Lyy + L2z\.

D'apres (4)

Dv = (A^ + a^At+l) + Jpjtr*)^ = (4"' + ai"^"' + " M " 0 ) • (L "..«.)
et comme f(l,ai,a2) = 0, f(Dv) = 0. / est done une fonction distance non identique-
ment nulle sur le plan FI muni de l'origine Dv.
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Par ailleurs DUSV — —P,,_2, DUTV — -Pu-i montre que

Le maximum de / sur le convexe DvSvPv-zTu etant atteint en l'un des sommets,
nous avons:

f(Pu) < M^(f{Pu_3)J{Pl/_2),f{Pv_l)).

En ecrivant /„ = f{Pv) et en posant / „ = Max (/[ /_3,/ l /_2,/ I /_1), nous avons

/1/+1 ^ JV La suite / „ etant decroissante a valeur entiere positive est done stationnaire.

II existe v0 tel que / „ = j VQ pour v ^ v0 avec fVo = /„„_!. En effet, soit /J. tel que

/•/ = f» P ° u r t o u t v > V-
Si / , , = /^_i on prend u0 = fi. Sinon j ^ > /M_i.
S i fn = /M-2 > M a x

 (/M-1I /^) a l o r s Ip. = 7/x+2 = /><+i e t "o = V + 2 convient.
Si / , , = fp-2 = fn alors i/0 = p. + 1 convient.

Enfin si ~]^ = /^_3 > Max (//x_2) /„_!), o n a / ^ J^+i = /^ et J/0 = \i + 1 convient.

Soit done u0 tel que / „ = fUQ = /^,_i pour tout t- ^ i/0. En discutant la position de
Pvo nous allons obtenir une contradiction avec l'hypothese qu'il n'y a pas d'interruption.
Nous devons encore considerer deux cas suivant que } v o = fva-\ ou que /„„ < fVo-i-

Dans le premier cas on a /„„ = f^u f{PVQ) = Juo = Max (f(PUo_3), /(S^), f(TV0))

et done Pvo est sur le bord du quadrilatere Dvo,Svo,PV0-.3,TVo. Rappelons que

DVOPV, = x DV0SV0 avec 0 < x ^ 1. Dans la base

() ( V o 0 ^ ( a ( ; o ) - a W , a ^ - 4 1 et A ^ - (1,0).
On a done a2 = a2 et done QJ"0 + 1 ) = 0, ce qui contredit l'hypothese a[v^ non
entier pour tout u.

Si Pvo € DV0TVa, DU0PV0 = y DU0TVa avec 0 < y ^ 1 donne avec (16) ou (17)
a["°^ = â ,"0' et conduit a une contradiction.

Si PUo G P^-sS1,,,,, l'egalite P ^ 0 - 3 ^ 0 = z PV0-zSva avec 0 ^ z ^ 1 donne, avec
(16), zjot? - 1) = a? et « a2"

o) = a{
2
o) puisque P ^ - s i ^ - {-a["o),-a2

l'o)) et
P^-aS,,,, = (l — a j , —a2). z — 1 est exclu par un cas precedent, z = 0 est
impossible puisque a2 ^ 1 et 0 < z < 1 conduit a a]"0' < a"0 - 1 qui est
impossible ou a a\ = 1 qui contredit l'hypothese.

Enfin si Pva € Pvo-i,Tvo, l'egalite PVO-3PJO = tP^-zT^ avec 0 ^ t ^ 1 donne
t a'l"0' = (4"0' et t(a2"

o) - 1) = a2"
o). 4 = 0 et f = 1 sont exclus par les cas

precedents et 0 < t < 1 conduit a a2 < a2
0 - 1 qui est impossible ou a a2 = 0

qui Test aussi.

Quelle que soit la position de Pvo sur le bord du quadrilatere, nous venons de montrer

que /„„ = A-o-i conduit a une contradiction avec l'hypothese qu'il n'y a pas d'interruption.

Dans le second cas, /„„ < fvo-\, nous discutons suivant fvo+\.

https://doi.org/10.1017/S000497270003598X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S000497270003598X


[13] L'Algorithme de Jacobi-Perron 253

Si Ao+i = Uo-u on a f{PU0+i) = /„„+! = /„„ = 7«*+i = M a x (U0-u f»o-2J->o) et
Pvo+1 est sur le bord du convexe D1/0+1,S1/0+i,Pl/0_2,Tvo+1 et Ton se retrouve dans
le cas precedent ou UQ est remplace par UQ + 1-

Si /i/o+i < /„„-!, nous avons /Vo+3 = Max (fvo,fl,o+i,fvo+2) = 770 = f^-i et
done /v o + 2 = /„„_! puisque Max(/1/o,/Vo+i) < /„„_!. Nous en deduisons que
Pvo+2 est sur le bord du quadrilatere DV0+2Svo+2Pvo-i Tvo+2 puisque f(P^+2)
— Max (/(5t,0+2), /(Ti,0+2), f(PVo-\)) et on se retrouve dans le cas precedent oil u0

est remplace par v0 + 2.

Ceci termine la demonstration qu'une relation de dependance LQ + L\ai + L^a-i — 0 en-
traine necessairement au moins une interruption dans le developpement par Palgorithme
de Jacobi-Perron de (aiy a2) et prouve le Theoreme 3.

Si 1, Qti, a.2 sont lies par deux relations de dependance independantes, le developpement
par l'algorithme de Jacobi-Perron est fini. II correspond en fait a la recherche du pged.
Si 1, a i , a2 ne sont lies que par une seule relation alors le developpement par l'algorithme
de Jacobi-Perron de (ai,a2) admet une seule interruption et le developpement se con-
tinue par un developpement en fraction continue infinie. Si ce dernier developpement

est periodique, nous dirons que l'algorithme de Jacobi-Perron de (0:1,0:2) est periodique

au sens large. Un developpement periodique sans interruption sera dit strictement

periodique.

COROLLAIRE. Le developpement par l'algorithme de Jacobi-Perron de (01,02)
est periodique au sens large si et seulement si Q(oi, o2) est un corps quadratique.

En effet la periodicite au sens large necessite une seule interruption et une fraction
continue periodique d'un certain ft quadratique. Q(ai,O2) = Q{P) est done un corps
quadratique.

Reciproquement, si Q(oi,o:2) est quadratique, l , a i , a 2 sont lies par une relation de
dependance lineaire. L'algorithme de Jacobi-Perron de (a i ,a 2 ) admet alors une inter-
ruption et se termine par la fraction continue d'un nombre 0 verifiant Q(/3) = Q(oi,o2) .
Ce qui prouve la periodicite au sens large.
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