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ETUDE DES INTERRUPTIONS DANS L’ALGORITHME
" DE JACOBI-PERRON

EuGENE DUBOIS, AHMED FARHANE AND ROGER PAYsaANT-LE Roux

It is well known that in general the Jacobi-Perron algorithm (a multi-dimensional
analogue of the continued fraction algorithm) may or might not acknowledge the de-
pendence over Q of its arguments 1,ai,...,a, by truncating itself down to fewer
arguments from some step onwards (if so, the algorithm is said to display an ‘inter-
ruption’). We show here that if n = 2 then 1, @, ay are linearly dependent over Q if
and only if the Jacobi-Perron Algorithm displays an interruption. We give examples
showing this is not so for any n > 3.

1. INTRODUCTION

Le développement en fraction continue d’un nombre réel, a, est une suite d’entiers
{ax) k30 qui permet de construire les meilleures approximations rationnelles, px/gx, de a.
Cette suite est finie si et seulement si a est rationnel.

En 1869, Jacobi [6] a considéré le cas de deux nombres et en 1907, Perron
[8] a généralisé l'algorithme des fractions continues & n nombres réels ay,as,...,a,.
Dans le cas le plus simple et en particulier lorsque 1,¢y,...,a, sont Q - linéairement
indépendants, cet algorithme, dit de Jacobi—Perron donne une suite de n-uples d’entiers
(a(l”), ceey aﬁ."))uzo qui permet de construire des approximations rationnelles simultanées

((A(l")) JAY) . (AY) /A(()"))u>0 de (ay,...,an). Dans les cas un peu plus compliqués

le tableau (ag”)) peut étre tronqué au sens ol la dimension n des n-uples est diminuge
partir de certaines étapes v. Le tableau (aS")) se rétrécit et peut méme étre fini. Nous
dirons dans ce cas que l'algorithme de Jacobi—Perron présente des interruptions. On
sait depuis Perron [8] que si un développement par 'algorithme de Jacobi—Perron ad-
met m interruptions alors il y a au moins m relations rationnelles, indépendantes entre
1,a4,...,a,. En situation extréme, si P'algorithme admet n interruptions, il s’arréte
et ay,...,a, sont tous rationnels. Réciproquement si ¢y,..., a, sont tous rationnels,
l’algorithme de Jacobi-Perron qui équivaut a la recherche du pged s’arréte. Mais dans
les situations intermédiaires la réciproque est moins connue.
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L’objet de ce travail est d’étudier la réciproque. Précisément, nous montrons que
pour n = 2, il y a au moins une interruption si et seulement si 1,;,a; sont Q -
linéairement dépendants. Mais nous montrons que ce résultat est faux pour n > 3
et nous donnons des contres exemples explicites.

Les travaux récents sur 'algorithme de Jacobi—Perron portent soit sur la théorie
métrique pour lequel I'ouvrage de Schweiger [9] est une bonne référence, soit sur des
familles de développements périodiques comme Adam et Rhin [1]. Les auteurs [4] ont
aussi étudié les cas ou un développement périodique par ’algorithme de Jacobi-Perron
fournit ou non un nombre de Pisot unité.

I1. RAPPEL SUR L’ALGORITHME DES FRACTIONS CONTINUES

Etant donné un nombre réel ¢, I’algorithme des fractions continues détermine une
suite finie ou infinie de réels notée () et une suite finie ou infinie d’entiers notée (ax).
Ces deux suites sont définies par récurrence de la maniére suivante: on pose ap = a,
ap = o) et soit un entier £ > 0 tel que ay,...,0y et ay,...,a, soient définis et que de
plus oy ¢ Z alors on définit ayyq et agyq par:

1
e = ag + ——, Qg1 = [eq]
(o778

ou [z] désigne la partie entiére d’un réel z.

Si a; € Z on ne définit pas a4 et on dit que I'algorithme s’arréte. Les suites (ay)
et (ax) sont finies de longueur £ + 1. On appelle développement en fraction continue de
o la suite d’entiers (a;). Cette suite est finie ou infinie.

On définit les suites d’entiers (px) et (gx) & partir de la suite {a;) par les égalités:

p_2=0,p_, =1, etpour k>0 tel que a; soit défini, px = arpr_) + Pr—2
g-2=1,9.; =0, et pour k>0 tel que ay soit défini , gx = arqr_1 + Qx-2-

Le rationnel, p,/qx appelé k*™ réduite de @ ou réduite de rang k de o, vérifie

1
P-E =qp +
ak 1
a) +
1
as +
1
4=
277
et est noté [ag,ay,...,ar). On a aussi:

VEk > —1,prqr_1 — Pe-19x = (—1)F7L.

On montre que le nombre réel & admet un développement en fraction continue de
longueur finie si et seulement si celui-ci est rationnel. Un rationnel o admet exactement

https://doi.org/10.1017/5000497270003598X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S000497270003598X

(3] L’Algorithme de Jacobi-Perron 243

deux développements en fraction continue dont I’un vérifie o, = 1 et Pautre ap = a, > 1
(qui permet oy = ap — 1+ 1/1).

Si le nombre réel a est irrationnel, le développement en fraction continue de o est
unique ét infini et on a:

lim = Q.
k 1 pk/ K
De plus, si on consideére l’application:

R\Q — Z x (N*)N

c -
o+ (ag,01,...,8Qp,...)

qui au nombre a associe son développement en fraction continue, on montre que
Papplication @, est bijective. Dire que ¢, est surjective équivaut a dire que le nom-
bre réel est rationnel si et seulement si son développement en fraction continue est de
longueur finie.

I12. RAPPEL SUR L’ALGORITHME DE JACOBI-PERRON

Avant d’introduire les interruptions, nous rappelons la construction de ’algorithme
de Jacobi-Perron dans le cas simple et ses principales propriétés. Pour la preuve des
affirmations de ce paragraphe, on pourra se reporter  la thése de Perron [8] ou & celle
des auteurs (3] et [7]. Les principaux travaux menés depuis un demi siécle sur 'algorithme
de Jacobi-Perron concernent la périodicité. Benstein [2], les premier et dernier auteurs
ont donné pour tout n > 2 des familles paramétrées de n-uples {¢,...,a,) dont le
développement par ’algorithme de Jacobi-Perron est périodique. Mais la conjecture,
qu’un développement est périodique si et seulement si 1,a;,..., o, est une base d'un
corps de nombre, n’est toujours pas démontrée. Seule Pexistence, dans tout corps de
nombres réels, d’une base dont le développement est périodique a pu étre démontrée en
1984 par Dubois et Paysant-Le Roux [5].

A partir d’un n-uple (n > 1) de nombres réels (@, a2, . . ., @,), 'algorithme de Jacobi
Perron détermine un tableau de nombres réels (a,(")) et un tableau de nombres entiers
(a,(-")) par la récurrence, sur v, suivante:

a§°)=ai 1<i1<n
(v+1)
v v v oy . v .
1) ot =a + (VH),a,(- )=o) 4 lel-l) 2<i<n, avec a” =[] 1<ign
Qn Qan

Cette construction n’est possible que si aﬁ") n’est pas entier. Si tel est le cas pour

tout v > 0, les tableaux (a{?) et (of*?) sont des suites infinies de n-uples (a!”, .. ., af,")),,z0

et (a(lu), - aS‘U))um'

tions rationnelles simultanées (A(l") /A9 As.”)Af,"))Do de (o, . . .,0y) définies par les

Nous dirons que nous sommes dans le cas simple. Les approxima-
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récurrences suivantes:

AN =0 sii#j et AV =1 pour 0<i,j
At(_u+n+1) =ASU)+a§u)ASu+l)+“'+a$1u)A$u+n) pour 0 < i<

(2)

vérifient

0gigsn

(3) det (A¥*) = (-1)™ pour v > 0.
Les relations entre le n-uple de départ (ay, .. ., a,) et le n-uple au rang v s’expriment
par

AP + oA 4y oA
i A(()”) + agu)A(()u-f-l) 4.+ agu)A(()u+n)

(4) « 1<ign, v>20

et ona A + oAV 4. 4+ VAV = Pl .. oW,

Notons qu’une suite de n-uples entiers (a(l"), cee, aﬁ"))uzo est un développement par
Palgorithme de Jacobi—Perron si et seulement si les conditions, dites conditions de Per-
ron, sont satisfaites. Ces conditions qui résultent de (1) s’expriment avec I'ordre lexi-
cographique noté 2:

(5) (aﬁ,"),aﬁ"_ﬁl), .. ,af,"_":i)) > (a,(”),agﬁl), N e 1) pour 0<i<n—1,v>1
A partir d’une suite infinie (ag"), . ..,as,"))po vérifiant (5) on détermine le n-uple
(¢1,...,0ag). Ce n-uple est défini par:
AY
(6) vli’r{.xoﬁ=a.- 1<i<n
Ay
Dans le cas d’une suite périodique, nous avons un moyen d’exprimer aj,...,a,

admettant ce développement périodique en introduisant I’équation caractéristique. Pour
un développement périodique de longueur ¢ vérifiant

(7) a* =a) pouwr1<i<n etv>0

1
nous introduisons la matrice M et son polynéme caractéristique f

AP ALY, AP

M= ..
AD ALY A
(8) ' F(X) = det(M - X1).

La plus grande racine positive, p, de f est simple. p est une valeur propre de M
et (1,a),...,0,) est vecteur propre associé & p. Ceci permet d’expliciter (o, ..., ay)
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admettant (a(l"), cey (")) vérifiant (7) pour développement par algorithme de Jacobi-
Perron. Précisément si on note par g, ;(p) le cofacteur de M — pI (en enlevant la ligne A
et la colonne ), on a:

9) o = z’\'((p)) 1<ig<n pourtout A avec 0 < A < n.
A0

13. INTRODUCTION DES INTERRUPTIONS

Développant par l’algorithme de Jacobi-Perron un n-uple (o ...a,) de nombres
réels, il se peut que I'un des ag") soit entier. Dans ce cas les formules (1) ne permettent
pas de continuer. Soit v le premier indice pour lequel a( “0) 5oit entier et soit Jo maximal
tel que (a; ( °) .. ,a(”")) € Z’° (nécessairement N’° si 15 > 0).

Si jo = n, l’algorlthme s’arréte et le développement est fini. Dans ce cas «y,..., 0,
sont tous rationnels. Précisément on a:

AEVO+"+1)

= pour:=1,...,n.

A((Jvo+n+1)

Sijo < m, agoi)l n’est pas entier et I'on peut appliquer Palgorithme (les formules (1))

au (n — jo)-uple ( ;o‘jr)l, . ,as,"")).
Les relations entre les n-uples (a, . .., an) du départ et (o (o) ..,as,"°)) au rang vy
sont données par (4) et s’expriment sous forme matricielle par:
1 1

oy 1 0 2 a§"°)

(10) =T o | e
OISO
n

1
ar(z ) Qn
Qn

A partir du rang vy + 1, le développement de

(17,8700 = (o)

continue tant que ﬁf") n’est pas entier.
Si vy est le premier indice pour lequel ﬂf"‘) est entier et si j; est maximal tel que

(8, ,B("‘)) € N’1, le développement présente une seconde interruption d’ordre j,.
; ; (1) (n)
On continue alors avec le (n — jo — j1)-uple (8,3, ., Bnrio)-

Le tableau des (a, (")) se rétrécit 4 chaque interruption. Avec les notations précédentes,
il se compose de n-uples pour 0 < v < 1, de (n — jo)-uples pour vy € ¥ € vy et de
(n — jo — j1)-uples pour v, + 1 £ v et ainsi de suite.

Si I'on a k niveaux d’interruptions d’ordre jo,71,...,Jk—1 nous dirons que ce
développement par ’algorithme de Jacobi-Perron présente m = jo + ji + ... + jk~1
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interruptions. Ce développement est fini si et seulement si m = n. Perron [8] a démontré
le résultat suivant:

THEOREME 1. Sile développement par I'algorithme de Jacobi-Perron de (ay, . . ., o)
admet m interruptions alors il existe m relations indépendantes a coeflicients entiers entre
l,a1,...,04.

L’idée de la démonstration repose sur les formules (1) puisque a{*® = a{®) remonte
de proche en proche en une relation entre 1, ay,. .., a,.

COROLLAIRE 1. Si 1,qq,...,a, sont Q linéairement indépendants alors le
développement par I’algorithme de Jacobi-Perron de (e, . . ., ay,) n’a pas d’interruptions.

COROLLAIRE 2. L’ensemble des n-uples de nombres réels pour lesquels I’algorithme
de Jacobi—-Perron admet des interruptions est de mesure nulle au sens de la mesure de
Lebesgue.

Notons par R, I’ensemble des n-uples pour lesquels ’algorithme de Jacobi—Perron
est sans interruptions, soit '

Ron = {(a1...00) €R™ tels que o) ¢ Z pour tout v > 0},
par
Rin = {(al, ...,an) €ER® telsque 1,ay,...,a, Q linéairement indépendants },
et par
T. 'ensemble des développements sans interruptions, soit

T = {(aﬁ”), ... ,051")),,>07 (aso) € Z,aE") €N pour v 2 1), 1 £ ¢ € n, vérifiant (5)}

Considérons ’application
wJjp - Rs,n — 7::

définie par @ p(aq,...,an) = (a(l"), . ,a&"))uzo. |

Cette application qui est bien définie, est surjective puisqu’a partir d’un tableau
on connait (qy,...,0n) admettant ce tableau pour développement par l'algorithme de
Jacobi Perron. Elle est aussi injective puisque d’apres (6), a;,. .., a, sont uniques. Ceci
montre:

PROPOSITION 1. Pour tout n > 1 I'application ¢;p est une bijection de R,
sur T,.

Avec ces notations le corollaire 1 s’exprime par:

COROLLAIRE 3. Pour toutn > 1 on a linclusion R;p, C Rsp.

L’inclusion contraire est I’objet de notre étude.
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II. RELATION DE DEPENDANCE ET ALGORITHEM DE JACOBI-PERRON SANS
INTERRUPTION DE PLUS DE 3 NOMBRES

Pour tout n > 3, nous allons expliciter des contres exemples qui montreront que la
réciproque est fausse. Pour n = 1, il est bien connu que cette réciproque est vraie. Pour
n = 2 nous montrerons qu’elle est également vraie.

THEOREME 2. Pour toutn >3, RinG Rin

1l suffit d’expliciter des n-uples (@, ..., a,) dont I’algorithme de Jacobi—Perron n’a
pas d’interruptions et pour lesquels il existe une relation linéaire entre 1, ay, ..., ay.

En considérant des suites (ag ). ,a,i'.))u20 périodiques on obtient un n-uples
(o, ..., 0n) pour lequel P'algorithme de Jacobi-Perron est sans interruption. Du fait de
la période on sait, par (9), exprimer ay, ..., a,. L’existence d’une relation de dépendance
entre 1,a;, ..., a, va s’obtenir pour une propriété de 1’équation caractéristique.

En effet, par (9) on a Q(a1,...,a,) € Q(p). En imposant la réductibilité du
polyndme caractéristique f, nous aurons [Q(p) : Q] < n et donc [Q(ai,...,a5) : Q]
< (n+ 1). Ce qui montre I’existence d’une relation de dépendance linéaire 4 coefficients

rationnels entre 1, ay, ..., ay.
Soient n > 3 et des entiers a,,...,a, vérifiant
(11)
;20 (1<ig<n)l-a +a+...+(-1)"a, = (-1)**!
(@ny Gn-1,- - - Gn—i) 2 (@i,...,a1,1) (1 <7< n—1) pour l'ordre lexicographique.

LEMME 1. Soient n > 3 et {0, ...,0y) le n-uples de réels dont le développement

par l'algorithme de Jacobi—Perron est (aﬁ"), (")) = (a; ...an) pour tout v > 0 avec
ai,...,a, vérifiant (11).

Alors on a (ay,...,0n) € Rypn €t (ay,...,an) € Rin. Clest-a-dire qu’il existe une
relation de dépendance linéaire entre 1, ay, . . ., a, avec un développement par I’algorithme

de Jacobi-Perron sans interruptions.

Avant de démontrer ce lemme, constatons que les conditions (11) ne sont pas pos-
sibles pour n = 1 ni pour n = 2. En effet pour n = 1, a; > 1 est contradictoire avec
l1—ay,=1etpourn=2,1-—a;+a;=—1 est incompatible avec ay > a;.

Par contre pour n > 3 il existe a,. .., a, vérifiant (11).

En effet, pour n = 2k + 1, il suffit de considérer ay = 0, a; = b avec b > 0 pour
1< 1< 2k—1etaxy_; =ay =cavecc>b L'égalitéde (11) 1-0+b—b+...+c—c=1
est évidente et les inégalités lexicographiques le sont aussi puisque pour i < 2k — 1,
(c,c,...} = (b,...,1) et que pour 7 = 2k on a {c,¢,...,0) > (¢,b,...,0,1).

Lorsque n = 2k il suffit de considérer a; = 2, a; =0, a; = bavec b 2 0 pour 3 <
< 2k—2(sik > 3); azr_1 = agr = cavec ¢ > b. L’égalité de (11)1-24+0-b+b...—c+c
= —1 est évidente et les inégalités lexicographiques le sont aussi puisque pour ¢ < 2k -2
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on a:
(ce,..) =2 (b,..)
et que pour ¢ = 2k — 1 on a:
(¢,e,b,...,0,0,2) > (c,b,...,0,2,1).
Il est facile d’expliciter de nombreux autres exemples (ay,...,a,) vérifiant les con-
ditions (11).

Pour ce développement périodique de longueur 1 du lemme 1, qui a déja été étudié
(voir [7] ou [8]), on a:

00 01
M= 1 0 0 a)
0 0 . 1 a,
et f(X)=X" g, X" - ... —ay X - 1.

En notant, p, la plus grande racine positive de f on a, en utilisant (9):
Un = P,Qn_1 = p° — APy -.., 01 = p" — anp" L — ... — ayp.

La relation 1 —a; +...+(—1)"a, = (—1)"*, qui est satisfaite par hypothése, montre que
f(=1) = 0 et donc que [Q(ay,...,an) : Q] < [Q[p] : Q] < n+1. Ceci prouve I'existence
d’une relation Ly + Lya; + ...+ Lpap, =0 avec L; € Z pour 0 € 7 < n. Le lemme 1 et
par suite le théoréme 2 sont démontrés pour tout n > 3.
Il est possible pour n fixé de donner d’autres exemples. Pour illustrer ce fait nous
donnons ci-dessous deux développements périodiques de longueur 2 lorsque n = 3.
Considérons le développement suivant:

(12) (a(l2u)’ ag2u), a:(32u)) - (0, b, b), (a(12v+1), ag2u+1), ag2u+l)) - (0’ c, C) (l/ > 0)
avec b, ¢ distincts vérifiant les conditions lexicographiques suivantes:
(13) (b,c) = (0,1), (b,c,0) = (b,0,1); (c,b) = (0,1); (c,0,0) > (c,0,1).

Remarquons que la seconde et quatriéme inégalité nécessitent ¢ > 1l et b > 1.
PROPOSITION 2. Le triplet (B, (2, B3) admettant (12) pour développement par
I’algorithme de Jacobi-Perron vérifie 1 — p, + f; — B3 = 0 et appartient donc 4 R, 3 sans
appartenir 3 R 3.
La matrice M permettant de calculer le polynéme caractéristique est:

001 c

000 1
M=

10 b b

01 b c+bc
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et f(X)=det (M-Al)=(X-1)[X>~(b+c+bc~1)X>~(b+c—1)X ~1] est
réductible.

Nous avons alors une relation de dépendance entre 1,5, 05,83 a coefficients ra-
tionnels. Cette relation est explicitée en calculant les quatre cofacteurs de M — pf
qui donnent By, 52, B3 en fonction de la plus grande racine, p, de f. Par (9) on a
Bi = g3,i(p)/930(p). Le calcul donne:

g30(p) = —cp?, g51(p) = —p* +bp+1
932(p) = —bcp® —cp, g3alp) = —p* + 0" +p

et il est facile de vérifier que

93.0(p) — g3.1(p) + g32(p) ~ 93.3(0) = pf(Tp)1 =0

ce qui termine la preuve de la Proposition 2.
Considérons maintenant le développement

(14) (agzu))lgis:g = (b! 01 b)a (aszu+1))1$i$3 = (cl’ €2, 63) (V 2 O)
avec des entiers b, ¢;, ¢;, 3 vérifiant les conditions lexicographiques
(15) (bv 62) 2 (b) 1): (b) C2, b) > (07 C, 1)) (631 0) > (cla 1)) (C3v Oa Cl) 2 (627 b; 1)

PROPOSITION 3. Le triplet (1, 72,73) admettant (14) pour développement par
lalgorithme de Jacobi-Perron vérifie:

at+a-—an—ar—-(a—a)n=0

et appartient donc a R, 3 sans appartenir 4 R, 3.

On procéde comme précédemment & partir de

0 01 C3
M= 00 b 14 bC3

100 C

01%b c; + ng.

On obtient f(X) = (X+1)h(X) avec h(X) = X®—(ca+bcz—1) X2~ (bc1 —co+1) X +1,

630(X) = —3 X% — 1 X, g31(X) = —(1 +bc3) X? — by X + 1
g32(X) = ~aX?’— X, ga(X)=-X*+X

et cag3,0(X) + (3 = ¢1)g3,1(X) — €2g32(X) — (€3 = €1)g3,3(X) = (ca —~ e1)A(X).
Ce qui montre que ¢, + (¢3 —~ ¢;)71 — €272 — (€3 — ¢1)v3 = 0 et prouve la Proposition 3.

https://doi.org/10.1017/5000497270003598X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S000497270003598X

250 E. Dubois, A. Farhane and R. Paysant-Le Roux [10]

II. RELATION DE DEPENDANCE ET ALGORITHME DE JACOBI-PERRON DE DEUX
NOMBRES REELS

Lorsque n = 1, la fraction continue d’'un nombre réel, ¢, s’arréte si et seulement si o
est rationnel. On a R,; = R;,. Pour n > 3 on vient de montrer que R;, S R . Pour
n=2ona:

THEOREME 3. Le développement par I’algorithme de Jacobi~Perron de deux nom-
bres réels o, a2, admet au moins une interruption si et seulement si 1, ay, ap sont liés
par une relation linéaire & coeflicients rationnels, c’est-a-dire que R;2 = R, 2.

Puisque R;2 C R, 2, il nous suffit de montrer l'inclusion contraire, ¢’est-a-dire que
si (a1, as) ¢ Ria alors (ay, ag) € R, 2. Soient donc oy, ap vérifiant Lo+ Ly + Loz =0
avec L; entiers non tous nuls et montrons qu’il existe 1 tel que a( “) soit entier.

Raisonnons par ’absurde en supposant que o ¢ Z et que pour tout vzl al") ¢ N.
Construisons les A( “) par (2). Posons:

Pu = (A(u+3) A(v+3) A(u+3))
D,=P,_ 3+a Pu 2+a(y)Pu 1

(16)
Su =F,3+ (al - 1)Pu——2 + az Pu—l
T, =P, 3+ ag")Pu_g + (a; — 1)P,,_1
D’aprés (2) nous avons aussi P, = P,_3 + a; “p,_,+ a( P,

Les quatre points P,_3, S, D,,,T sont dans un méme plan II passant par P,_; et
parallele a O_I3 o et 5ﬁ,,_1. Puisque det(P,_;, P,_2, P,_;) = #1, le plan II est bien

deﬁm Dans ce plan prenons pour origine D, et pour vecteurs de base i = —OP,_, et
=-0 . Nous avons alors les coordonnées suivantes:
__—) -
D,S, =i=(1,0)
(17) D.T,=7=(01)

v) 173 Ind v
D,P,_;= ag T+ ag )] = (ag"), ag ))
) v 14 v v
D,P, = (a(1 ) ag ),ag ) _ ag )).

De ces coordonnées il résulte clairement que D,, S, P,_3, T, est un quadrilatére convexe.

La deuxiéme étape consiste & montrer que P, est intérieur & ce quadrilateére.

Si ag") - a(l") + ag") — af;') < 1, P, est intérieur au triangle D,S,T, et donc intérieur
au quadrilatére D, S, P,_3T,. :

Dans le cas contraire, a( )—a(") +a(") (") > 1, on va montrer que P, est barycentre
des sommets du quadrilatére affectés de coefﬁaents positifs. Précisément on va définir
trois réels positifs ou nuls, z,y, z, de somme 1 tels que:

D.P,=zD,P+yD,S,+zD,T..

https://doi.org/10.1017/5000497270003598X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S000497270003598X

(1] L’Algorithme de Jacobi—Perron 251

Dans le repére (D,,,i",]-") cela équivaut &

ag")—-a(l") (U) + L +z 0 avecr+y+z=1
agu) _ agu) (u) y 0 1 Y .

Soit apres résolution de ce systéme
o — a§"’ +aof) —a) -1
P ol —1 ’
o) — g (v) + ol
ag") + ag ) -1 ’
ol — afal) + o

ag") + ag") -1

) _ a4 o) — o

L’hypothése ol” > 1 avec ol > 0, &f? > 1 donne z > 0 et les
2

relations

1 (v+1)
oo — ool 4 o = a(")( (v) +- )_ a(;)( ® (m)) +at

1
_ [ w4 agu)( gu+1) _ a(lu+1))]
o)

)

montrent que y > 0.
De méme

v+1) 1
aof) — o) + &) = a§”)( ¢4 (V+1)) ay (ag") + _(T+'17) +a

- (v) (u+1) (v) (v+1)
(u - [ - 1)+ 4"} ]
montre que z 2 0 puisque a( RS 2 1let a(")a("+1) 20 ( peut étre nul).
Ceci termine la preuve que P, est intérieur au quadrilatére D, S, P,_;T,.

Nous allons maintenant étudier une fonction distance du plan II ayant pour origine
D,.
Pour tout point P = (z,y, z) € R3, posons:
f(P) = lLo.’IJ + Lyy + LQZI .
D’aprés (4)
D, = (A¥) + o AP 1 o A4+

rica = (A8 + o740 + o 40Y) - (L a1, 00)

et comme f(1,a;,a0) =0, f(D,) = 0. f est donc une fonction distance non identique-
ment nulle sur le plan I muni de l'origine D,.
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Par ailleurs D, S, = —P,_,, D,,i,, = —PF,_; montre que
f(S.,) = f(Pu—Z)a f(TU) = f(Pu—l)-

Le maximum de f sur le convexe D,S,P,_37, étant atteint en P'un des sommets,
nous avons:

f(Pu) < Max (f(Pu—S), f(Pu—Z)a f(Pv—l))'

En écrivant f, = f(P,) et en posant f, = Max (f,,_3, fo_2, f,,_l), nous avons
fos1 < f,- Lasuite f, étant décroissante & valeur entiére positive est donc stationnaire.
Il existe vy tel que 7,, = 7,,0 pour v 2 vy avec 7,,0 = fu,—1. En effet, soit u tel que
f., = f, pour tout v > pu.
Si f, = fu-1 on prend vo = p. Sinon f, > f,_1.
Si 7“ = fu-2 > Max (fu_1, f.) alors ?u = 7“+2 = fu+1 €t vp = p + 2 convient.
Si f, = fu-2 = f, alors ¥y = p + 1 convient.
Enfin si f, = f,—3 > Max (f,- 2,f,, 1), ona f, =f,, = fu.etvo=p+1 convient.
Soit donc v tel que f, = f = fuo—1 pour tout v 2 v,. En discutant la position de
P,, nous allons obtenir une contradiction avec ’hypothése qu'il n’y a pas d’interruption.
Nous devons encore considérer deux cas suivant que f,, = f,,—1 ou que f,; < fyo-1.
Dans le premier cas on a fu, = fuo-1, f(Po) = Fo = Max (f(Pys), £(Su), f(Tun))
et donc P, est sur le bord du quadrilatere D,,,S,,, Ps,-3,7,,- Rappelons que
f(Su ) = fuo—2; f( uo) = fuo 1-
Si P, € D,,OS,,O, D oPrg = T m avec 0 € z € 1. Dans la base
('L .7) ( OP,y—3,~OPyy- 1) Dy Py, = ( 9 -a (VO) (VO)— (u)) etm = (L,0).

() = {0) et donc a{*™ = 0, ce qui contredlt Phypothese o{) non

On a donc a3
entier pour tout v.

Si P, € DT, D,,OP,,o =y D,T, avec 0 < y < 1 donne avec (16) ou (17)

§”°) = § ) ot conduit & une contradiction.

Si P, € P,-35,, l'égalité P,,o_;;P,,; =2z P, 3S,,; avec 0 € 2z < 1 donne, avec
v _ vo () _ (Vo) > _(wo) __(v0)

(16), z(a® — 1) = a{® et z a3 puisque P, 3P, = (—a;",—a5") et

P,y-3S, = (1 - ol — ("°)). z=1 est exclu par un cas précédent, z = 0 est

impossible puisque a§"°) 2 let0 < 2 < 1 conduit a a( vo)

impossible ou a a( vo) — 1 qui contredit l’hypothese

< af® — 1 qui est

Enfin si P, € P,,_3T,,, I'égalité P,,°_3P‘,o = tP,- 3T,,0 avec 0 < t < 1 donne
t ol = ol et (0 - 1) = o). t = 0 et ¢ = 1 sont exclus par les cas
précédents et 0 < ¢ < 1 conduit a a( ) < — 1 qui est impossible ou & a("°) 0

qui l'est aussi.

Quelle que soit ia position de P, sur le bord du quadrilatére, nous venons de montrer
que f,, = fu—1 conduit & une contradiction avec I’hypotheése qu’il n’y a pas d’interruption.
Dans le second cas, f,, < fi,,—1, nous discutons suivant f,q;;.
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Si fuo+l = fuo—la on a f(Puo-H) = fuo+1 = ?Vo = .-fuo+1 = Max (fuo—lafuo—Zafuo) et
P.,+1 est sur le bord du convexe D, 11, Sugt1, Pug—2, Tip+1 €t 'on se retrouve dans
le cas précédent ol vy est remplacé par vy + 1.

Si fup+1 < fip-1, DOUS BVODS froyz = Max (fu, fuotts frot2) = fuo = fro-1 et
donc fyi2 = fu-1 puisque Max(f,,, fuo+1) < fu-1- Nous en déduisons que
P, 42 est sur le bord du quadrilatére Dyy42S,042Pu-1 Tuo+2 Puisque f(Po42)
= Max (f(Sue+2), f(Tuo+2), f(Py=1)) et on se retrouve dans le cas précédent ol vy
est remplacé par vy + 2.

Ceci termine la démonstration qu’une relation de dépendance Lo + Liay + Lyas = 0 en-
traine nécessairement au moins une interruption dans le développement par ’algorithme
de Jacobi-Perron de (ay, a3) et prouve le Théoréme 3.

Si 1, @), a; sont liés par deux relations de dépendance indépendantes, le développement
par l'algorithme de Jacobi-Perron est fini. Il correspond en fait 4 la recherche du pged.
Si 1, @), a9 ne sont liés que par une seule relation alors le développement par 1’algorithme
de Jacobi-Perron de (), ;) admet une seule interruption et le développement se con-
tinue par un développement en fraction continue infinie. Si ce dernier développement
est périodique, nous dirons que Ualgorithme de Jacobi—Perron de (a1, as) est périodique
au sens large. Un développement périodique sans interruption sera dit strictement
périodique.

COROLLAIRE. Le développement par l'algorithme de Jacobi-Perron de (o, a;)
est périodique au sens large si et seulement si Q(a, a3) est un corps quadratique.

En effet la périodicité au sens large nécessite une seule interruption et une fraction
continue périodique d’un certain 8 quadratique. Q(ay, a2) = Q(B) est donc un corps
quadratique. .

Réciproquement, si Q(a;, &) est quadratique, 1, a;, o> sont liés par une relation de
dépendance linéaire. L’algorithme de Jacobi-Perron de («;, ay) admet alors une inter-
ruption et se termine par la fraction continue d’un nombre 3 vérifiant Q(8) = Q(a, az).
Ce qui prouve la périodicité au sens large.
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