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SUR LA p-DIFFERENTE DU CORPS DES
POINTS DE p-TORSION DES COURBES ELLIPTIQUES

ALAIN KRAUS

Let p be a prime number, K be a finite non-ramified extension of Qp and E be
an elliptic curve defined over K. Let K(EP) be the field of the p-division points
of E. In this paper we determine the valuation of the different of the extension
K(EP)/K.

INTRODUCTION

Soit K une extension finie non ramifiee de Qp munie de la valuation v qui prolonge
celle de Qp. On suppose que v est normee (c'est-a-dire, on a v(jp) = 1). Soient 1<. une
cloture algebrique de K, E une courbe elliptique definie sur K et Ep le sous-groupe
des points de p-torsion de E(R). Soit K{EP) l'extension de K obtenue en adjoignant
a K les coordonnees des points de Ev. On note encore v le prolongement a 7{ de la
valuation de K. On se propose dans ce travail de determiner l'entier D, caracterise
par les proprietes equivalentes suivantes:

(a) la differente de l'extension K(EP)/K est la puissance .D-ieme de l'ideal
de valuation de K(EP);

(b) l'ideal discriminant de l'extension K{EP)/K est engendre par p n D / e , ou
n est le degre et e l'indice de ramification de l'extension K(EP)/K.

I. ENONCE DES RESULTATS

Soient K un corps comme ci-dessus, et r le cardinal de son corps residuel. Soient
E une courbe elliptique definie sur K et j = j(E) son invariant modulaire; on note c\,
ce, A les invariants standards associes a un modele minimal de E sur K [8, 1.]. On
rappelle que les invariants relatifs a un autre modele minimal sont C4U4, c^u6, Au12,
oil u est un element de K de valuation 0; ainsi v{d), v{c$) et v(A) sont independants
du modele choisi.

I.I. Lorsque l'invariant modulaire j est de valuation < 0, l'entier D defini au
debut est donne par l'enonce suivant:
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408 A. Kraus [2]

THEOREME 1. Supposons v(j) < 0. Posons j = p u ( j ) / • On a

{ 2p2 - 2p - 1 si v(j) ^ 0 mod. p

p - 2 si v(j) = 0 mod. p et j ' r ~ l = 1 mod. p2

p2 - 2 si v(j) = 0 mod. p et j " " " 1 ^ 1 mod. p2.
1.2. Supposons que i? ait bonne reduction sur K. Soit /i la hauteur de la

reduction de E sur K. On a h = 1 si £ a une reduction ordinaire et h = 2 si
£J a une reduction supersinguliere [4, 1.11.]. Soient E la courbe elliptique deduite de
E par reduction modulo l'ideal de valuation de K et j[Ej son invariant modulaire.

Si h est egal a 1, on note jCan[Ej l'invariant modulaire du relevement canonique de

E; puisque K est absolument non ramifie, jcan[E) est un element de l'anneau de

valuation de K qui releve j[Ej (cf. [3, 5]).

,2. Supposons que E ait bonne reduction sur K. On est dans l'un
des cas suivants:

(i) 3\E) — 0 ('c'est-a-dire, v(c±) > 1) et h = 1 (c'est-a-dire, p = 1 mod. 3).

{ p2 - 2 si v(c4) = 1

p-2 siu(c4)#l.

(ii) J(E\ - 1728 (c'est-a-dire, v(c6) > I) et h = 1 fc'est-a-dire,

p = 1 mod. A).

j p2 - 2 si u(ce) = 1

| p - 2 s iv (c 6 )^ l .

(hi) i ( ^ ) £{0,1728} et fc = l .

/I-

(iv) fc = 2.
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[3] Sur la p-differente 409

1.3. Supposons que l'invariant modulaire j soit de valuation > 0 et que E ait
mauvaise reduction (necessairement de type additif) sur K.

Supposons p > 5. Posons u — p"(A)/1 2. Notons L le corps K(u); ce corps est une

extension totalement ramifiee de K dont le degre est egal au denominateur de v(A)/12.

Soit Ei la courbe elliptique deduite de E par extension des scalaires a L; la courbe

EL a bonne reduction sur L (cf. par exemple [1, Proposition 1]). Soient EL la courbe

deduite de EL par reduction modulo 1'ideal de valuation de L et j (EL ) son invariant

modulaire. Notons h la hauteur de reduction de EL sur L. On a h — 1 si EL a

une reduction ordinaire et h = 2 si EL a une reduction supersinguliere. Lorsque h

est egal a 1, on note jcan(EL) l'invariant modulaire du relevement canonique de EL-

Parce que J(EL) est un element du corps residuel de K, jcan[EL) est un element de

l'anneau de valuation de K qui releve J(EL) (cf. [3, 5]).

13 . Supposons que E ait mauvaise reduction de type additif sur K,
et que Von ait v(j) > 0 et p > 5.

On est alors dans Fun des cas suivants:

(i) v(A) = 2

(5p2 - 4p - 4) /3 si p = 1 mod. 3, v(c4) = 1

p — 2 si p = 1 mod. 3, v(c4) ^ 1

D = { ( 5 p 2 - 6 p - 2 ) / 3 si p = 2 mod. 3, v(c4) = 1

(p2 - 4)/3 si p = 5 mod. 9, v(c4) ^ 1

p2 - 2 si p = 2 mod. 3, p ^ 5 mod. 9, v(c4) ^ 1.

(ii) v(A) = 3

(3p2 - 2p - 3)/2 si p = 1 mod. 4, v(c6) = 2

p — 2 si p = 1 mod. 4, i>(ce) 7̂  2

(3p2 - 4p - l ) /2 si p = 3 mod. 4, u(c6) - 2

p2 - 2 si p = 3 mod. 4, v(ce) 7̂  2.

(iii)

D =

= 4

(4p2 - 2p - 5)/3 si p = 1 mod. 3, v(c4) = 2

p - 2 si p = 1 mod. 3, v{a) ^ 2

(4p2 - 6p - l ) / 3 si p = 2 mod. 3, v(c4) = 2

(p2 - 4)/3 si p = 2 mod. 9, u(c4) 7̂  2

l_ p 2 - 2 si p = 2 mod. 3, p ^ 2 mod. 9, v(c4) 2.
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)) 1.

D =

D =

(iv) v(A) = 6
On a D = p — 2 si I'une des conditions suivantes est satisfaite:

(a) on a p = 1 mod. 3 et v(c4) > 4;

(b) on a p = 1 mod. 4 et ii(c6) > 5;

(c) on a (v(c4), v{c6)) = (2,3), h = 1 et v(j - j c a n

On a D = p2 — 2 sinon.

(v) «(A) = 8

' (5p2 - 4p - 4) /3 si p = 1 mod. 3, v(c4) = 3

p — 2 si p = 1 mod. 3, v(ai) 7̂  3

(5p2-6p-2)/3 si p = 2 mod. 3, v(c4) = 3

(p2 - 4)/3 si p = 5 mod. 9, v(c4) ± 3

p2 - 2 si p = 2 mod. 3, p ̂  5 mod. 9, v(c4) =£ 3.

(vi) v(A) = 9

( 3 p 2 - 2 p - 3 ) / 2 si p = 1 mod. 4, v{c6) = 5

p — 2 si p = 1 mod. 4, V(CQ) ^ 5

(3p2 - 4p - l ) / 2 si p = 3 mod. 4, v(c6) = 5

, p2 — 2 si p = 3 mod. 4, v(ce) ̂  5.

(vii) v(A) = 10

' (4p2 - 2p - 5)/3 si p = 1 mod. 3, v(c4) = 4

p — 2 si p = 1 mod. 3, v(c4) ^ 4

( 4 p 2 - 6 p - l ) / 3 sip = 2 mod. 3, u(c4) = 4

(p2 - 4)/3 si p = 2 mod. 9, v(c4) ^ 4

p2 - 2 si p = 2 mod. 3, p ̂  2 mod. 9, v(c4) ^ 4.

Lorsque Ton a p = 2 oup = 3, l'entier D est donne par les deux enonces suivants:

TH6OR.EME4. Supposons que E ait mauvaise reduction de type additif sur K,

et que Von ait v(j) > 0 et p = 3. Posons A = 3"(A)A'.

(a) Supposons v(A) = 0 mod. 3. On a D = 1 si l'on a 2v(ce) < 4 + v(A) et
A'r~1 = 1 mod. 9. On a D = 7 dans le cas contraire.

(b) Si v(A) n'est pas divisible par 3, on a D = 11.

THfeORfeME 5 . Supposons que E ait mauvaise reduction de type additif sur K,

et que l'on ait v(j) > 0 et p - 2. Posons A =

(a) Si v(A) est impair, on a D = 3 .

D=<
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(b) Supposons que v(A) soit pair. On a D — 2 si l'une des deux conditions
suivantes est satisfaite:

(i) on a A " - 1 = - 1 mod. 4;

(ii) on a v(A) 6 {6,8,12,14} et 3v(c4) > 8 + v{A).

On a D = 0 dans le cas contraire.

II. DEMONSTRATIONS

On designe par Knr la cloture non ramifiee de K dans K.

REMARQUE 1. Soient N une extension finie de Knr, M une extension galoisienne finie
de N, et M, N les completes de M et iV. Si TT est une uniformisante de M, notons
d, pour i > 0, le sous-groupe du groupe de Galois Gal (M/N) forme des elements s
satisfaisant a l'inegalite

" v ° " ' - [ M : K n r Y

Le groupe Gi est isomorphe au i-eme sous-groupe de ramification de l'extension M/N,
au sens de [5, Chapitre IV]. Par suite, G\ est le p-sous-groupe de Sylow de Gal (M/N)
et la differente de l'extension M/N est la puissance J-ieme de l'ideal de valuation de
M, ou

(cf. [5, p.61, Proposition 10 et p.72, Proposition 4]). Par definition, on dira que Gj est
le i-eme sous-groupe de ramification de l'extension M/N.

Soit nn le groupe des racines n-iemes de l'unite de K. Le corps Knr(Ep) contient
KnT(np). On notera dans toute la suite

• D' l'entier tel que la differente de l'extension Knr(Ep)/Knr(ij,p) soit la
puissance £>'-ieme de l'ideal de valuation de KnT(Ep)\

• (Hi)i>0 la suite des sous-groupes de ramification de l'extension
Knr(Ep)/Knr(np). Le groupe Hi est done le sous-groupe des elements s
de Gal(A'nr(£

:p)/-K'nr(/Xp)) pour lesquels on a

v(sn — n) >
[Knr(Ep) : Knr]'

(oil w est une uniformisante de Knr(Ep)). D'apres la remarque 1, on a

(1) D' £(
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Le groupe Gal(Knr(vp)/Knr) est cyclique d'ordre p - 1 . L'extension Knr(np)/Knr est
moderement ramifiee, sa differente est la puissance (p — 2)-ieme de l'ideal de valuation
de Knr(np). On a ainsi, par transitivite des differentes [5, p.60, Proposition 8]

(2) D = D1 + (p - 2)[Knr(Ep) : Knr{^,)].

II. 1. PRELIMINAIRES.

LEMME 1 . Soit u un element de K de valuation 0. Pour que u soit une puissance

p-ieme dans Knr, iJ faut et il sufSt que Von ait ur~1 = 1 mod. p 2 .

DEMONSTRATION: On peut ecrire u = z'u' ou z' appartient a /xr_i, et ou u' est
un element de K congru a 1 modulo p. Ilappelons d'abord l'equivalence des deux
assertions suivantes:

(i) u' est une puissance p-ieme dans Knr;
(ii) on a u' = 1 mod. p 2 .

Lorsque p > 3, cela resulte de [5, p.219, Proposition 9]. Si p = 2, Pimplication (i) = >
(ii) est immediate et la reciproque resulte de [1, Lemme 7].

Supposons que u soit une puissance p-ieme dans Knr. L'egalite z'T = z' montre
que z' est une puissance p-ieme, done que u' est une puissance p-ieme dans Knr ; on
a ainsi u' = 1 mod. p 2 , et cela entraine u r - 1 = 1 mod. p 2 .

Inversement, supposons u1"'1 = 1 mod. p 2 . On a l'egalite

u*-1 - 1 = u'r~l - 1 = («' - l)(u'r~2 + ... + 1).

Comme on a v! = 1 mod. p , l'element 1 + . . . + u'r~2 est congru a r - 1 modulo p, et
sa valuation est egale a 0. On a done u' = 1 mod. p2 et u' est une puissance p-ieme
dans Knr. II en est alors de meme de u, d'ou le lemme. D

LEMME 2 . Soit u un element de K de valuation 0 satisfaisant a l'inegalite

v(u - 1) < 1 • On a pv(u1/p - l ) = v(u - 1).

DEMONSTRATION: Posons a = ullp - 1. On a

u - 1 = (1 + a)p - 1 = a" + ^ C$ak.
i<fc<p-i

Si on a v(a) = 0, on a v(u — 1) = 0; si on a v(a) > 0, chacun des termes C*ak, pour
1 < k < p - 1, est de valuation > 1, done on a v(u — 1) = v(ap) = pv(a). Cela prouve
le lemme. D
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II.2. L E THEOREME 1.

Par hypothese o n a « ( j ) < 0 . II existe une unique extension T de degre < 2 de
K sur laquelle E est isomorphe a la courbe de Tate Gm/qz, ou q est l'element de K*
defini par l'identite [6, Theorem 14.1] :

(3) j = - + 744 + 196884? + . . . .

PROPOSITION 1. On a Knr(Ep) - Knr(np,q1/p).

DEMONSTRATION: Demontrons d'abord que l'on a

(4)

Le groupe Ep s'identifie a (Mp9Z^p)/<7Z en tant que Gal (K/T) -module (cf. loc. cit.).
On en deduit que T(EP) est contenu dans T(fj.p, q

xlp) . Par ailleurs, si s € Gal(K/T(EP)),
on a s(q1/p) = q1/p mod. qz, d'ou s(q1/p) = qWp)+n avec n € Z, et en prenant la
valuation des deux membres, on voit que n = 0, done que s fixe q1^. Cela prouve que
qxlp appartient a T(EP). Par ailleurs, fj.p est contenu dans T(EP). Nous avons ainsi
demontre l'egalite (4).

Supposons que E soit a reduction multiplicative sur K. L'extension T/K est alors
non ramifiee (loc. cit.) et la Proposition 1 resulte de l'egalite (4).

Supposons que E soit a reduction additive sur K et que Ton ait p ^ 2. L'extension
T/K est ramifiee (loc. cit). Comme p ^ 2, TKnr est l'unique extension quadratique
de Knr, e'est-a-dire est le sous-corps de Knr(fj,p) fixe par le sous-groupe d'indice 2 de
Ga\(KnT(np)/Knr), qui est un groupe cyclique d'ordre p — 1. On deduit de la que
Ton a T.Knr(np) = KnT(nP)\ comme np est contenu dans Knr(Ep), la Proposition 1
resulte de la formule (4).

Supposons maintenant p — 2. Demontrons que C4 est un carre dans Knr. Pour
cela, posons c4 = 2"(C4V4, ce = 2v^d6. On a jA = c\ et v(j) < 0, d'ou 3v(c4) <
«(A). De l'egalite c\-c% = 1728A, on deduit alors 3w(c4) = 2u(c6); v(c4) est done
pair et l'egalite c\-c%- 1728A s'ecrit aussi d4

 3-c'6
 2 = 1728A 2~3t;(c4). Comme on

a 3u(c4) < v(A), on a en particulier d± 3 = d6
 2 = 1 mod. 4. Or, un element de K de

valuation 0 qui est congru a 1 modulo 4 est un carre dans Knr (Lemme 1); d4 est
done un carre dans Knr et cela demontre notre assertion.

Puisque c4 est un carre dans Knr et que jA = c4, on a l'egalite Knr(y/A\ =

Knr (\/J) • L'element jq est aussi un carre dans Knr car il est congru a 1 modulo 4

(formule (3)), d'ou Knr (y/j) = Knr (y?) et on obtient finalement l'egalite Knr (-v/Aj =

Knr(s/q)- Le groupe Gai(Knr(E2)/KnT) est un sous-groupe de GL2(F2) et GL2(F2)
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est d'ordrer 6. Par ailleurs, Knr(E2)/Knr est une extension de degre divisant 4 d'apres

(4); on a done [Knr(E2) : Knr] < 2. II resulte de [4, 5.3. (a)] que Knr[\fE\ est

contenu dans KnT(E2) et que [Knr(E2) : ̂ n r ] est impair ou pair suivant que A est

ou non un carre dans Knr; on en deduit l'egalite Knr(Ei) = Knr(y/Aj. On a ainsi

Knr{E2) = Knr(y/q), d'ou la proposition. D

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. (1) Supposons v(j) £ 0 mod. p . On a v(j) —

—v(q) (formule (3)). Le corps Knr(Ep) est done de la forme Knr(nP, (pnq')1^p), ou
1 < n < p — 1 et ou q' est une unite de K. Comme p ne divise pas n, q' est la
puissance n-ieme d'une unite u de Knr, et Ton a l'egalite

Knr(Ep) = Knr(np,(pu)1/p).

En particulier, l'extension Knr(Ep)/Knr est de degre p(p - 1). Soit z un generateur

de nP. L'element n = (z - l)/(pu)1/p est de valuation l/(p - 1) - (1/p) = I/pip - 1);

c'est done une uniformisante de Knr(Ep). Soit a un generateur du groupe de Galois

Ga\(Knr(Ep)/Knr(fj,P)) (qui est cyclique d'ordre p). Posons t = a f (pu) 1 / p V(pu) 1 / p ;

c'est une racine primitive p-ieme de l'unite. On a cr(ir)—n = (z — 1)(1 — t)/cr((pu)1'pj;

d'ou v(a(ir) — TT) — 2/(p — 1) — 1/p — (p + l)/p(p - 1). On en deduit, avec les notations
introduites au debut du paragraphe II, que l'on a

{ p si 0 < i < p

1 si i > p + 1.

II en resulte les egalites D' = (p 4- l)(p - 1) (formule (1)) et D = 2p2 - 2p - 1 d'apres
la formule (2).

(2) Supposons v(j) = 0 mod. p . D'apres le Lemme 1 et la formule (3), jq est
une puissance p-ieme dans Knr. D'apres la Proposition 1, on a done Knr(Ep) —

Knr{tip,j
1/P). Posons j=p"Wj'.

Si on a j ' r ~ l = 1 mod. p2, j est une puissance p-ieme dans Knr (Lemme 1). D'ou
Knr{Ep) = Knr{v.P) et D = p - 2 (formule (2)).

Supposons j ' r ~ 1 ^ 1 mod. p2; posons j ' = z't, ou z' € Mr-i et ou t est un element
de K de valuation 0 congru a 1 modulo p. On a z' € K£,., car z'r = z', ce qui entraine
l'egalite Knr{Ep) = Knr(fip,t

1lI>). Par ailleurs, on a j " " " 1 = f'1; t n'est done pas
une puissance p-ieme dans Knr (Lemme 1) et v(t — 1) est egal a 1. En particulier, le
degre [Knr(Ep) : Knr] est egal a p(p — 1). D'apres le Lemme 2 on a pv{txlp - l) = 1.
Notons z une racine primitive p-ieme de l'unite et posons n = (z - l)/(t}lp — l ) ; on a
v(n) = l/(p — 1) - 1/p = l/p(p - 1), de sorte que TT est une uniformisante de Knr{Ep).
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Notons a un generateur de Gal(Knr(Ep)/Knr(np)) et posons t' = <r(t1/p)/t1/p; t' est
une racine primitive p-ieme de l'unite. On a

— t'

On a ainsi v(a(n) - TT) = 2/(p - 1) - 2/p = 2/p(p - 1) . On deduit de la les egalites
\H0\ = \Hi\ = P e t \Hi\ = 1 s i i>p -2 ,d ' ouZ? ' = 2 ( p - l ) (formule (1)) et D = p 2 - 2
(formule (2)). Cela termine la demonstration du Theoreme 1.

II.3. LE THEOREME 2.

PROPOSITION 2 . Supposons que E ait bonne reduction ordinaire sur K. II

existe A € Knr satisfaisant a l'egalite Knr(Ep) = Knr(np, A1^) tel que la valuation de
A - 1 soit donnee par

v(X - 1) =

v(c4) sij(E)=O

v(c6) si J(E)= 1728

v (j(E) - j c a n (£) ) si j (^) ? 0, 1728.

DEMONSTRATION: Soit Knr le complete du corps Knr; notons encore v la valua-
tion de Knr prolongeant celle de Knr par continuity. II resulte de l'Appendice de [2],
sur les courbes elliptiques a reduction ordinaire, l'existence d'un element A dans Knr

tel que Knr(Ev) = Knr((j.p,A
1/*") et que v{\ — 1) satisfasse les conditions enoncees a

la fin de la Proposition 2. Quitte a remplacer A par un element de Knr sufBsamment
voisin, on se ramene au cas ou A appartient a Knr. Mais alors l'egalite Knr(Ep) =
Knr(nP,*1/p) entraine l'egalite Knr(Ep) = Knr(np, A1^): cela resulte de l'egalite
[M : Knr] = [M : Knr] appliquee en prenant pour M les extensions A'nr(A

1/p) et
de Knr ainsi que le compose de ces extensions. D

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Supposons ft = 1 et j(^) = 0- D'apres la

Proposition 2, il existe A e Knr tel que Ton ait Knr(Ep) = Knr(fj,p,X
1^) avec

v{\ — 1) = v(ci). Supposons v(ci) = 1. Une demonstration analogue a celle du dernier
alinea du paragraphe II.2 montre que Ton a alors D = p2 — 2. Supposons V(CA) > 2; A
est alors une puissance p-ieme dans Knr (Proposition 2) et on a Knr(Ep) = Knr(np),
d'ou D = p — 2. Cela demontre l'assertion (i) du theoreme.
La demonstration des assertions (ii) et (iii) est analogue.

Supposons h — 2. L'extension Knr(Ep)/Knr est moderement ramifiee de degre
p 2 - l [4, Proposition 12]; on en deduit D = p 2 - 2 (formule (1)), d'ou le Theoreme 2. D

https://doi.org/10.1017/S0004972700036595 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700036595


416 A. Kraus [10]

II.4. LE THEOREME 3.

On suppose que E a une reduction de type additif sur K, et que Ton a v(j) > 0
et p > 5.

On reprend les notations du paragraphe 1.3. Notons LnT la cloture non ramifiee
de L dans K. On a Lnr = Knr(u), ou u = p"(A)/12.

REMARQUE 2. Par hypothese, K est un corps absolument non ramifie, c'est-a-dire, p
est une uniformisante de K. La description de l'action de Gal i^K/Knr) sur Ep, qui est
faite dans [2], dans le cas ou K = Qp, ne depend en fait que de l'indice de ramification
absolu de K. Les resultats obtenus a propos de cette description ne changent done pas
si Ton remplace Qp par K ; a ceci pres que dans la situation ou EL a bonne reduction
ordinaire sur L, l'invariant modulaire jconf-^i) du relevement canonique de EL est
un element de l'anneau de valuation de K. Nous utiliserons done les resultats de [2] en
les appliquant au couple (E, K) sans les redemontrer. Cette remarque est aussi valable
pour p = 2 ou p = 3.

Le triplet (v(A),v(c4),v(ce)) est l'un de ceux intervenant dans le tableau ci-
dessous:

v(A)

v(c4)
v(c6)

2

> 1
1

3

1

> 2

4

> 2
2

6

2 > 3
> 3 3

8

> 3
4

9

3
> 5

10

> 4
5

L'equation

(W)

est une equation minimale de E sur K (cf. [8, 1]).
En effectuant le changement de variables

f x = u2X

on obtient une equation sur L de la courbe elliptique EL deduite de E par extension
des scalaires

Cette equation est a coefficients entiers et son discriminant est de valuation 0; on
retrouve le fait que EL a bonne reduction sur L.
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REMARQUE 3. Supposons toujours p > 5 et de plus v(A) > 8. II existe alors une
courbe elliptique E' dont un modele minimal a pour invariants associes Ci(E') — c4/p

2,
c6(£") = c6/p

3 et A(£") = A/p 6 . Les courbes E et E' se deduisent l'une de l'autre
par torsion quadratique par y/p. L'extension Knr(fip)/Knr est une extension cyclique
de degre p — 1, done KnT(^/p), qui est 1'unique extension quadratique de Knr, est
contenue dans Knr(^p)- Le corps Knr(Ep) contient KnT(fj.p), et il en est de meme de
Knr (E'p), ou E'p est le sous-groupe des points de p-torsion de E' (K). On en deduit
l'egalite Knr(Ep) = Knr(E'p). II suffit done de verifier le Theoreme 3 sous l'hypothese
v(A) < 8. Le meme argument montre que le Theoreme 3, lorsque v(A) = 6, est
consequence du Theoreme 2. Dans la suite, nous supposerons done que v(A) est egal
a 2, 3 ou 4.

II.4.1. CAS OU EL A BONNE REDUCTION ORDINAIRE SUR L, C'EST-A-DIRE, CAS ou
h = \ .

LEMME 3 . Supposons h—l. Le corps KnT{np) contient Lnr.

DEMONSTRATION: Comme h est egal a 1, le denominateur d de v(A)/12 divise
p - 1 (cf. [2, Lemme 1]). Par ailleurs, l'extension Knr(nP)/Knr est cyclique de degre
p — 1 et le corps Lnr est 1'unique extension de degre d de Knr. II est done contenu
dans Knr(Hp), d'ou le lemme. D

PROPOSITION 3 . Supposons h = 1. II existe alors A dans Knr(iJ,p) satisfaisant
a l'egalite Knr(Ep) = Knr(np, A1/fp) fcei que la valuation de A - 1 soit donnee par

«(c4) - w(A)/3 si

v(ce) - «(A)/2 si j\EL) = 1728

v (j(£7) - j a m {ELJ ) si j ( J5L) ^ 0,1728.

DEMONSTRATION: D'apres le Lemme 3, la courbe deduite de E par extension des
scalaires a Knr(fj,p) a bonne reduction ordinaire et (WL) en est une equation minimale,
avec pour invariants standards associes C^(WL) = Ci/uA et CQ(WL) — c6/u6. Par
ailleurs, Knr(iip) est contenu dans Knr(Ep). II suffit alors de recrire la demonstration
de la Proposition 2 en remplacant KnT par Knr(f*p), pour obtenir la Proposition 3. D

DEMONSTRATION DU THEOREME 3 LORSQUE h EST EGAL A 1. Nous supposons h = 1;

la lettre A designera un element de Knr(^p) satisfaisant a l'enonce de la Proposition

3. Posons a = A1/p.

(1) Cas ou v(A) = 2

L'hypothese h = 1 implique dans ce cas que Ton a p = 1 mod. 3 [2, Lemme 1]).
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Supposons u(c4) = 1. On a J[EL) = 0, d'ou v(\ - 1) — 1/3 (Proposition 3).

II resulte de [2, Proposition 4] que Ton a [Knr(Ep) : Knr\ = p(p — 1). Soit z une

racine primitive p-ieme de l'unite. Posons n = [z — l ) / (a — 1) . On a v(a — 1) =

l /3p (Lemme 2) et v(ir) est egal a l / ( p - 1) - 3/3p = l/p(p - 1); IT est done une

uniformisante de Knr{Ep). Soit a un generateur de Ga.\(Knr(Ep)/Knr(fj,p)). On a

a (a) = ta, avec t une racine primitive p-ieme de l'unite. Calculons la valuation de
a(ir) — TT. On a

g
<T(TT) — TT — (z — 1) 5-2 =•

(a - 1) a(a — 1)

ou Sa = (a - I)3 - a(a - I ) 3 = o(l - t) (a2(l + 1 + t2) - 3o(t + 1) + 3) . Comme on a

v(t — 1) = l / (p - 1), on peut ecrire f = 1 + 7rpt0, ou t0 est un element de KnT(Ep) de
valuation 0. On a alors

Sa = -a7rpt0(a27r2p^ +3a7Tpt0(a - 1) + 3(a - I)2).

Or on a v(a - 1) = l/3p, d'ou «(SO) = l/(p - 1) + 2/3p = (5p - 2)/3p(p - 1) et on a
done v{a(ir) - IT) = l/(p - 1) + (5p - 2)/3p(p - 1) - 6/3p = (2p + 4)/3p(p - 1). On en
deduit les egalites

(p si 0 < i < (2p+l)/3
\Hi\={

| l si t > (2p + 4)/3,

d'ou D' = (p - l)(2p + 4)/3 (formule (1)) et £) = (5p2 - 4p - 4)/3 (formule (2)).

Si v(c4) 7̂  1, A est une puissance p-ieme dans Knr((ip) (cf. [2, Proposition 4]) et

Ton a tfnrCEp) = ATnr(MP), d'ou D = p-2.

(2) Cas oil v(A) = 3

L'hypothese h — 1 implique dans ce cas que l'on a p = 1 mod. 4 [2, Lemme 1]).-

Supposons v(c6) = 2. On a J ' ( - ^ L ) = 1728, d'ou v{\ - 1) = 1/2 (Proposition

3). On a [Knr(Ep) : Knr] = p(p - 1) (cf. [2, Proposition 4]). D'apres le Lemme

2, v(a — 1) est egal a l /2p , et l'element TT = (z — l ) / (a — 1) , ou z est une racine

primitive p-ieme de 1'unite, est une uniformisante de Knr(Ep). Soit a un generateur

de Ga\(Knr(Ep)/KnT(^p)). On a <r(a) = ta, avec t une racine primitive p-ieme de

l'unite. On a

oil 5 a = (a - I ) 2 - a(a - I ) 2 = a( l - t)(a(l +1) - 2). Comme on a w(t - 1) =
l / (p — 1), on peut ecrire t = 1 + TTpto, ou to e s t un element de Knr(Ep) de valua-
tion 0. On a alors

Sa = -a.TTpt0(2(a - 1)
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\

d'ou v(Sa) = l / (p - 1) + l/2p = (3p - l)/2p(p - 1) et on deduit de la que Ton a les
egalites v(a(n) - w) = l / (p - 1) + (3p - l)/2p(p - 1) - 4/2p = (p + 3)/2p(p - 1). On
a done

p si 0 < i < (p+l ) /2

1 s i i > ( p + 3)/2,

d'ou D' = (p - l)(p + 3)/2 (formule (1)) et D = (3p2 - 2p - 3)/2 (formule (2)).
Si v(c6) ^ 2 , A est une puissance p-ieme dans Knr(np) (cf. [2, Proposition 4]) et

Ton a Knr{Ep) = Knr(fj.p), d'ou D = p - 2.
(3) Cas ou v(A) = 4

L'hypothese /i = 1 implique dans ce cas que Ton a p = 1 mod. 3 [2, Lemme 1].

Supposons v{ci) = 2. On a J(EL\ = 0, d'ou v(\ - 1) = 2/3 (Proposition 3).

Le degre [Knr(Ep) : Knr] est p ( p - 1) et v(a - 1) = 2/3p (Lemme 2). Soit z une

racine primitive p-ieme de l'unite. L'element n' = (z — 1) / (a — 1) est de valuation

2/(p - 1) - 2/p = 2/p(p - 1). Cette valuation normalisee sur Knr(Ep) est done pair

egale a 2; comme on a p ^ 2, n' est le carre d'une uniformisante n de Knr(Ep). On a

CT(TT') - TT' = (z - I)2 ^ ^ ,

( a - l ) V ( a - l ) 3 '
ou 5a = ( a - I ) 3 - c r ( a - l ) 3 . Soit a un generateur de Gal(ii:nr(£p)//irnr(/ip)).
Par une demonstration analogue a celle du cas (1), on prouve que Ton a v(Sa) —
(7p-4)/3p(p-l) et v(a{ir') - w') = 2/(p - 1) + (7p - 4)/3p(p - 1) - 4/p
= (p + 8)/3p(p — 1). Comme a appartient au groupe d'inertie sauvage, on a cr(n)/n =
1 mod. 7T, d'ou a(n) + n = 2TT mod. ir2 et v(a(n) + ir) — l/p(p - 1). De l'egalite
a(7r') - n' — a(7r)2 — n2 = (CT(TT) - n) (cr(ir) + n) on deduit alors v{a{n) — TX) =
(p + 5)/3p(p - 1). On a par consequent

jp s i O < i < ( p + 2 ) / 3

\ 1 si i > (p + 5)/3,

d'ou D' = (p - l)(p + 5)/3 (formule (1)) et £> = (4p2 - 2p - 5)/3 (formule (2)).
Si v(c4) 7̂  2, A est une puissance p-ieme dans Knr{np) (cf. [2, Proposition 4]) et

Ton a Knr{Ep) = Knr{np), d'ou D = p - 2. D

II.4.2. CAS OU EL A UNE REDUCTION SUPERSINGULIERE SUR L, C'EST-A-DIRE, CAS

ou h=2.
Notons Fp le corps a p elements, Fp une cloture algebrique de Fp et Fp2 l'unique

extension quadratique de Fp contenue dans F p . Rappelons que la representation don-
nant l'action de Gal (K/Knr) sur Ep satisfait l'une des conditions suivantes [2, Propo-
sition 1 et 2]):

(a) son image est contenue dans un sous-groupe de Borel de GL2(FP);
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(b) apres extension des scalaires a F p , elle est diagonalisable et representable
matriciellement sous la forme

0

o

ou ip est un caractere a valeurs dans Fp2, dont l'image n'est pas contenue
dans Fp [2, Proposition 2].

LEMME 4 . Supposons que la condition (b) soit satisfaite. L'ordre du caractere ip

est egal a D + 1.

f w 0 \
DEMONSTRATION: Sur F p , la representation s'ecrit matriciellement I j ;

l'ordre de <p est done egal au degre de l'extension Knr(Ep)/Knr qui n'est pas divisible
par p (loc. cit. et [4, Proposition 4]). L'extension Knr(Ep)/Knr etant moderement
ramifiee, on a done D = [Knr(Ep) : Knr] - 1, (Remarque 1), d'ou le lemme. D

Soient X, Y les fonctions coordonnees de Weierstrass de EL dans le modele (WL) .
Posons T = —X/Y; c'est une uniformisante locale de EL au voisinage de l'origine 0.

LEMME 5 . Supposons que Von ait h = 2 et que (f(A), v{c^), v{c§)) soit l'un des

triplets (2,1,1), (3,1,2), (4,2,2). Soient a\ et a2 les nombres de&nis dans le tableau

ci-dessous:

v(A)

v(Ci)

vic6)

Ct\

Oil

2

1

1

2/(3(p-

l / (3p(p-
D)
i))

3

1

2

l/(2(p-

l/(2p(p-
1))

1))

4

2

2

l/(3(p-l))

l/(3p(p-l))

II existe une base (Pi, P2) de ̂ p sur F p teJle que i'on ait v(T(Pi)) = ai et v(T(P2)) =
oii- L'extension LnriEP)/'LnriHp) est de degre p et iJ existe un element s du groupe
de Galois Ga.\(Lnr{Ep)/Lnrifip)) satisfaisant a s(Pi) = Pi et siP2) = P1 + P2.

DEMONSTRATION: L'application P ^ TiP) (ou T(P) = -X(P)/YiP) et ou
T(0) = 0) est un isomorphisme du groupe Ep sur le groupe Np des points de p-
torsion du groupe formel associe a EL • On a a\ > a2; les elements non nuls de Np

ont pour valuation a\ ou a2 et l'ensemble des elements P de Ep pour lesquels on a
vfciP)) > a\ est un sous-groupe d'ordre p de Ep (cf. [2, Lemme 2 et demonstration
de la Proposition 2 (a)]). II existe done deux elements Pi et P2 de Ep independants
sur F p tels que Ton ait ^ i X P j ) ) = c*i et viTiP2)) = a2.
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Le corps Lnr(Ep) contient LnT(np). Le degre de l'extension Knr(Ep)/KnT((j,p) est
egal a p (cf. loc. cit., Proposition 4).

Comme le degre de Lnr/Knr est egal au denominateur de v(A)/12, il est premier a p;
le degre de Lnr(fip)/Knr(ij,p) est done aussi premier a p . L'egalite Knr{Ep).LnT(fip) =
Lnr{Ep) montre alors que Lnr(Ep) / Lnr(^P) est une extension de degre p . Par ailleurs,
dans la base (Pi,P2) l'homomorphisme Gal(K/Lnr(np)) -> Aut(.Ep) donnant l'action
de Gal(K / Lnr(np)) sur Ep est representable matriciellement sous la forme

(cf. loc. cit., Proposition 2 (a)); le lemme en resulte. D

LEMME 6 . Supposons toujours h = 2. Posons n = [Lnr : Knr(fip) n Lnr\.

(a) On a

{ 3 si v(A) = 2

2 si v(A) = 3

3 si v(A) = 4.

(b) Supposons de plus que (v(A),v(c4),v(ce)) soit l'un des triplets (2,1,1),
(3,1,2), (4,2,2).

(i) On a [Lnr{Ep) : Knr] = np(p - 1) ;
(ii) la differente de l'extension Lnr(Ep)/Lnr(fip) est la puissance D" -ieme de

l'ideal de valuation de Lnr(Ep), oil D" est un entier satisfaisant l'egalite
nD = D" + (n - l)(p - 1) + np(p - 2).

DEMONSTRATION: Soit T l'unique extension quadratique de Knr. Si v(A) —
2, le groupe Gal (Lnr/Knr) est cyclique d'ordre 6; T est done contenu dans Lnr.
L'extension Knr{np)/Knr etant cyclique de degre p — 1, T est aussi contenu dans
Knr(fip)- Comme p — 1 n'est pas divisible par 3 (cf. [2, Lemme 1]), on a l'egalite
T = Lnr n Knr(fj.p); on a done n = 3. Si v(A) = 3, Gal(Lnr/Knr) est d'ordre 4.
Comme p — 1 n'est pas divisible par 4 (loc. cit.), on a encore T = Lnr DKnr{iip); d'ou
n = 2. Si v(A) = 4, Gal(Ln r/Kn r) est d'ordre 3. Comme p— 1 n'est pas divisible
par 3 (loc. cit.), on a n = 3; cela demontre l'assertion (a).

Demontrons l'assertion (b). On a [Knr(Ep) : Knr(np)] = p (cf. [2, Proposi-
tion 2 (a), et Proposition 4]), et \LnT(Ep) : Lnr(np)] — p (Lemme 5). Puisque
Ton a Knr(Ep).Lnr(fj,p) = Lnr(Ep), les extensions Lnr(/zp) et Knr(Ep) sont done
lineairement disjointes sur Knr(fj.p). De meme, l'egalite Lnr.Knr(np) = Lnr(y.p) mon-
tre que n est egal a [Lnr(nP) : Knr(np)]; on a done n - [Lnr(Ep) : Knr(Ep)].
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L'assertion (i) en resulte: on a

[Lnr(Ep) : Knr] = n[Knr(Ep) : tfnr(Mp)] [Knr{np) : Knr] = np(p - 1).

L'extension Lnr(fj,p)/KnT(fip) est de degre n, done est moderement ramifiee. Sa
differente est la puissance n — 1-ieme de l'ideal de valuation de Lnr(//P); elle engen-
dre la puissance p(n - l)-ieme de l'ideal de valuation de Lnr(Ep). D'apres la pro-
priete de transitivite des differentes [5, p.60, Proposition 8], la differente de l'extension
Lnr{Ep)/KnT{nv) est la puissance (£>" 4- (n — l)p)-ieme de l'ideal de valuation de
Lnr(Ep). Calculons-la d'une autre fagon. L'extension Lnr(Ep)/Knr(Ep) est de degre
n, done moderement ramifiee. Sa differente est la puissance (n — l)-ieme de l'ideal
de valuation de Lnr(Ep). Par ailleurs, la differente de l'extension KnT(Ep)/'Knr(fj.p)
est la puissance (D — p(p — 2))-ieme de l'ideal de valuation de Knr(Ep) (formule
(2)). Par transitivite des differentes, la differente de Lnr{Ep)/Knr(np) est la puissance
((n — 1) + n(D - p(p - 2)))-ieme de l'ideal de valuation de Lnr(Ep). En conclusion,
on a D" + (n- \)p = (n - 1) + n(D -p(j>- 2)), d'ou l'assertion (b). D

DEMONSTRATION DU THEOREME 3 LORSQUE h EST EGAL A 2. On introduit les no-

tations suivantes:

• V designe le caractere fondamental de niveau 2, egal a Xi/fp2_1) (cf. par

exemple [2, p.7 pour sa definition]);

• (^»)t>o e s t ^a s u i t e des sous-groupes de ramification de l'extension
Lnr{Ep)/LnT{np);

• D" est l'entier defini de la fagon suivante: la differente de l'extension
Lnr(Ep)/Lnr((j.p) est la puissance £>"-ieme de l'ideal de valuation de
Lnr(Ep). On a

(5) D" = ^2{\Gi\ - 1) (Remarque 1).
t > 0

(1) Cas oil v(A) = 2

L'hypothese h — 2 implique que l'on a dans ce cas p = 2 mod. 3 [2, Lemme 1].

Supposons v{cn) = 1. Soient P i , Pi et s comme dans le Lemme 5. L'element

7T = T{P2) est une uniformisante de Lnr(Ep) (Lemme 5 et Lemme 6 (b) (i)). On a

s(T(P2)) = T(Pi + P2) = T(Pi) + T(P2) + des termes de valuation > i;(r(Pi)),

(cf. [7, formule (16)]), d'ou v(s(n) - w) = u(r(Pi)) = 2 / 3 ( p - l ) . On a done les
egalites (cf. Lemme 6 (b) (i)):

( p si 0 < i < 2p - 1

1 1 sii>2p.
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On en deduit D" = 2p(p - 1) (formule (5)) et D = (5p2 - 6p - 2)/3 (Lemme 6 (b)

("))•
Supposons v{a) 7̂  1; la condition (b) du debut du paragraphe II.4.2 est alors

satisfaite, avec <p = tp(5p2+1)/6 (cf. [2, Proposition 2 (b)]). L'ordre de <p est (p2 - l)/6,

ou 8 est le p.g.c.d de (p2 - l) et (5p2 + l ) / 6 ; 8 divise 6. II est clair que 5 ne
peut etre egal a 2 ou 6, sinon 5p2 + 1 serait divisible par 4, ce qui est impossible.
Par ailleurs, 5 est egal a 3 si et seulement si on a 5p2 + 1 = 0 mod. 9 c'est-a-dire,
p = ±4 mod. 9. De 1'hypothese p = 2 mod. 3, on deduit l'equivalence: 8 = 3 si et
seulement si p = 5 mod. 9. II suffit alors d'appliquer le Lemme 4 pour obtenir l'assertion
(i) du Theoreme 3.

(2) Cas ou u(A) = 3

L'hypothese h = 2 implique que Ton a dans ce cas p = 3 mod. 4 [2, Lemme 1].

Supposons v(ce) = 2. Soient P i , P2 et s comme dans le Lemme 5. L'element

IT = T(Pi) est une uniformisante de Lnr(Ep) (Lemme 5 et Lemme 6 (b) (i)). On a

s(T(P2)) = T(Pi + P2) = T(Pi) + T{P2) + des termes de valuation > v(T(Pi)),

(cf. [7, formule (16)]), d'ou v(s(ir) - n) = v(T(Pi)) = l / 2 ( p - l ) . On a done les
egalites (cf. Lemme 6 (b) (i)):

{ p s i O < i < p — 1

1 SI I > p .

On en deduit D" = p(p - 1) (formule (5)) et D = (3p2 - 4p - l ) / 3 (Lemme 6 (b) (ii)).

Supposons v(c6) ^ 2; la condition (b) du debut de II.4.2 est alors satisfaite,

avec ip = T/>(3p2+1)/4 (cf. [2, Proposition 2 (b)]). L'ordre de (p est (p2 - l)/6, ou

S est le p.g.c.d de (p2 — l) et (3p2 + l ) / 4 . Comme on a 3p2 + 1 = 4 mod. 8, 8 est

necessairement egal a 1. D'apres le Lemme 4, on a D = p2 — 2.

(3) Cas ou v(A) = 4

L'hypothese h = 2 implique que Ton a dans ce cas p = 2 mod. 3 [2, Lemme 1].

Supposons v(ci) = 2. Soient P i , P2 et s comme dans le Lemme 5. Posons

m= ( p - l ) / 2 . L'element

n = T(P2)
m

est une uniformisante de Lnr(Ep) (Lemme 5 et Lemme 6 (b) (i)). On a s(T(Pi)) =
, s(T(P2)) = T(P3) avec P3 = Pl+ P2 et S(TT) - n est egal a

T{Pi)T(P2)
m-T(P3)

m

T(P2)
mT(P3y
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Par ailleurs, on a

T(P3) = T(Pi) + T(P2) + des termes de valuation > v(T(Pi)),

(cf. [7, formule (16)]), d'ou T(P3)
m - T(P2)

m = mT{Pl)T{P2)
m-1 +des termes

dont la valuation est strictement superieur a celle de mT(Pi)T(P2)m~ (car on a
v(T(Pi)) > v(T(P2)) et v(m) = 0). On en deduit que v(s{ir) - IT) est egal a
2v(T(Pi)) - (m+ l)v(T(P2)) , c'est-a-dire, a l/3p. On a done les egalites (cf. Lemme
6 (b) (i)):

[ 1 si i > p - 1,

D" = (p - I)2 et D = (4p2 - 6p - l ) /3 (Lemme 6 (b) (ii)).

Supposons v{c,i) ̂  2; la condition (b) du debut de II.4.2 est alors satisfaite, avec

tp = ^ ( 2 P 2 + 1 ) / 3 (cf. [2, Proposition 2 (b)]). Soit 6 lep.g.c.dde (p2 - l) et (2p2 + l ) /3 ;

5 divise 3. En tenant compte de l'hypothese p = 2 mod. 3, on voit que Ton a 8 = 3

si p = 2 mod. 9 et <5 = 1 sinon. L'ordre de <p etant (p2 — l)/<5, l'assertion (iii) du

Theoreme se deduit alors du Lemme 4. Cela termine la demonstration du Theoreme 3.

II.5. L E THEOREME 4.

On suppose que E a mauvaise reduction de type additif sur K, et que Ton a

v(j) > 0 et p = 3.

LEMME 7 . Supposons 2v(c6) < 4 + v(A). On a Knr(E3) = Knr((j,3, A1/3).

DEMONSTRATION: D'apres [2, Proposition 6] et la Remarque 2, Knr(E3) est une
extension de degre 2 ou 6 de Knr. Le Lemme en resulte d'apres [4, 5.3. (b)]. Q

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

(1) Cas oil u(A) = 0 mod. 3

(a) Supposons 2V{CQ) < 4 + v(A). Si on a A"""1 = 1 mod. 9, A' est un cube
dans Knr (Lemme 1) et done A egalement; dans ce cas, KnT(E3) est egal a Knr{n3)

(Lemme 7) et est une extension quadratique, moderement ramifiee de Knr, de sorte
que D = 1. Si on a A ' r - 1 ^ 1 mod. 9, Knr(Ez) est une extension de degre 6
de Knr (loc. cit.). On peut ecrire A' = z'Ai, ou z' appartient a /ir_i et ou Aj
est un element de K de valuation 0 congru a 1 modulo 3; z' etant un cube dans
K (car z'r = z'), on a Knr(E3) = Knr^3, A } / 3 ) . Puisque A"- 1 = A ^ 1 , on a

u(Ai — 1) = 1, d'ou v(A}'3 — l j = 1/3 (Lemme 2). Soit z une racine primitive cu-

bique de l'unite; on a v(z - 1) = 1/2 et l'element TT = (z - 1) / ( A j / 3 - 1J est une uni-

formisante de Knr(E3). Notons a un generateur du groupe Ga\(Knr(E3)/Knr(fi3)) •
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On a a( A{ 3 ) = tA\' , avec t une racine primitive de l'unite, et l'on a

»(«•) - » = ( » - l ) A , i r

d'ou v(a(n)-n) = (1/2)+ (1/2)-(2/3) = 1/3. II en resulte que l'on a \HQ\ = | # i | = 3
et \Hi\ = 1 pour i > 2, d'ou £>' = 4 (formule (1)) et D = 7 (formule (2)).

(b) Supposons 2V(CG) > 4 + v(A). Soit rp le caractere fondamental de niveau 2,
egal a Xi/8 • La representation de Gal (K/Knr) dans E3 s'ecrit matriciellement, apres
extension des scalaires a F3 sous la forme

1> 0 \
, , ou bien

(cf. [2, Proposition 7]). Comme ip et tp5 sont des caracteres d'ordre 8, on a D = 7
(Lemme 4).

(2) Cas ou v(A) £ 0 mod. 3
D'apres l'egalite c| - c\ = 1728A, on a necessairement v(cf) < v(1728A), done

on a 2u(c6) < 4 + v(A). Le corps i fn , . ^ ) est egal a Knr((i3, A1/3) (Lemme 7). Si
v(A) est de la forme 3n + 1, posons a; = A3"3"; si v(A) est de la forme 3n + 2,
posons x = A23~6"~3. On a v(x) = 1 et Knr(E3) = Knr^^x1/3). Soit z une racine
cubique primitive de l'unite. On a u(,z — 1) = 1/2. L'element n = (z — I ) / ! 1 / 3 est une
uniformisante de Knr. Soit <r un generateur du groupe Ga\{Knr{Ez)/Knr{(jLzj) • On a
<T(X1/3) = tx1/3, avec t une racine primitive de l'unite, et

d'ou u(cr(7r) - n) = 2/3. II en resulte que Ton a |/fj| = 3 pour i < 3, et |£Ti| = 1 pour
i > 4, d'ou £>' = 8 (formule (1)) et D = 11 (formule (2)).

Cela termine la demonstration du Theoreme 4. D

II.6. LE THEOREME 5.

On suppose que E a mauvaise reduction de type additif sur K, et que l'on a
v(j) > 0 et p = 2.

Les invariants C4, c&, A etant ceux associes a un modele minimal de E, le triplet
(v(A),v(c4),v(c6)) ne peut etre de la forme (m,n,t) avec m > 16, n > 8 et t > 11.
L'egalite c3 - c% — 1728A, les inegalites 3v(ci) > v(A) > 0, impliquent alors que
(v(A),v(c4),v(ce)) est l'un des triplets indiques dans le tableau ci-dessous:
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v(A)

v(c4)
v{ce)

4

5

6

4 >5
>6 6

7

4
6

8

4 > 5
6 7

9

4 5
6 > 8

10

4 > 6
6 8

11

4
6

v(A)

v(c4)
v(c6)

12

4 >6 6
6 9 > 10

13

6
9

14

6 > 7
9 10

15

6 7
9 > 11

16

6
9

17

6
9

18

6
9

En particulier l'equation

est a coefficients entiers et est une equation minimale de E sur K. Posons

Dans le modele (W) les abscisses des points de E2 sont donnes par l'equation P(x) — 0.

LEMME 8 . Le degre n de l'extension Knr(E2)/Knr est egal a 1, 2 ou 3. On
a n = 2 si et seulement si A n'est pas un carre dans Knr; si tel est le cas, on a
Knr(E2) = Knr(VA).

DEMONSTRATION: Le groupe Ga.l(Knr(E2)/Knr) est un sous-groupe de GL2(F2)
et GL2(F2) est d'ordre 6. D'apres [2, IV], on ne peut avoir n = 6. Le lemme resulte
alors de [4, 5.3. (a)]. D

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.

(I): Supposons que v(A) soit impair: d'apres le Lemme 8, on a -K"nr(.E2) =
Knr (v^) o u d e s t u n element de K de valuation 1; \fd est une uniformisante de
Knr(-E2). Notons a l'element non trivial de Q&\{KnT{E2)/KnT); on a <r(\/d) = -y/d
et v(a(Vd) - \fd\ = 3/2; cela entraine les egalites \Hi\ - 2 si 0 < i < 2, et \H{\ = 1
si i > 3, d'ou D = 3 (formule (1)).

(II): Supposons que v(A) soit pair:
(1) si Ton a A"""1 = - 1 mod. 4, A n'est pas un carre dans Knr (Lemme 1);

Knr{E2) est egal a ^ ^ ( v ^ 7 ) (Lemme 8). On a w(a(v'A7) - VA1) = 1, d'ou \H0\ =
\Hi\ = 2 et \Hi\ = 1 pour i > 2, ce qui entraine que D est egal a 2 (formule (1)).

(2) Supposons que Ton ait v{A) € {6,8,12,14} et 3v(c4) > 8 + u(
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L'egalite c\-cl - 1728A et l'inegalite 3v(c4) > 8+u(A) impliquent 2v{c&) - 6+u(A),
et A' = c6

 2 mod. 4, ou c6 = ce/2
v(-°6K Une uniformisante de K congrue a 1 modulo

4 est un carre dans Knr (Lemme 1), done A' et A sont des carres dans Knr. On a
done [Knr(E2) : Knr] = 1 ou 3 (Lemme 8). Sous les hypotheses precedentes, l'etude
du polygone de Newton de P permet de verifier directement que les racines de P sont
de valuation non entiere (cf. le tableau ci-dessus). En particulier, il n'y a pas de point
d'ordre 2 defini sur KnT, et Knr(E2) est une extension de degre 3 (necessairement
moderement ramifiee) de Knr\ cela implique que D est egal a 2 (formule (1)).

(3) Supposons maintenant que nous ne soyons dans aucun des deux cas envisages
precedemment. II resulte en particulier que 1'on a A"""1 = 1 mod. 4, et A est un carre
dans KnT. On a encore, d'apres le Lemme 8,

(6) [Knr(E2) : Knr] = 1 ou 3.

(3.1) Cas ou v(A) € {6,8,12,14} et 3w(c4) < 8 + v(A).

L'etude du polygone de Newton de P montre, sous les hypotheses precedentes, que P

a une racine dont la valuation est distincte des deux autres. Cette racine appartient
done a Knr, et Ton deduit Knr(E2) = Knr, d'ou D - 0.

(3.2) Cas ou v(A) 0 (6 ,8 ,12 ,14} .

On a ainsi v(A) E {4,10,16,18}.

(a) Supposons v(A) =4. Le discriminant de P est A/16; le polynome P
obtenu en reduisant P modulo 2 est done separable, et on peut relever
par le Lemme de Hensel, les racines de P en trois racines de P dans Knr;
d'ou Knr(E2) = Knr, et D = 0.

(b) Supposons v(A) = 10.
(b.l) Si v(ci) — 4, l'etude du polygone de Newton de P montre que P a une

racine de valuation 1, et deux racines de valuation 0; d'ou Knr(E2) =
Knr (formule (6)) et D = 0.

(b.2) Supposons v(c4) > 6 (et done v(ce) = 8). Posons A = —c4/48, B —
-cg/864, et A = 2V^A', B = 2v(-B'>B'. Les racines de P sont de
valuation 1 comme le montre l'etude du polygone de Newton de P. Tout
revient a voir si le polynome Q{Y) — Y3+2v(-A)~2A'Y+B' a une racine ou
non dans Knr. Lorsque v(A) = 2, son discriminant est -(4A'3 + 27B12).
Le polynome Q deduit de Q par reduction modulo 2 est done separable.
Si v{A) > 3, la separabilite de Q est claire; on en deduit Knr(E2) = Knr,
et D = 0.

(c) Si v{A) - 16 ou v(A) = 18, l'etude du polygone de Newton de P montre
que P a une racine de valuation 2, et deux racines de valuation 1; d'ou
Knr(E2) = Knr (loc. cit.), et D = 0.
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Cela termine la demonstration du Theoreme 5. D
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