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DEMONSTRATION SIMPLE DE LA REPRESENTATION
INTEGRALE DU NOYAU COMPLETEMENT

SOUS-HARMONIQUE ET INVARIANT
PAR ROTATIONS

MASAYUKI ITO

§1. Introduction

Dans toute la suite R™ désigne I’espace euclidien a dimension n (=1).
On désigne par 4 l'opérateur de Laplace sur R". Dans la théorie du
potentiel, un noyau de convolution sur R" signifie une mesure de Radon
positive dans R*. Rappelons qu’un noyau de convolution de Dirichlet N
sur R™ est un noyau de convolution sur R™ tel que 1/ N soit égal & une
fonction définie-négative dans R* & valeurs réelles, oit N désigne la trans-
formée de Fourier de N (cf. [1]). Pour un nombre p > 0, G, désigne le

noyau de convolution de Dirichlet sur R* vérifiant (4 — p)G, = —e (au
sens des distributions), ou ¢ est la mesure de Dirac a l'origine. Si
n =3, on note G = G, le noyau newtonien avec 4G = —¢. Dans ’article

précédent [2], on a montré le théoréme suivant:

THEOREME. Soit N un noyau de convolution sur R™ s’annulant &
Uinfint® et invariant par rotations. Alors les deux énoncés suivants sont
équivalents:

(1) N est complétement sous-harmonique (en dehors de lorigine);
c’est-a-dire, pour tout Uentier m = 0, A™N = 0 au sens des distributions
en dehors de Uorigine, o AN = N, 4' =4 et 4™ = 4™'4 Ym = 2).

(@) N est de la forme

N =ce+ jG,,dy(p) ,

ol ¢ et v sont respectivement une constante =0 et une mesure positive
sur R* = {teR';t = 0}.

Received April 17, 1974.
1) Cela signifie que, quelle que soit f une fonction finie et continue dans R” &
support compact, limg—. N#f(x)=0.
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Si un noyau de convolution N sur R" vérifie I’énoncé (2), alors N
est un noyau de convolution de Dirichlet sur R* ou bien 0. Donc le
présent théoréme joue un role essentiel dans la discussion sur le cone
convexe divisible (cf. [2] et [3]).

La démonstration du théoréme dans [2] est trés compliquée. Le but
de cette note est de fournir une démonstration simple du présent théoréme,
en utilisant seulement le théoréme de Bernstein.

§2. Une démonstration simple du théoréeme

Rappelons d’abord le théoréme de Bernstein (cf. par exemple, [4]).

LEMME. Soit ¢ une fonction infiniment dérivable dans (0, +o0) @
valeurs réelles. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents:

(@) ¢ est complétement monotone; c’est-a-dire, pour tout Uentier
m = 0, (—1)™(d™/dt™)¢p = 0 dans (0, + o).

(b) ¢ est de la forme

ot) = Iexp (—t)du(s) (¢ > 0),

ou v est une mesure positive sur R*.

Dans ce cas, v est uniquement déterminée, d’aprés l’injectivité de
la transformation de Laplace.

Montrons notre théoréme. L’implication (2) = (1) résulte immédiate-
ment du fait que, pour tout I’entier m = 0 et pour tout p =0, 4G, =p™G,
en dehors de l'origine. Donc on montrera seulement 1’implication
(1) = (2). Supposons que ’énoncé (1) a lieu; alors il existe uniquement
une constante ¢ = 0 et une fonction infiniment dérivable ¢(f) = 0 dans

(0, +o00) telles que r e(rHr*lidr < + oo et N = ce + ¢(|z)dz. Ayant, pour
0

tout ’entier m = 0,
d

m — 2 dz ™ 2
AN = (4]90] s 2n75) o(ePde

en dehors de l'origine, on a (2¢(d?/dt?) + n(d/dt))™e(t) = 0 dans (0, + o).
On a, pour toute la fonction infiniment dérivable f dans R” & support
compact,

lim | f(x — AA"N)(y) = lifg 4™ f(x — y)dN(@y) =0,

&L—oo z
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et la fonction (2|xz[(d?/dt) + n(d/dt))™p(|x[) de = dans R" — {0} est sous-

harmonique. Donc on a

d (o, & d i
L2l 4nl) oS0 dans O, +e0),
et par suite
d d? d
L+l ) e z0 dans (O, 400

Soit £ un entier =1 et supposons que, quel que soit m un entier >0

T (o1 & Ly (o 0 iy
2t Vo z0 et L (2L 40 d) <o
g \Pgp T ) P00 g B T ) #0 =

On a alors, pour tout l’entier m = 0,
2k +1
d (2 L ni) o(®)

dans (0, 4 o).

dzk—l ( dZ d )m+l
0= - (2t — t) = 2t——
= g By T ) v® a\" g T @
ra+a—2 00 (200 1l ) o
At e dt
dans (0, + o). D’apreés la présente hypothése, on a

d2k+l d d
At (2 ar T nEE) p®) =0

dans (0, o). On a aussi

dZIc d2 d m+1 d2(lc+1) d2 d
0= dtk (Zt a T nﬁt—) o) = 2¢ A2+ (2t a " dt) #(®)
+1 d
Ak ( »«) t
+ 4k + n) g\t g +n g7 o(®)

dans (0, + o). D’aprés I’'inégalité obtenue ci-dessus, on a

d2(k+1) d2 d
<2t @ " dt) o6 20

dtz(k+1)
dans (0, + ). On obtient ainsi, par récurrence, que pour tous les entiers
k=0et m=0,
2 (2l Y 20
dtk dt?
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dans (0, +o00). D’apres le lemme, pour tout I’entier m = 0, il existe une
mesure positive v/, sur R* telle que

<2t-g§2— +n pT ) o) = jexp (—ts)dv,(s)

dans (0, + o). Ayant lim,_., . Qi(d*/dt>) + n(d/dD)™p(t) = 0, on a
v, {0}) = 0. Donc, en utilisant une certaine transformation, il existe une
mesure positive v, dans (0, + o) telle que

(g +7g) o0 =]« @ 1/2)" exp (= )0

dans (0, + o). Ayant, pour tout l’entier m > 0,

Do (2laP-0 + n-) p(af) = (2lap-2 + n-2) " p(al)

et

"(‘@%T exp (—121)) = ‘fz(TleT exp (—130))

dans R™ — {0}, on obtient, pour tout l'entier m =1 et pour ¢ > 0,

J.Tz;;‘-l/—z)n— exp (—4—2—)dum (s) = J%(E;“:T/Z)T exp (—%))dym_l(,g) .

Donc on a, quels que soient k¥ un entier =1 et f une fonction infiniment
dérivable dans (0, + o) a support compact,

gk

j exp ( k(t — 9) ) F()dtdy,(s)

STIRR e

On peut montrer, d’autre part, qu’il existe un entier %k, > 1 tel que,
quels que soient k un entier avec k = k, et un point s de (0,  min,ce,pp ) ©s

B[ exp (<= ) pyiat z e+ 1 [exp (—EFDE=D) pppar

Par conséquent, en faisant ¥ — 4 oo, on obtient

o1 @b = [ 260
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La fonction f étant quelconque, on a v, = —(d/dt),_, au sens des distri-
butions dans (0, + ), d’oli, pour tout l'entier m = 0, (—1)™(d™/dt™)y,
=y, au sens des distributions dans (0, +o0). Donec il existe uniquement
une fonction non-négative et infiniment dérivable ¢ dans (0, 4+ o) telle que
v, = p(t)dt dans (0, + o) et pour tout 'entier m = 0, (—1)™(d™/dt™)e(t)
= 0 dans (0, +c0). En utilisant encore le théoréme de Bernstein, on
peut écrire

o(t) = jexp (—pBdv(®) (£ >0),

ol v est une mesure positive sur R*. Par conséquent, on a

N = c¢ce + GW exp (—I—Ztﬁ)duo(t))dx
= ce + (JJ: E;%’z)—” exp (——'—gz—) exp (——pt)dtdu(p))dx .

Ayant

G, = (J: Er%‘ﬁ)"* exp (—%2—) exp (—pt)dt)dx

on obtient

N = ce + IGpdu(p) .
La démonstration est ainsi compléte.
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