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ABSTRACT

In this work, we study the intersection cohomology of Siegel modular varieties. The
goal is to express the trace of a Hecke operator composed with a power of the Frobenius
endomorphism (at a good place) on this cohomology in terms of the geometric side of
Arthur’s invariant trace formula for well-chosen test functions. Our main tools are the
results of Kottwitz about the contribution of the cohomology with compact support and
about the stabilization of the trace formula, Arthur’s L? trace formula and the fixed
point formula of Morel [Complezes pondérés sur les compactifications de Baily—Borel.
Le cas des variétés de Siegel, J. Amer. Math. Soc. 21 (2008), 23-61]. We ‘stabilize’ this
last formula, i.e. express it as a sum of stable distributions on the general symplectic
groups and its endoscopic groups, and obtain the formula conjectured by Kottwitz in
[Shimura varieties and A-adic representations, in Automorphic forms, Shimura varieties
and L-functions, Part I, Perspectives in Mathematics, vol. 10 (Academic Press, San
Diego, CA, 1990), 161-209]. Applications of the results of this article have already been
given by Kottwitz, assuming Arthur’s conjectures. Here, we give weaker unconditional
applications in the cases of the groups GSp, and GSpg.
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Introduction

Cet article est la suite de larticle [Mor08], et il est parallele au livre [Morl0], dont il suit
globalement la structure et utilise certains des résultats. Son but est de continuer I’étude de la
cohomologie d’intersection de la compactification de Satake-Baily—Borel des variétés modulaires
de Siegel (I'objet de [Morl10] était le cas des variétés de Shimura associées aux groupes unitaires

sur Q).

La méthode utilisée est celle développée par Thara, Langlands et Kottwitz : comparaison de
la formule des points fixes de Grothendieck—Lefschetz et de la formule des traces d’Arthur—
Selberg. Le premier pas, c’est-a-dire le calcul de la trace sur la cohomologie d’intersection
d’une correspondance de Hecke composée avec une puissance (assez grande) du morphisme de
Frobenius en une bonne place, était I'objet de larticle [Mor08] (complété par le chapitre 1
de [Mor10]). On exprime ici la formule obtenue en fonction du c6té géométrique de la formule
des traces stable sur le groupe général symplectique et ses groupes endoscopiques. Notons que
cette ‘stabilisation’ utilise le lemme fondamental et certains cas du lemme fondamental tordu ;
ces résultats sont désormais disponibles grace aux travaux de Laumon—Ngo [LN08], Ngo [Ngo10]
et Waldspurger [Wal97, Wal06, Wal08].

Pour la partie elliptique de la formule des points fixes (c’est-a-dire la partie qui provient
de la cohomologie & supports compacts de la variété de Shimura), la stabilisation modulo les
lemmes fondamentaux est due a Kottwitz [Kot90]. On applique ici la méthode de Kottwitz aux
sous-groupes de Levi du groupe général symplectique pour obtenir la stabilisation des termes
non elliptiques ; pour faire le lien entre les sous-groupes de Levi des groupes endoscopiques et
les groupes endoscopiques des sous-groupes de Levi, on utilise aussi des méthodes de Kottwitz
(cf. [Kot]). Le seul point qui est vraiment plus difficile que dans le cas des variétés de Shimura
compactes est la stabilisation de la partie a l'infini (qui prend d’ailleurs la moitié de cet
article).

Le théoreme principal est le théoreme 5.3.2. Son corollaire 5.3.3 est la formule conjecturée
par Kottwitz dans [Kot90, (10.1)] (pour les variétés modulaires de Siegel).

THEOREME. Soit S¥ Ia variété modulaire de Siegel associée au groupe G = GSp,,, et de niveau
K C G(Af) net. On note IH*(S¥, V) la cohomologie d’intersection de la compactification de
Satake-Baily-Borel de S & coefficients dans une représentation algébrique V de G. Soit p
un nombre premier tel que K = G(Z,)KP, avec KP C G(A?) ; on note Frob, € Gal(Q/Q) un
relevement du Frobenius géométrique en p. Alors, pour toute fonction f> € C*(K\G(Af)/K)
telle que f>° = f*Plqg(z,) et pour tout entier j assez grand, on a

Te(Frob x f, IH*(SX, V) = Y «(G, H)STH (),
(H757770)
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ot la somme est sur les classes d’équivalence de triplets endoscopiques elliptiques (H, s, n9) de G

tels que Hgr admette un tore maximal elliptique, les fH) sont des fonctions sur H(A) déterminées
par f*,j et V et STH est le coté géométrique de la formule des traces stable sur H.

Les notations précises sont expliquées dans 5.3. Signalons tout de méme ce que I'on entend
par ‘coté géométrique de la formule des traces stable’. Pour les fonctions qui apparaissent
lorsque 'on calcule la cohomologie des variétés de Shimura (c’est-a-dire les fonctions cuspidales
stables a l'infini), Arthur a donné dans [Art89] (formule (3.5) et théoréme 6.1) une expression
simple de la formule des traces invariante. Kottwitz a stabilisé le coté géométrique de cette
expression dans [Kot] ; notons que cette stabilisation n’utilise que le lemme fondamental (et
pas le lemme fondamental pondéré). On utilise ici la formule de Kottwitz. Malheureusement,
larticle [Kot] n’est pas publié, et il ne considére que le cas des groupes a groupe dérivé simplement
connexe, alors que les groupes endoscopiques des groupes symplectiques ne vérifient pas tous cette
condition. Cependant, il ne fait aucun doute que les méthodes de [Kot] s’adapteraient au cas
général, avec plus de complications techniques. C’est la formule de [Kot] qui est utilisée dans cet
article.

Si 'on admet les conjectures d’Arthur sur la description du spectre discret des groupes
symplectiques et orthogonaux-symplectiques de 1.1, alors on peut déduire d’une formule comme
celle du corollaire 5.3.3 la description compléte de la cohomologie d’intersection. Cela a été fait
par Kottwitz dans les sections 8 & 10 de [Kot90]. Arthur a annoncé une preuve de ses conjectures
pour les groupes orthogonaux et symplectiques (en admettant la stabilisation de la formule
des traces tordue). Cependant, on aurait besoin ici des conjectures d’Arthur pour les groupes
générauzr symplectiques (et certains groupes généraux orthogonaux-symplectiques). Plutot que
d’utiliser les résultats annoncés par Arthur pour tenter de donner des applications aussi générales
que possible du corollaire 5.3.3, on a choisi de donner des applications inconditionnelles pour les
groupes GSp, et GSpyg, ol la situation est particulierement simple (principalement parce que le
groupe PSOy est isomorphe & PGLy x PGLg, cf. la proposition 5.2.1). On obtient par exemple
le résultat suivant sur la fonction L du complexe d’intersection (proposition 6.2).

COROLLAIRE. On garde les notations du théoréme ci-dessus, et on suppose que G = GSp, ou
G = GSpg. Alors

d
log Ly(s, IH*(S%,V)) = Z ca(my) dim(w?) log L<5 — 5 r“>

T
+ > en(rnp) Te(rm (1))
7TH7f
X Z e(pm) logL<s — ﬂ, TH,ps T’HH>.
o TH,
nwHEMH

Dans cette formule, H est égal a GSOy4 si G = GSp, et a G(Sp, x SO4) si G =GSpg, la
premiére (respectivement deuxiéme) somme est sur I’ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles admissibles wy (respectivement mwp ¢) de G(Ay) (respectivement

H(Ay)), les ca(my) et cu(mm,f) sont des coefficients définis dans la section 6, (1x)H
transfert de 1k, My est un ensemble de cocaractéres de H, les e(up) sont des signes, r_,,

est un

(respectivement r_,,,, ) est la représentation algébrique de G (respectivement H) de plus haut
poids —pu (respectivement —puyr) et d = dim(SX).
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Signalons enfin que le cas du groupe GU(2,1) est traité dans le livre [LR92] (plus
completement, puisque les conjectures d’Arthur sont connues dans ce cas par les travaux de
Rogawski, cf. [Rog90]), celui des groupes unitaires sur Q est traité dans le livre [Mor10] (dont on
utilisera souvent les lemmes techniques) et que, dans le cas du groupe GSp,, Laumon a appliqué
les mémes méthodes a I’étude de la cohomologie & supports compacts (cf. [Lau97, Lau05]).

Donnons une description rapide des différentes sections.

La section 1 est consacrée & des définitions et des rappels sur la formule des points fixes. La
formule des points fixes que I'on utilise ici (théoreme 1.2.1) est celle de [Mor10, 1.7], ot on a un
peu réarrangé les termes pour rendre la stabilisation plus facile.

La section 2 contient des rappels sur ’endoscopie et le calcul des données endoscopiques
elliptiques du groupes GSp,,, et de ses sous-groupes de Levi. En particulier, on rappelle dans 2.2
quelques définitions non standard de [Kot].

Les sections 3 et 4 prouvent les résulats locaux qui sont utilisés dans 5.3. La section 4 est
consacrée aux calculs a la place p et la section 3 a ceux a la place infinie (cette derniere section,
avec son Appendice A, contient la partie la plus technique et pénible de I'article, et celle ou la
différence avec le cas des groupes unitaires est la plus grande).

La section 5 énonce le résultat de Kottwitz [Kot| sur le coté géométrique de la formule des
traces stable et donne la stabilisation de la formule des points fixes.

Enfin, la section 6 donne des applications des résultats de 5.3 dans le cas des groupes
GSp, et GSpg. On y prouve une formule pour la trace d’une puissance du Frobenius sur
les composantes isotypiques (pour l'action de GSps,,(Af)) de la cohomologie d’intersection
(théoreme 6.1.1).

Je remercie vivement Kottwitz, qui m’a apporté une aide précieuse en corrigeant certaines
de mes idées fausses sur l’endoscopie et en me permettant de lire son manuscrit [Kot], ainsi
que Laumon. Je remercie aussi les autres mathématiciens qui ont répondu a mes questions ou
m’ont signalé des simplifications, en particulier Chaudouard, Fargues, Harder, Moeglin, Ngo,
Shin et Vignéras. Enfin, je remercie le rapporteur anonyme qui a signalé plusieurs erreurs et
inexactitudes dans les versions précédentes de ce texte, et m’a patiemment aidée a débusquer
une erreur tenace dans ’appendice.

Dans tout cet article, on utilisera la notation suivante : soient F' un corps, G un groupe
algébrique sur F et v € G(F). Alors on note G-, = Centg (7)°.

1. La formule des points fixes

Le but de cette section est de rappeler la formule des points fixes du chapitre 1 de [Mor10] (cf.
aussi [Mor08] pour le cas d’'une correspondance de Hecke triviale), sous une forme un peu plus
commode pour le processus de stabilisation de la section 5.

1.1 Définition des groupes et des données de Shimura

Dans ce paragraphe, on définit les groupes symplectiques et leurs données de Shimura, et
on rappelle la description de leurs sous-groupes paraboliques. On introduit aussi les groupes
orthogonaux, car ceux-ci apparaissent comme groupes endoscopiques des groupes symplectiques
(cf. 2.1).

1674

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

COHOMOLOGIE D’INTERSECTION DES VARIETES MODULAIRES DE SIEGEL, SUITE

Pour n € N*, on note

et

0 A,
B, = (—An . > € GLyy, (7).

Soient n € N* et J € GL,,(Q) une matrice symétrique. On définit des groupes algébriques
GO(J) et GSp,,, sur Q en posant, pour toute Q-algebre A :
GO(J)(A) ={g € GLn(A) | "'9Jg = c(g)J, c(g) € A},
GSpy,(A) = {g € GLan(A) | 'gBng = c(g)Bn, c(g) € A*}.

On a des morphismes de groupes algébriques sur Q :

c:GO(J) — G, et det: GO(J) — Gy,

c:GSpy, — G, et det: GSpy, — Gy,
On note O(J) = Ker(c) et SO(J) = Ker(c) N Ker(det) (respectivement Sp,,, = Ker(c) = Ker(c) N
Ker(det)). Le groupe GO(J) n’est pas forcément connexe (il a deux composantes connexes si n
est pair) ; on note GSO(J) = GO(J)°.

Le groupe SO(J) (respectivement Sp,,,) est le groupe dérivé de GSO(J) (respectivement
de GSp,,,). Les groupes GSO(J) et GSp,,, sont réductifs connexes, et le groupe Sp,, est
semi-simple simplement connexe.

On note GSO,, = GSO(A,,). Le groupe GSO,, est la forme intérieure quasi-déployée du
groupe GSO(J), pour toute J € GL,(Q) symétrique, et il est déployé de rang semi-simple
|n/2]. D’autre part, le groupe GSps,,, est déployé sur Q, de rang semi-simple n.

Enfin, on note GSp, = GSOy = G, et (¢: G,, — Gy,) =1id.

Remarque 1.1.1. Si la matrice J est dans GL,(Z), on peut étendre GO(J) en un schéma en
groupes G’ sur Z en posant, pour toute Z-algebre A,

G'(A)={g € GL,(A) | 'gJg=c(g)J, c(g) € A*}.
Alors G := (G')? est un schéma en groupes sur Z qui étend GSO(.J) et, pour tout nombre premier
¢, Gr, est un groupe algébrique réductif connexe sur Fy.

On a évidemment une construction similaire pour les groupes GSp,,,.

On définit maintenant les données de Shimura. On note S = R¢/rGp. On fixe n € N,
et on note G =GSp,,. On note X, ou X (respectivement X, ou X~) l'ensemble des
morphismes h:S — Gpgr qui induisent une structure de Hodge pure de type {(0,1),(1,0)}
sur Q%" et tels que la forme bilinéaire R?” x R?" — R, (v, w) — ‘vB,h(i)w soit symétrique
définie positive (respectivement négative). Le groupe G(R) agit transitivement (par conjugaison)
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sur X = XT U X, et le morphisme

h:Z:a+ib’_><aIn —bAn>

bA, al,
est dans X", donc X ~ G(R)/ Stabgr) (h). Le triplet (G, X, h) est une donnée de Shimura pure
au sens de [Pin89, 2.1]. Remarquons au passage que le cocaractere p: G, c — G associé a h
comme dans (par exemple) [Kot90, § 1] est z — diag(z1,, I,) ; en particulier, il est défini sur Q,
donc le corps reflex de la donnée (G, X, h) est Q.
Rappelons la description des sous-groupes paraboliques des groupes symplectiques.
Un tore maximal de G est
A 0
T = ,)\1,...,/\neGm,)\l)\Qn:)\Q)\gn_l‘-':/\n/\n_H
0 Aon

Il est déployé. L’intersection Py de G avec le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de
GLs,, est un sous-groupe de Borel de G contenant T. Les sous-groupes paraboliques standard
de G sont indexés par les sous-ensembles de {1,...,n} de la maniere suivante.

Soit S C{1,...,n}. Onécrit S={ry,r1 +re,..., 11+ -+ rn}avecry,...,r, € N* et on
note r =1y + - - - + ry,. Le sous-groupe parabolique standard Pg correspondant est l'intersection
avec G du groupe

GL,, *
GL,,,
GSpQ(nfr)
GL;,
0 GL,,
En particulier, les sous-groupes paraboliques maximaux standard de G sont les
GL, *
P, =Py = GSpPy(—r) NG
0 GL,
pour r € {1,...,n}, et on a Pg={, g P;.

On note Ng (ou Npy) le radical unipotent de Pg, Mg (ou Mp,) le sous-groupe de Levi
évident (formé des matrices diagonales par blocs) et Ajz, le sous-tore déployé maximal du
centre de Mg. Si on écrit comme plus haut S ={ry,..., 71+ - +rpletr=ri+---+ry,on
a un isomorphisme

Mg — GL;, X - - - X GL;,, X GSpy,,_),
diag(gl?""gm?g? hm,-.;,hl) — (C(g)_lg]-?"‘70(9)_lgm’g)'

L’image réciproque par cet isomorphisme de GL,, X - -- x GL,, est appelée partie linéaire de
Mg ; on la note Lg ou Mg,. L'image réciproque de GSpy(,,_,) est appelée partie hermitienne
de Mg, et notée G, ou Mgy. On voit en particulier que les sous-groupes paraboliques
maximaux de G vérifient I’hypothése de la section 1.1 de [Morl0]. Remarquons aussi que,
grace au choix de lisomorphisme entre Mg et GLy, X --- x GL,, X GSpy(,_,), l'image du
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cocaractere i : Gy, ¢ — G est contenue dans la partie hermitienne G, ; le cocaractere de G,
que l'on obtient est I'analogue de p pour G, ~ GSpy(,_)-

1.2 Formule des points fixes

Les références pour tous les faits énoncés dans ce paragraphe sont données dans le chapitre 1
de [Mor10]. Comme dans [Mor10], on fixe une fois pour toutes des clotures algébriques Q de Q
et Q, de @y, pour tout nombre premier p, et des inclusions Q C Q, et Q C C.

On fixe n € N*, et on note G = GSp,,,. Soit K un sous-groupe compact ouvert net de G(Ay)
(cf. [Pin89, 0.6]). On note S¥ la variété de Shimura de niveau K définie par la donnée (G, X, h)
de 1.1 ; c’est une variété algébrique quasi-projective sur Q, dont ’ensemble des points complexes
est donné par la formule

S¥(C) = G(Q\(X x G(Af)/K).

Soit j: SK —>§K la compactification de Satake Baily-Borel de S¥ : la variété §K est aussi
définie sur Q, et elle est projective et normale, mais elle n’est pas lisse si n > 2. Soit V une
représentation algébrique de G. Comme G est déployé, V est définie sur Q. On fixe un nombre
premier ¢ et un isomorphisme Q, ~ C. Alors il est bien connu qu’on peut associer & V un faisceau
(-adique lisse FXV sur S¥ de fibre V ®g Q¢ en tout point géométrique de SK (voir par exemple la

section 5.1 de [Pin92]). Le complexe d’intersection sur S & coefficients dans V. est par définition
ICKV = (ju(FEV]d])[~d],

ott d est la dimension de S¥ (donc d=mn(n+1)/2). La cohomologie de ICKV est une
représentation (graduée) de Gal(Q/Q) x Hg, ot Hx = H(G(Af), K) est l'algebre de Hecke des
fonctions de C°(G(Af), C) qui sont bi-invariantes par K.

On fixe f> € Hk et un nombre premier p # ¢ tel que K=KPG(Z,) avec KP C G(A?) et
[0 = fPlgz,) avec [P € CSO(G(AZ})). Soit Frob, € Gal(Q/Q) un relévement du Frobenius
géométrique en p. On va rappeler la formule de [Mor10, 1.7] pour la trace de Frob) x f (j > 0)
sur la cohomologie de ICKV.

Rappelons (cf. [Kot, 1.5]) qu'un sous-groupe de Levi M de G est dit cuspidal si (M/A )R
admet un tore maximal anisotrope (sur R), ou A/ est la partie déployée du centre de M. Il est
facile de voir que les sous-groupes de Levi cuspidaux de G sont ceux isomorphes & un groupe
G}, X GLS X GSpy(,__ap), avec 1, t € N et 7+ 2t <.

Soit M un sous-groupe de Levi cuspidal standard de G et soit M}, sa partie hermitienne. Alors
u: G, — G se factorise par My, donc on peut utiliser i pour définir I’ensemble des triplets de
Kottwitz associé & My, et a j € N* (les définitions sont celles de [Kot90, §§2 et 3]) : soit j € N*.
On note L l'extension non ramifiée de degré j de Q, dans Q, et o € Gal(L/Q)) le relevement
du Frobenius arithmétique. Alors un triplet de Kottwitz est un triplet (vo; 7, 9), ot o € M (Q),
v = (T)#p,00 € Mi(A%) et § € My (L), qui vérifie un certain ensemble de conditions, notées (C)
dans [Mor10, 1.6] (on utilisera la méme notation ici). On renvoie & [Kot90, § 2] pour I’énoncé précis
de ces conditions : notons simplement ici qu’en particulier, on demande que g soit semi-simple
et elliptique dans Mp(R), que 7, et vy soient stablement conjugués pour toute place v # p, 0o
de Q et que NJ:=d0(d)--0/71(5) et 7y soient stablement conjugués. On dit que deux
triplets de Kottwitz (y0;7,d) et (74; 7', d’) sont équivalents, et on note (yo;7,d) ~ (); 7, 9),
si 70 et 7 sont stablement conjugués, v et 4/ sont conjugués dans Mh(Az}) et § et & sont
o-conjugués dans My, (L) (i.e. il existe z € My, (L) tel que 8’ = zdo(z)~1). Enfin, dans [Kot90, § 2],

1677

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

S. MOREL

Kottwitz associe & tout (vo; 7, §) un invariant cohomologique a(7yo; v, 6) € &(Io/Q)P (Ip = My, 4,
cf. [Kot90, § 2] pour les autres notations), qui ne dépend que de la classe d’équivalence de (~p; 7y, 9)
(en un sens précisé dans [Kot90, §2]. Si (79;7,9) est tel que a(vo;y,d) =0, Kottwitz définit
dans [Kot90, §3] une forme intérieure I de Iy telle que I/Ajy, soit anisotrope sur R, que
Ig, ¥My,, pour v#p, 00 et que 1(Qy)~My(L)§ (le o-centralisateur de § dans My(L),
i.e. 'ensemble des x € My, (L) tels que xéo(x)~! = §) ; on note alors

(7057, ) = vol(I(Q)\I(Ay))

(Pautre facteur dans la définition de [Kot90, §3] disparait grace au lemme 2.1.2). Comme
dans [Morl10, 1.6], on note Cyy, ; 'ensemble des classes d’équivalence de triplets de Kottwitz
(Y03 7, 0) tels que a(v0; 7y, ) = 0. Si M, est un tore, on a un sous-ensemble wah,j de Cyy,,; défini
dans la remarque 1.6.5 de [Morl0] : c’est le sous-ensemble des classes d’équivalence de triplets
(Y037, 0) tels que ¢(vp) > 0. Si My, n’est pas un tore, on note C]’wh’j = Cp, ;- Rappelons aussi

que 'on définit une fonction gbj.\/[h de H(My (L), M (Or)) par
gbjwh = ﬂMh(OL)M(wZI)Mh(OL) € H(Mn(L), My (OL)),

ou oy, est une uniformisante de L.

Soit M un sous-groupe de Levi standard de G (pas forcément cuspidal). On notera dans
la suite M; et My, les parties linéaire et hermitienne de M. Soit Norg (M) = Norg(M) N
Norg(M;) N Norg(My) (le sous-groupe de Norg(M) qui préserve la décomposition de M en
sa partie linéaire et sa partie hermitienne). On note P(M) I'ensemble des paires (Q, g), o Q est
un sous-groupe parabolique standard de G et g est un élément de G(Q) tel que gMg~! = Go
et ¢gM;g~! soit un sous-groupe de Levi de Lg. On considere la relation d’équivalence suivante
sur P(M) : (Q, g) ~ (Q, ¢’) si et seulement si Q = Q' et il existe hy € Mg(Q) et he € M(Q) tels
que ¢’ = highs. Pour tout (Q, g) € P(M), la classe de Mg(Q)-conjugaison du sous-groupe de
Levi gMg~! de Mg ne dépend que de la classe d’équivalence de (Q, g). Soit P le sous-groupe
parabolique standard de G de sous-groupe de Levi M. On écrit P =Pg, avec S C {1,...,n}.
Pour tout (t)ses € Z°, on a défini dans [Mor08, 4.2] les complexes de cohomologie tronquée
H*(Lie(Ng), V)<, scs et H*(Lie(Ng), V)>¢, ses ; ce sont des sous-M-représentations (graduées)
de H*(Lie(Ng), V). Si ts =s(s+1)/2 —n(n + 1)/2 pour tout s € S, on note H*(Lie(Ng), V) <o
et H*(Lie(Ng), V)>o au lieu de H*(Lie(Ng), V)<, scs et H*(Lie(Ng), V)¢, ses-

Enfin, pour tout sous-groupe parabolique P de G, tous sous-groupes de Levi M C M’ de G
et toute place v de Q, si v € P(Qy,) et yar € M(Qy), on note

Sp(@.) (1) = |det(Ad(v), Lie(Np))lo,
DAY (var) = det(1 — Ad(y), Lie(M’) /Lie(M)),
nf = [Norg (M)(Q)/M(Q).

Soit M un sous-groupe de Levi standard cuspidal de G. Pour tout 3, € M(R) semi-simple
elliptique, on pose

Ly(vm) = > |(Norlg (M) /(Norg (M) N g~ "Mqg))(Q)]'mg(—1) A aarg—1/Aarg)
(Q.9)eP(M)/~

M 1M _ 1/2 _ 1 ek
x (g ) D0 (gvag M0G0 (9709 Y) Tr(gyang ™, HY (Lie(Ng), V) o),
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ou mq est égal a 2 si la partie hermitienne de Mg est un tore, et a 1 sinon. On note

Tra(F,0) =D D x(Miy,)e(v0; 7 60, 1 (1270) Oy (£ )

L ('YO ?7»5) Ecﬁ\/[h g

X O’YL(]]-Ml(Zp))TO5(¢;‘V[h)LM('YL’VO)7

ou 7 parcourt l'ensemble des classes de conjugaison de M;(Q), x(M;,,) est comme
dans [GKM97, 7.10] et P est le sous-groupe parabolique standard de sous-groupe de Levi M.
Les définitions des intégrales orbitales O, des intégrales orbitales tordues T'Os et du terme
constant fy,” sont rappelées dans [Mor10, 1.6 et 1.7]. On normalise les mesures de Haar comme
dans [Mor10, 1.6] (c’est la convention de [Kot90, §3]) : on utilise sur M;(Q,) (respectivement
My, (L)) la mesure de Haar telle que le volume de M;(Z,) (respectivement Mj(Op,)) soit égal
a 1. On prend sur [ (AIJ’C) (respectivement I(Q)), respectivement MZ(A’})Ml, respectivement
M;(Qp)~, ) une mesure de Haar telle que les volumes des sous-groupes ouverts compacts soient
des nombres rationnels, et on utilise les torseurs intérieurs de [Kot90, § 3] pour transporter les
deux premieres mesures sur Mh(fik:jc)7 et My, (L)§.

THEOREME 1.2.1. Si j est assez grand, alors

Tr(Frobg X [, H*(gg, ICKV)) = Z Trar(f°°, ),
M

ou la somme est sur I'ensemble des sous-groupes de Levi cuspidaux standard de G. De plus, si
f°° =1k, alors le théoréme est vrai pour tout j € N*.

On aurait bien entendu un résultat similaire pour les espaces de cohomologie pondérée
de [Mor08]. Ce théoreme se déduit facilement du théoreme 1.7.1 de [Morl0].

2. Endoscopie

2.1 Groupes endoscopiques des groupes symplectiques

Dans cette section, on s’intéresse aux triplets endoscopiques elliptiques (H, s, 1) des groupes G
définis dans 1.1. On utilise la définition des triplets endoscopiques et des isomorphismes de
triplets endoscopiques de [Kot84b, 7.4 et 7.5].

On commence par rappeler la définition des groupes généraux spinoriels (cf. [Bor77, 2.2(5)]).
Soit n € N. Le groupe {£1} s’identifie au sous-groupe central Z de Spin,, tel que Spin,,/Z = SO,,
(avec la convention Spin, = {+1}). On pose

GSpin,, = (G, x Spin,,)/ {1},

ou {£1} est plongé diagonalement dans G,, x Spin,. Le caractere G,, x Spin, — G,,,,
(2,9) — 2%, passe au quotient et donne un caractere c¢:GSpin, — G,,, dont le noyau
s’identifie a Spin,,. De méme, si ny,...,n, € N, on pose

G(Spin,, x --- x Spin,, ) = (G,, x Spin,,, x --- x Spin,, )/{£1},
ot {1} est plongé diagonalement. Le groupe G(Spin,, X ---x Spin, ) s’identifie &
{(91,-..,9,) € GSpin, x---x GSpin, |c(g1)=""-=c(g,)}-

Soit n € N*. On note G = GSp,,,. Soient T le tore diagonal de G (c’est un tore maximal
de G) et B le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures (c’est un sous-groupe
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de Borel de G). On a un isomorphisme
T = {()\1, e, )\Qn) ‘ IAe Gy, Vi e {1, ceey n})\i/\2n+1_i = /\}
~ Gy, x G,

donné par la formule (A, ..., Aap) — (A1 Aan, (A1, ..., Ay)). Pour tout i € {1,...,n}, on note
e; le caractere de T défini par

ei( A1y .-y Aon) = Ag.

Alors le groupe des caracteres de T est

n
=Zc D @ Zei.
=1

Donc le tore dual de T est

T =C* x (C)",
avec l'action triviale de AGal(@/ Q). Pour tout i€{l,...,n}, on note e; le caractere
(A, (A1, .-y An)) — A de T. L’ensemble des racines de T dans Lie(G) est

(I)z(I)(T,G)z{i(q—S) + <ej—;),1<z’<j<n}U{j:(Qei—c),lgign}.
Le sous-ensemble de racines simples déterminé par B est
A={a;:=¢;—ei11,1 <i<n—1}U{a, :=2e, —c}.
L’ensemble des coracines est
d={+6+e¢;,1<i<j<n}U{£e,1<i<n}.

En particulier, Z(G) = Naeg Ker(a) = C* x {1}. Le groupe de Weyl de T dans G est {£1}"
Gy, agissant sur T ~ G,, x G}, par

((e1y -+ ven) X, (A (A, ooy An))) — (A, (AN

o110y A1)

(et sur T par une formule similaire).
Enfin, le groupe dual de G est
G = GSpiny,;,(C),
avec I'action triviale de Gal(Q/Q) (cf. [Bor77, 2.2(5)]).
ProposITION 2.1.1. Soit K un corps local ou global de caractéristique 0. Un triplet
endoscopique elliptique (H, s,m0) de Gg est uniquement déterminé par la donnée de s. On
peut supposer que s € T, et on a forcément s € Z(G)({1} x {£1}™) dans ce cas. Un ensemble
de représentants des classes d’équivalence de s est
niy n—mni
—— ——
{sn, =(1,...,1,—1,...,=1)|0<ny <n,n; #n — 1},

et le groupe endoscopique correspondant & sy, est

H = G(Spy,, X SO2(n—ny)) i :={(g1, 92) € GSPap, x X GSO2,—n) i | c(g1) = c(g2)}-
Le groupe A(H, s, 19) de [Kot84b, 7.5] est égal a {1} sin —ny >2 et a {1} si n=mn;.

De plus, si K =Q ou R, alors Hg admet un tore maximal elliptique si et seulement si n — nq
est pair.
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Soit (H, s, 7o) un triplet endoscopique elliptique de Gg. Comme G et H sont déployés
sur K, on a un prolongement évident de 7 : H-— Genun L- morphisme 7 : LH — LG, qui est
no X idy, . Si H= G(Spy,, X SO2,,)x (avec n1 + ng =n et ny # 1), alors H = G(Spiny,, 1 x
Spinan)'

Démonstration. Comme G est déployé sur K et de centre connexe, tous ses groupes
endoscopiques sont déployés sur K (cf. la définition 1.8.1 de [Ngol0]). Ceci implique qu’un
triplet endoscopique (H, s, 1g) est uniquement déterminé par s.

Soit (H, s,79) un triplet endoscopique elliptique de Gg. Comme H et G sont déployés
sur K, la condition d’ellipticité s’écrit simplement Z(H) CZ( ). Quitte a remplacer
(H, s, m0) par un triplet équivalent, on peut supposer que s € T et

ni Ny
S=(1, (51, vy STy e v vy Spy ey ),
avec $81,...,8- € C* deux a deux distincts et nq,...,n, € N* tels que n=n; + -+ n,.
Supposons qu’il existe t € {1, ..., 7} tel que s; € {£1}. Quitte & permuter les s; (ce qui remplace

(H, s, nm9) par un triplet équivaleAnt), on peut supposer que t =71 ; on note ' =nq + - -+ np_1.
Alors le systéeme de coracines @z de H, qui est l’ensemble des coracines de G annulant s,

vérifie
Oy C{t6+6,1<i<j<n}U{+E, 1<i<n}U{£(E —é),n' +1<i<j<n},
donc
= () Ker(@)>C* x {1}" x (C*)™.
aedy
Ceci contredit le fait que Z(H)? C Z(G). On en déduit que s, . . . , s, € {£1} (donc que r < 2).

Un argument similaire (calcul de Z (ﬁ)) montre que la multiplicité de —1 dans s ne peut pas
étre égale a 1. Ceci prouve 'assertion sur la description des classes d’équivalence de s possibles.

Soit ny €{1l,...,n} —{n—1}, et soit H le groupe endoscopique associé comme dans
I’énoncé. Alors le systeme de coracines de H est

@H:{ié\zié;,lgz<ygnl}u{ia,lgzgnl}u{ié}ié},nl—i—lgz<3<n},

donc le systeme de racines de H est isomorphe a

{i(ei—;>i(ej—;>,1§i<j<n1}

U{j:(Qei—c),léignl}U{i(ei—;)i<ej—;>,n1+1<i<j<n},

c’est-a-dire de type C, X Dy_p,. La formule pour H résulte facilement de ceci. Pour calculer
A(H, s, no), on remarque que, si n #nq, alors il existe, & translation par H prés, un unique
élément g € G-H qui normalise H : c’est un relévement de I'élément de longueur maximale du
groupe de Weyl de B,,.

Enfin, si K =Q ou R, H admet un R-tore maximal elliptique si et seulement s’il existe
un élément de son groupe de Weyl qui agit par —1 sur les éléments d’un ensemble de racines
simples. Le systeme de racines C),, vérifie cette propriété pour tout n;, mais D,,_,, ne vérifie
cette propriété que si n — n; est pair. O
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Un calcul de nombres de Tamagawa.
LEMME 2.1.2. (i) Soit G un groupe réductif connexe déployé sur Q. Alors Ker'(Q, G) = {1}.
(ii) On a

1 sing =0,
£(G(Spy,, % S0ma) = {5 3720

(iii) Soient F' une extension finie de Q et L = Rp/gGLy, F, avec n € N*. Alors 7(L) = 1.
Démonstration. Rappelons d’abord que, d’apres [Kot84b, 4.2.2 et 5.1.1], [Che89, Kot88], pour

tout groupe algébrique G réductif connexe sur Q, on a
7(G) = |mo(Z(G) )| [Ker' (@, G)| .

(i) D’apres [Kot84b, 4.2], on a une bijection canonique Ker! (QG) — Ker!(Q, Z(a))D
donc il suffit de montrer que Ker'(Q, Z(G))={1}. Comme Z(G) est commutatif et que
Gal(Q/Q) agit trivialement sur Z(G), cela résulte du théoreme de densité de Cebotarev.

(ii) D’apres le rappel ci-dessus et (i), il suffit de calculer |7T0(Z(Gr(Sp2n1 x SO,,)))|- En
raisonnant comme dans la preuve de la proposition 2.1.1, on voit que

— Cx si ng =0,
Z(G(Sp2n1 x SO”2)) - {CX X {ﬂ:l} si ng > 2.
La conclusion de (ii) en résulte.
(iii) C’est le (ii) du lemme 2.3.3 de [Mor10]. O

2.2 Sous-groupes de Levi et groupes endoscopiques

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions de la section 7 de [Kot]. On utilise les notations
et les définitions de la section 7 de [Kot84b].

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local ou global F'. On note £(G) 'ensemble
des classes d’isomorphisme de triplets endoscopiques elliptiques de G (au sens de [Kot84b, 7.4]) et
L(G) I'ensemble des classes de G(F')-conjugaison de sous-groupes de Levi de G. Soit M un sous-
groupe de Levi de G. On a un plongement canonique Gal(F/F)-équivariant Z (CA}) —Z (ﬁ)

DEFINITION 2.2.1 [Kot, 7.1]. Un G-triplet endoscopique de M est un triplet endoscopique
(M, sar, o) de M tel que :

(i) I'image de sj; dans Z(l(/I\’)/Z((A}) soit fixe par Gal(F'/F) ;

(ii) 'image de sy dans H'(F,Z(G)) (via le morphisme (Z (M\’)/Z( G))CalF/F)
HY(F, Z(G)) induit par la suite exacte 1 — Z(G) — Z(M) — Z( )/Z(G) — 1) est
dans Ker! (F, Z(G)).

On dit que (M, sar, nar,0) est elliptique s'il est elliptique en tant que triplet endoscopique de M.

Soient (MY, s1,m1,0) et (M5, s2, m2,0) deux G-triplets endoscopiques de M. Un isomorphisme
de G-triplets endoscopiques de (M}, s1,m1,0) sur (Mj, s2,72,0) est un isomorphisme o : Mj —
MY de triplets endoscopiques de M (au sens de [Kot84b, 7.5]) tel que les images de s; et a(s2)
dans Z(M})/Z(G) soient égales.

Dans [Kot, 3.7 et 7.4], Kottwitz explique comment associer une classe d’isomorphisme
de triplets endoscopiques de G a un G-triplet endoscopique de M (cette construction
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est rappelée dans [Morl0, 2.4]). On note £g(M) l'ensemble des classes d’isomorphisme de
G-triplets endoscopiques elliptiques de M telles que la classe d’isomorphisme de triplets
endoscopiques de G associée soit elliptique. On a des applications évidentes Eg (M) — £(M) et
Ec(M) — E(G). Pour tout (M, spr, naro) € Eg(M), on note Aut(M/, spr, naro) le groupe des
G-automorphismes de (M, sar, nar0) et Ag (M, sar, naro) = Aut(M, sar, nar0) /Mo, (Q) le
groupe des G—automorphismes extérieurs ; si M = G, on omet 'indice G.

Rappelons que 1'on note n§; = [Norg(M)(Q)/M(Q)|.

Le lemme 2.2.2 ci-dessous est un cas particulier du lemme 7.2 de [Kot]. Comme [Kot] n’est
pas publié, on le prouve directement par un calcul pour les groupes considérés dans ce texte.
On suppose désormais que G = GSp,,,, n € N. Si (M, sar, naro) € Eg(M) et (H, s, 19) est son
image dans £(G), alors on voit facilement que M’ détermine une classe de H(Q)-conjugaison de
sous-groupes de Levi de H. (Cette remarque est vraie en général et prouvée dans [Kot], mais on
n’a pas besoin de ce fait ; cf. la note 3 de [Mor10, 2.4].)

LEMME 2.2.2. Soit ¢ : ][ 5 ) ee(q) £(H) — C. Alors
Z ’A(Ha S, 770>|71 Z (n]\H/[H)ilgp(Hv Mp)

(H,s,m0)€€(G) MpyeL(H)
= Z (n%)_l Z |AG(M/7 SManM,O)‘_lgo(Hv MH)7
MeL(G) (M ,spr,m0,0)€EEG (M)

ou, dans la deuxiéme somme, (H, s, no) est I'image de (M, sy, naro) dans E(G) et My est
Iélément de L(H) associé & (M, sar, narp)-

(On écrira parfois M’ au lieu de My, car M’ et My sont isomorphes.)

Nous n’utiliserons ce lemme que pour des fonctions ¢ qui s’annulent des que leur deuxieme
argument n’est pas un sous-groupe de Levi cuspidal. Dans ce cas, le lemme résulte facilement
du lemme ci-dessous, qui se prouve comme la proposition 2.1.1. (Il serait facile aussi mais plus
fastidieux de montrer le lemme pour ¢ quelconque par un calcul explicite.)

LEMME 2.2.3. Soit n € N* ; on note G = GSp,,,. On note T le tore diagonal de G, et on
identifie T & C* x (C*)™ comme dans 2.1. Soit M un sous-groupe de Levi cuspidal de G. Alors
M est isomorphe a GT, x GLS x GSp,,,, avec m,r,t €N tels que n =m +r + 2t. Soit Ty, le
tore diagonal de M. On choisit un isomorphisme ’i‘M ~T tel que I'ensemble des coracines du
facteur GSp,,, de M soit {£é; £ éj,r +2t+1<i<j<n}U{Le,r+2t+1<i<n} et celui
du facteur GLY soit {4(€42i1 — €r12:), 1 <i <t} (les notations sont celles de 2.1).

Alors un élément (M, sy, ma0) de Eg(M) est uniquement déterminé par la donnée
de sy et si on suppose (comme on peut le faire) que sy € TM NT on a nécessairement
sy € Z(G)({1} x {£1}"). Pour tous AC{l,...,r}, BC{l,...,t} et mi,my €N tels que
m =mj + meo et my # 1, on note

mi mo
—— ——
/ /
SABmims = (S15- .oy 8p, 81,589, 1, ..., 1, —=1,...,—1),
avec si=—1siicAetsi=1siigA etsy =sy,=—1sii€Bets) =sh=1sii¢gB.

Alors I'ensemble des (1, 54,B.m,,m,) €st un ensemble de représentants des classes d’équivalence
de sps possibles.

Soit spr = (1, (s1,...,8n)) € {1} x {£1}" dans I'ensemble de représentants ci-dessus. Soit
(M, sar, maro) Délément de Eg(M) associé a sy, et (H,s,m) son image dans E(G).
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Soient ny=|{ie{l,...,n}|s;=1}, no=n—ny, m=|{ie{r+2t+1,...,n}|s; =1},
mo=m—my, m=|{Ge{l,....r}|si=1}, ro=r—r, t=3{ie{r+1,...,r+2t+1}|
si=1}| et to=t—t; (grace aux hypothéses sur sps, t1 et to sont entiers et ng et ma
différents de 1). Alors H= G(Spa,, x SO2n,), M’ =G/, x GLj x G(Spy,,, X SO2p,) et nll, =
2T+t(7“1)!(tl)!('f‘g)!(tg)!. Enﬁn, ’A(;(M/, SM, ?7]\/[70)’ =1siM 7é G.

On finit cette section en rappelant le résultat de [Kot, 7.3]. On suppose & nouveau que G
est un groupe réductif connexe sur un corps local ou global F'. Soit M un sous-groupe de Levi
de G.

DEFINITION 2.2.4. Soit v € M(F') semi-simple. Un G-quadruplet endoscopique de (M, ) est
un quadruplet (M, sar, 7ar,0,7"), ot (M, sar, maro) est un G-triplet endoscopique de M
et v € M/(F) est un élément semi-simple (M, M')-régulier tel que 7 soit une image de 7/
(cf. [Kot86b, 3] pour la définition de ces termes). Un isomorphisme de G-quadruplets
endoscopiques o : (MY, sp1, o1, vy) — (Mb, Sar2, Ma0,2,75) est un  isomorphisme de
G-triplets endoscopiques « : M} — M), tel que a(7]) et 74 soient stablement conjugués.

Soit I un sous-groupe réductif connexe de G qui contient un tore maximal de G. On a
une inclusion canonique Gal(F/F)-équivariante Z(G) C Z(I). On note ﬁg(I /F) Densemble
des éléments de (Z(1 1)/Z(G))Cal(F/F) qont llmage par le morphisme (Z(1 1)/Z(G))CGalE/F)
H(F, Z(G)) est triviale si F' est local, dans Ker!(F, Z(G)) si F' est global.

Remarque 2.2.5 [Kot, (7.2.1)]. Si I est inclus dans M, alors on a une suite exacte
1— (Z2(M)/2(G))SFF) — G (I/F) — fm(I/F) — 1.

Cette remarque est démontrée dans la preuve du lemme 6.3.4 de [Mor10].

On fixe v € M(F') semi-simple, et on note I = M.,. Soit (M, sas, nar0,7’) un G-quadruplet
endoscopique de (M, 7). On note I'=M,. Comme 7" est (M, M')-régulier, I est une forme
intérieure de I (cf. [Kot86b 3]), donc on a un isomorphisme canonique Z (I )~ Z (f’ ). On note
K(M, sy, maro,7') Vimage de sy par le morphisme Z(M’) c 2(I") ~ z(I).

LEMME 2.2.6. L’application (M, sar, naro, ') — &(M, sar, o, y') induit une bijection de
I'ensemble des classes d’isomorphisme de G-quadruplets endoscopiques de (M, v) sur Rg(I/F).
De plus, tout automorphisme d’un G-quadruplet endoscopique de (M, ) est intérieur.

Ce lemme est le lemme 7.1 de [Kot]. Il s’agit d’une généralisation du lemme 9.7 de [Kot86b],
et il se prouve de la méme maniere que ce lemme.

3. Calculs en la place infinie

3.1 Notations et rappels

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur R. Dans cette section, on forme les L-groupes en
utilisant le groupe de Weil Wg. Rappelons que Wg = W L WeT, avec We = C*, 72 = —1 et, pour
tout z € CX, 72771 =%, et que Wx agit sur G via son quotient Gal(C/R) ~ Wgr/W¢c. On note
II(G(R)) (respectivement Iliemp(G(R))) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations
admissibles irréductibles (respectivement et tempérées) de G(R). Pour tout 7 € II(G(R)), on
note O le caractere de Harish-Chandra de 7 (c’est une fonction analytique réelle sur Gyeg(R)).
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On suppose maintenant que G(R) a une série discrete. Soient A le sous-tore déployé (sur R)
maximal du centre de G et G la forme intérieure de G telle que G /A soit anisotrope sur R. On
pose ¢(G) = dim(X)/2, ou X est I'espace symétrique de G(R). On note I4isc(G(R)) C II(G(R))
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations de la série discrete.

L’ensemble Ilgs.(G(R)) est réunion disjointe de sous-ensembles finis tous de méme cardinal,
qui sont appelés L-paquets et paramétrés par les classes d’équivalence de parametres de
Langlands elliptiques ¢ : Wg — “G ou, ce qui revient au meéme, par les représentations
irréductibles de G(RR). On note II(p) (respectivement II(E)) le L-paquet associé au parametre ¢
(respectivement & la représentation irréductible E de G(R)), et d(G) le cardinal des L-paquets
de Mgis.(G). Rappelons que, si E est une représentation irréductible de G(R), alors II(E) est
I'ensemble des éléments de Ilgs.(G(R)) qui ont le méme caracteére central et le méme caractere
infinitésimal que FE.

Soit 7 € Igisc(G(R)). On note fr un pseudo-coefficient de 7 (cf. [CD85]).

Pour tout parametre de Langlands elliptique ¢ : Wg — G, on note
=2 On
Tell(p)

On va maintenant calculer l'entier d(G) dans le cas des groupes symplectiques.
Soit n € N*. On note G = GSpy,, et T le tore diagonal de G. On a Ag = Gy, I2,. Soit

( al 0 0 bl
0 ap b 0
Ten = 0 _bn a" 0 2= =a b2 £0
n n
—b1 0 0 al

Alors Ty est un tore maximal de G, et To /A est anisotrope sur R. Notons

1 I, A,
uG = /3 <iAn I, > € Spy, (C).
La conjugalson par uG induit un isomorphisme o : Te ¢ — T¢. On utilise a pour identifier
Ten et T. On note Qg = W(Ten(C), G(C)) et Qgwr) = W(Ten(R), G(R)) les groupes de Weyl
de Tey sur C et sur R. On a Qg ~ W(T(C), G(C)) ~{£1}" x &, ou &,, agit sur {£1}" par

(0,(e1, -y €n)) ¥ (€5-1(1) - - - s Eo—1(n))- Lie sous-groupe Qg k) de Qg est le groupe engendré
par (—1,...,—1) € {£1}" et par &, donc d(G) =2""1.

Remarque 3.1.1. Soit E =Q[v/—1]. On note U(1) le groupe des éléments de norme 1 de
E et G(UL)")={(z1,...,2n) € EX,T1x1 = =Tpxyp}. Alors le tore Ty est isomorphe a
G(U(1)™) par le morphisme

( diag(ay, ..., an) diag(by, ..., bn)An
fa :

—A, diag(by,...,b,) diag(an,...,a1) ) — (a1 + by, ..., an +iby).

On aura aussi besoin de connaitre un tore maximal elliptique d’un groupe orthogonal. Soit
n € N*. On note G = GSO», et T le tore diagonal de G. On a Ag = G, [2,. Si n est impair,
alors Ggr n’a pas de tore maximal elliptique. On suppose a partir de maintenant que n est pair,
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et on note ¢ =n/2. On note T¢ le sous-groupe de G formé des matrices

a1 b dq C1
—b1 al 0 0 C1 —d1
0 ag by dg Cq 0
g= —bg aq cq —dg
0 —dq ¢q ag —by 0
¢qg dgq bg Gq
—di ap —b
cp dy 0 0 by @
avec ay, by, ¢, d, € G, tels que a,c, + byd, =0 pour tout r € {1,...,q} et a% + b% + c% + d% =

co=al+ b2 4+ dl#0 (onac(g) =ai +b] + ¢} + d}). Alors Tey est un tore maximal de G,
et Ten/Ag est anisotrope sur R (donc G est cuspidal). Notons

1 7 ) 1
i —1 0 0 1 —3
1 7 ) 1
1 0 1 —1 1 — 0
ug = = . S SOQTL(C>.
2 0 ) 1 -1 — 0
1 —1 —1 1
) 1 -1 —
—1 0 0 —1 1

La conjugaison par ual induit un isomorphisme « : Te ¢ — T¢. On utilise a pour identifier

~

Tey et T.

Remarque 3.1.2. Le tore T est isomorphe a G(U(1)") (ce groupe est défini dans la
remarque 3.1.1) par le morphisme B¢ qui envoie la matrice g ci-dessus sur

(a1 +iby + c1 + idy, a1 +iby —c1 —idy, . .., aq + ibg + cq + idg, ag + ibg — cg — idg).

Remarque 3.1.3. Soient n1,ny € N et G = G(Spy,, X SO2,,). Alors Gr ne peut avoir un tore
maximal elliptique (sur R) que si ng est pair. On suppose que ng est pair. En utilisant les
exemples ci-dessus, on construit facilement un tore maximal elliptique T de G (en particulier,
G est cuspidal) et un élément ug € Gger(C) tel que Int(ual) envoie Ty sur le tore diagonal. On
obtient aussi un isomorphisme ¢ : Tep — G(U(1)"1172).

Rappelons une construction d’Arthur et Shelstad.

Soit G un groupe réductif connexe sur R. Un caractére virtuel © sur G(R) est une
combinaison linéaire & coefficients dans Z de fonctions O, 7 € II(G(R)). On dit que O est
stable si ©(y) = ©(7') pour tous 7,7 € Gyeg(R) stablement conjugués.
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Soit T un tore maximal de G. On note A le sous-tore déployé maximal de T et M =
Centg(A) (un sous-groupe de Levi de G). Pour tout v € M(R), on note (comme dans 1.2)

D§; () = det(1 — Ad(y), Lie(G)/Lie(M)).

LEMME 3.1.4 ([Art89, 4.1] et [GKM97, 4.1]). Soit © un caractere virtuel stable sur G(R). Alors
la fonction

7y — [Df(m)['?6(v)
sur Teg(R) s’étend en une fonction continue sur T(R), qu'on notera ® (-, ©) ou ®§,(-, ©).

Dans la suite, on considérera parfois ®,/(-, ®) comme une fonction sur M(R) définie de
la maniére suivante : si v € M(R) est conjugué a ' € T(R), alors ®p/(,0) = Pp(7/, 0O) ; si
v € M(R) n’a aucun conjugué dans T(R), alors ®/(y, ©) = 0.

Remarque 3.1.5. La fonction ®ps(-,0) sur M(R) est invariante par conjugaison par
Norg(M)(R) (car © et DY, le sont).

Soit V' une représentation algébrique irréductible de Gg¢. On peut voir V' comme une
représentation irréductible de G(R), donc on a un L-paquet II(V) associé & V. On note ¢
un parametre de Langlands de I1(V'). On va rappeler la formule pour ®§ (-, S ©,) qui est donnée
dans [GKM97, §4].

On rappelle que, si (X, X*, R, RY) est un systéme de racines tel que R engendre X et que
—1 soit dans le groupe de Weyl de R, alors on a une fonction ¢g : Xyeg X X7oe — Z, dont les
propriétés sont données (par exemple) dans [GKM97, §3]. On a noté ici Xyes (respectivement

X eg) V'ensemble des éléments réguliers de X (respectivement X .1

On note B(T) 'ensemble des sous-groupes de Borel de G¢ contenant T, et on fixe B € B(T).
Pour tout B’ € B(T), on pose pp' = 3 Yacorn) @€ XN (T)©z Q, Ap =[[,co(rn(l — a™l),
et on note A le plus haut poids de V relativement a B’. On note ®* = ®(T, B). Soit  le groupe
de Weyl de T(C) dans G(C). Pour tout w € £, on note ®(w) =0+ N (—wd™"), {(w) = |P(w)]
la longueur de w, £(w) = (—1)““). Le groupe Q agit simplement transitivement sur B(T). Si
B’ € B(T) est égal & wB, alors pp/ = wpp et Apr = wAB.

Soit T(R); le sous-groupe compact maximal de T(R). On a T(R)~ A(R)? x T(R);. On
note p: X*(T) ®z R — X*(A) ®z R le morphisme induit par la restriction. Comme V est
irréductible, le tore central Ag de G agit sur V par un caractere, que 'on note Ag. Le Q-
espace vectoriel X*(Ag) ®z Q est de maniere naturelle un facteur direct de X*(T) ®z Q, donc
on peut aussi voir \g comme un élément de X*(T) @z Q.

On note R l'ensemble des racines réelles dans ®. Soit v € T(R). On note R,={a¢
Rla(y) >0}, Rf ={acR|a(y)>1} et er(y) = (_1)<b+m(—R;‘)_ On écrit v = exp(x)y1, avec
€ X (A) @z R=Lie(A) et 71 € T(R)1, et on suppose que v € Treg(R). On définit des entiers
n(vy, B’), B’ € B(T), de la maniére suivante : si y n’est pas dans Z(G)(R)Im(Ggs(R) — G(R)),
alors n(y,B’) =0 pour tout B’ € B(T) (Z(G) est le centre de G, et Ggc —> Gger est le
révetement universel du groupe dérivé Gge, de G). Sinon, alors —1 est dans le groupe de Weyl
de R, (cf. [GKM97, §4]), donc R, donne une fonction

c=¢Cr, : (Xi(A/Ag) @z R)reg X (X" (A/AG) ®z R)reg — 7Z,

! La définition d’un élément régulier de X* est celle de la section 3 de [GKM97].
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et, pour tout B’ € B(T), on pose
n(77 B/) = E(CC, p(AB’ + B — )‘0))

Enfin, on note P le sous-groupe parabolique de Gg de sous-groupe de Levi M qui contient
B et By =B N M (un sous-groupe de Borel de M). Comme le tore maximal T de M est tel
que T/A est elliptique (sur R), P est défini sur Q (cf. [GKMI7, §5]).

FAIT 3.1.6. On a
Tr(y, V Z (7)) AR () =Ag(y) ! Z e(w)(wAB)( H a (),

B’eB(T) weN aecb(w)

9O0,(7) = (=)D 3" n(y, BNs(v)Ar (1)

B/cB(T)

et (v, SO,) est égal a
(=11 Der()d e (NAB, (N Y c@n(r, wB)wAs)() [[ a7'():

we acd(w)

Démonstration. La premiere formule pour Tr(y, V) est celle de [GKM97, §4] (c’est la formule
du caractere de Weyl) ; la deuxieme formule s’en déduit immédiatement. La formule pour SO,
est celle de [GKMO97, §4]. Pour en déduire la formule pour <I>]\G4(7, 50,,), il suffit de montrer que

_ _pt
DS (N2 = 05 () AB()AB,, (7)1 (~1)1 TR

Or on a
DSy (y) = det(1 — Ad(y), Lie(G)/Lie(M)) = 11 (—a()(1—a (7))
acd+—&(T,Byy)
donc

DG =TI a1 —a () = 6%, (1) IAB() AR, (1) .
a€<I’+—<I>(T,BM)

Toutes les racines imaginaires de T sont dans ®(T, M), donc une racine dans &+ — ®(T, By)
est soit complexe, soit réelle. Soit o€ ®T — ®(T,Bys). Si « est complexe, alors il existe
o/ € DT — (T, By), o #a, telle que (1—a (7)1 —a (1) =]1—a"1(7)2>0. Si a est
réelle, alors 1 — a~1(y) < 0 si et seulement si a € —Rj . Ceci finit la preuve. a

Remarque 3.1.7. Si G = GSp,,,, alors le groupe dérivé de G est simplement connexe, donc
Im(Ggc(R) — G(R)) est simplement Gger(R). On voit facilement qu'un élément g de G(R) est
dans Z(G)(R)Gger(R) si et seulement si ¢(g) > 0.

3.2 Transfert
Rappelons d’abord quelques définitions de [Kot90, §7].

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur Q. Pour tout tore maximal T de G, on
note Bg(T) 'ensemble des sous-groupes de Borel de G¢ contenant T. On suppose que G a un
tore maximal T¢ tel que (T¢/Ag)r soit anisotrope, et on note G une forme intérieure de G
sur R telle que G/Ag g soit anisotrope. On note Qg = W (T (C), G(C)). Soit ¢ : Wg — LG
un parametre de Langlands elliptique.
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Soit (H, s,nmp) un triplet endoscopique elliptique de G. On suppose qu’il existe un L-
morphisme 7 : “H — G qui prolonge 7o : H— G (ceci est vrai si Gger st simplement connexe
d’apres la proposition 1 de [Lan79]), et on note ®(¢) 'ensemble des classes d’équivalence de
parametres de Langlands g : Wr — “H tels que 1o ¢ et ¢ soient équivalents. On suppose
que le tore T provient d’un tore maximal Ty de H, et on fixe un isomorphisme admissible
j: Ty — Tg (i.e. obtenu comme a la fin de [Lan83, 11.4]). On note Qy = W (Tx(C), H(C)).
On a j.(®(Ty,H)) C (T¢, G), donc j induit une application j*: Bg(T¢) — Br(Tg) et un
morphisme injectif QO — Qg, qu’on utilise pour identifier 2y a un sous-groupe de Q.

Soient B € Bg(T¢) et By = j*(B). On note

2 ={weQe|j"(wB)) =Bu}
= {we Q| w ' (ju(®(TH, By))) € ®(Tg, B)}.
Alors, pour tout w € Qg, il existe un unique couple (wg,wy) € g X Q. tel que w=wpyws.
De plus, on a une bijection ®x () —— Q, : & un élément gy € Py (), on associe 'unique
wi (@) € Qs tel que (wi(pr) "t o4, B, By) soit aligné avec ¢y (au sens de [Kot90, § 7, p. 184]).

Le sous-groupe de Borel B définit aussi un L-morphisme np: Tg— “G, unique
& conjugaison par G pres (cf. [Kot90, p. 183]). Ce morphisme vérifie ng(Wc) C ¥G.q C *G
et, pour tout z € We =C*, np(z) =np(2°Z7°) x z, ol p=pp et ou on utilise les conventions
de [Kot90, p. 183] (ou [Bor77, 9.1]) pour noter les morphismes C* — T¢.

Rappelons la normalisation des facteurs de transfert utilisée dans [Kot90, §7].

DEFINITION 3.2.1. Avec les notations ci-dessus, on pose, pour tout vy € Ty (R),

Aj sy, ) = (1)1 ST Ey g () 11 (1—a(y™h),
a€®(Tg,B)—ju(2(Ty,Bn))

ou v=j(yg) et xp est le quasi-caractere de Tg(R) associé au 1-cocyle a: Wg — Tq tel
que nong, ©j et np - a soient conjugués par G.

Remarques 3.2.2. (1) Soit g € ®u(p) tel que wi(em)=1. Quitte a conjuguer ¢
(respectivement @) par G (respectivement H), on peut écrire ¢ =ng o ¢p (respectivement
YH =1NBy ©¥YBy), OU pp (respectivement ¢p, ) est un parametre de Langlands pour Tg
(respectivement Tp). On note x, p (respectivement X, B,) le quasi-caractere de Tg(R)
(respectivement T (R)) associé & ¢p (respectivement ¢p,, ). Alors Xp = Xu.B(Xey.By ©J 1)1

(2) Soit w € Q. On éerit w =wpwy, avec wy € Uy et wy € Q. On note, comme dans 3.1,
@(w) = (I)(Tg, B) N (—wq)(Tg, B)) et CI)H(LUH) = (I)(TH, BH) N (—wH(I)(TH, BH)) Alors

XBXW(lB)Z( H a)( H a>_1.

€GP (wh) acd(w)

On en déduit en particulier que A; gy = &(w«)Aj B.

Comme dans 3.1, on fixe une représentation algébrique irréductible V' de Gg, et on note ¢ un
parametre de Langlands du L-paquet associé a V. On note A\ le plus haut poids de V relativement
a B. Remarquons que la restriction de A & Tg(R) est égale au quasi-caractere x, g du point (1)
de la remarque ci-dessus.

On peut supposer que p(W¢) C Te et que la restriction de ¢ & W = C* est de la forme z —
APzt ot p€ X*(Tq) @z C est tel que A+ p— pu € X*(Tg). Comme dans la définition 3.2.1
ci-dessus, on note a : W — 'T‘G le 1-cocycle tel que nonp, © 3\ et np - a soient conjugués par G.
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La proposition ci-dessous est immédiate.

PROPOSITION 3.2.3. On suppose que le quasi-caractére xp de T (R) associé au 1-cocycle a est
algébrique (d’aprés le (2) de la remarque 3.2.2 ci-dessus, cette condition est indépendante du
choix de B). Pour tout w, € €, on note Vi, la représentation algébrique irréductible de Hc
de plus haut poids (wsA — Xw,B) © j relativement a By et ¢p,,, un parametre de Langlands du
L-paquet de la série discrete de H(R) associé a Vi, . Alors @y (p) ={¢Hw,,ws € Q}. Si de
plus la restriction de xp a Ag est triviale (par exemple, si ) envoie LH,, dans LGad)7 alors Ag
agit par le méme caractére sur V' et sur les Vi, , wy € Qy (on identifie Ag a un sous-groupe de
H en utilisant j).

On remarque que les conditions de la proposition sont vérifiées pour les groupes symplectiques
si on choisit les morphismes 1 comme dans 2.1 (sous la proposition 2.1.1) et 5.3 (cf. 'exemple 3.2.4
ci-dessous). En fait, comme (Tg/A¢) est anisotrope sur R, xp est algébrique si et seulement
si sa restriction & Ag(R) est algébrique (ce qui est vrai en particulier si cette restriction est
triviale).

Ezxzemple 3.2.4. Soient n € N* et ni,ng € N tels que no soit pair et n=mni 4+ ng. On pose
G = GSp,,,, et on prend pour (H, s,n9) le triplet endoscopique elliptique de G associé a ng
comme dans la proposition 2.1.1 (donc H = G(Spy,, x Spy,,)). On choisit le prolongement
évident n de ng.

On a défini dans 3.1 des tores maximaux elliptiques T = Tgen et Ty = Tren de G et H, et
des isomorphismes ¢ : Tg — G(U(1)") et By : Ty — G(U(1)"). On prend j = 35" o By
Ty —— Tg. On a aussi défini ug € G(C) tel que Int(ual) envoie T ¢ sur le tore diagonal de G,
et on utilise la conjugaison par ug pour identifier Qg et {+1}" x S,,. Avec cette identification, on
a QH :Ql X Qg, ou Ql = {:l:l}nl X 6n1 et QQ = {(81, e En2) S {:l:l}nz ’81 c ot Epy = 1} A 6n2
(le groupe Q) X €y se plonge de maniere évidente dans {£1}" x &,,).

Soit
* *
B =Int(ug) € Ba(Tg).
0 *
Al.ors Q. ?st I’ensemble des (g1, ...,&,) X o dans {£1}" x &, tels que U|{1, oy € Ul{n1+1, )
soient croissants et que €1 =---=¢,-1 = 1. On pourrait aussi donner une debcmptlon explicite

de la bijection @ (p) — Q., comme dans la remarque 3.3.3 de [Mor10].

Calculons le 1-cocyle a de la définition 3.2.1. Soit By = j*B. On choisit des plongements
TG cGetT g C H tels que le diagramme suivant commute.

Hm>

—G
<; TG
J
On peut supposer que les restrictions de np et np, a ’TG et ’TH sont données par ces
plongements. Les restrictions de np et np, a Wc sont déterminées par la définition
des ces morphismes. Enfin, on a ng(7) =®axT (respectiverilent e, (1) =Py x 1), ou g
(respectivement @) est un relevement dans G (respectivement T') de I’élément (—1, ..., —1) x 1
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(respectivement ((—1,...,—1)x1) x ((—=1,...,—1)x 1)) du groupe de Weyl W(Tg, é) o~
{£1}" x &,, (respectivement W(’TH, ﬁ) ~ 0 x Q). On peut choisir ®; et Py tels que
No(®rr) = Pg. On a alors a(7) =1, et la restriction de a & W est z —— zPBu ~PEZPE~PBH . Donc
le quasi-caractere xp de Tg(R) associé & a est le caractere (algébrique) (pp, o i~ )pg' (on
remarque que pp et pp, sont des caracteres). Autrement dit, on a

xB o Int(ug)(A1, -y Agn) = (A1 - Any )™ Ang 1+ - A

On suppose a nouveau que G est quelconque. Soit M un sous-groupe de Levi cuspidal
de G, et soit (M, sar, nar0) € Ee(M) (cf. 2.2) dont I'image dans £(G) est (H, s, 7). On
a une classe de conjugaison de sous-groupes de Levi de H associée & (M, sar, naro0), et
on note My un élément de cette classe ; on suppose que Mpy est cuspidal. On fixe des
tores maximaux elliptiques Ty et Ty, de M et My. On fixe up € G(C) et up, € H(C)
tels que uy; Tar(Cluy = Ti(C) et uﬁHTMH((C)uMH =Tg(C), et on suppose qu'il existe un

isomorphisme admissible jas : Tz, — T tel que le diagramme suivant soit commutatif.

Int(u},')

Ty Tac

] I

Thtyc ——> Thg
Int(u )

L’isomorphisme js induit comme ci-dessus des applications jas. : (T, H) — ®(Tar, G)
et ji; : Ba(Twy) — Bu(Tar,) (et des applications similaires si on remplace G par M et H par
M ). On utilise la conjugaison par us (respectivement wyy,, ) pour identifier Q¢ (respectivement
Q) et W(Tu(C), G(C)) (respectivement W (T, (C), H(C))). Si B € Bg(T ), on lui associe
le sous-ensemble Q. C Q¢ et la bijection ®z(p) — Q. définis par Int(u;;)(B) € Bg(Tg).

On note R (respectivement Ryr) 'ensemble des racines réelles de ®(Tjs, G) (respectivement
O(Thr,, H)). On a jy(Ry) C R. Siy € Ty (R) et vy € Tayy, (R), on définit des signes ep(7y) et
ery (yr) comme dans 3.1. Soit v € T reg(R). On définit des entiers ny (v, B), B € B(Ty), de
maniére similaire aux entiers n(y, B) de 3.1, mais en utilisant jas«(Ryr) au lieu de R (si 53/ (7)
n’est pas dans Z(H)(R)Im(Hs(R) — H(R)), on prend ng (v, B) =0 pour tout B € B(Ty)).
On définit une fonction S@g sur Tpsreg(R) en utilisant la formule du fait 3.1.6 pour SO, ou
on a remplacé n(y, B) par ng (v, B). La preuve du lemme 4.1 de [GKM97] s’adapte facilement
A ce cas et implique que la fonction &S W S@H )= ]DG 1/ 2S@H se prolonge par continuité &
Ty (R).

D’apres [Kot, p. 23], le e morphisme 7 détermine un L-morphisme 7y : IMy =M — M,
unique a conjugaison par M pres, et qui prolonge 7z,o- 2 On utilise ce morphisme 7y, pour définir
des facteurs de transfert Aj, B,,, pour tout By € Bas(Tys) : pour tout yg € Ty, (R), on pose

1Sy, () 11 (1=aty™)
ae(b(T]\f,BM)fj]\J*((b(T]WH 7BMH))

Aj]\/hBM (7H7 'Y) = (_

(noter le signe), oty = jar(vw), Bay, =33, (Bar) et t XB), ost le quasi-caracteére de TM(R) associé
au l-cocyle aps : Wr — Ty tel que nas o By, © jM et np,, - ap soient conjugués par M.

281 G = GSp,,,, il existe un choix évident pour ce morphisme, puisque M et M’ sont déployés sur Q.
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La proposition suivante est une généralisation des calculs de [Kot90, p. 186].

PROPOSITION 3.2.5. On suppose que la condition de la proposition 3.2.3 sur n est vérifiée.
On fixe B € Bg(Tyy) (qui détermine €, et ®y(p) — Q.), et on note By, = BN M. Soient
vi € Tary (R) et v =gy (ym). Alors :
er(v )ery (Vi ) DjarBas (Y NG (7 SO = Y e(wilem) @, (Vg SO4)-
pHEPH(p)
Remarque 3.2.6. Comme Aj, B, (va,7) =0 si yg n'est pas (M, Mg )-régulier, le terme de

droite dans 1’égalité de la proposition est non nul seulement si vy est (M, My )-régulier.

Remarque 3.2.7. Pour les groupes unitaires de [Morl0, 2.1], on a toujours juy«(Rp)= R. La
proposition 3.3.4 de [Mor10] est donc un cas particulier de la proposition ci-dessus.

Démonstration de la proposition. Soient By = j3,/B et By, = ji;Ba. Soit P (respectivement
Py) le sous-groupe parabolique de G (respectivement H) de sous-groupe de Levi M
(respectivement My) et contenant B (respectivement By). On note @ = ®(Ty, B), @}, =
®(Ty, By), @4 =®(Tuy, Ba) et @y =®(Tary,, Bag,). Soit Bo = Int(up)B € Ba(Tq).
D’apres les hypotheses, le caractere xp, de Tg(R) est algébrique. On note xp le caractere
XB, ©jm de Thr, et on définit de méme un caractére x,(p), pour tout w €. Il résulte

des 1clé2ﬁniti?112s que la quasi-caractere xp,, de Tpr(R) est égal & xp Haedﬁ—(dﬁ,u@;) a|1/2 =
XB(SP/(R) (5;H/(R) o J]\_/[1>

Comme j' (T s reg(R)) est dense dans Ty, (R) et que les deux cotés de 'égalité a prouver
sont des fonctions continues, on peut supposer que vy est régulier dans G. Le facteur de transfert

Ajy By (vH, ) est alors égal a
(=) 1+ B (3)5F ) (Np iy () A (VA (77
Soient i € P (p) et we = wyi (). D’apres le fait 3.1.6, on a
@ﬁH (7;117 SG@H)
= (1) ep, (v )0p o () Ay, (7 !
« Y ewmn(it wnBm) (@re N @news) ) T atm).

wHEQY ac€®p(wr)
Or n(vy , wnBy) =ng(v ! wyw,B) et
(@aXw.B) (V) = XeomwB(N =x8(0) [ o) JI o ')
a€P(wyws) a€®(wh)

(cf. la remarque 3.2.2), donc er (v Very, (Vi) Ajy By (Vi 7)_15(w*)<I>AH/[H (Vi SO,y ) est bgal &

(1)1 Der(r op (1) D elwrwInu (v wpwB)wrw () [ aly).

wHEQH a€P(wrwsx)

Ceci implique le résultat cherché. O

Ezemple 3.2.8. On utilise les notations du lemme 2.2.3. On a M ~ G”, x GL} x GSp,,,, avec
r 4+ 2t + m=mn. Soit Tj; un tore maximal elliptique de Mg. On a Tj; = G:n,R x Ty x- - X

T; x T, ou Ty,...,T; sont des tores maximaux elliptiques de GLar et T est un tore maximal
elliptique de GSpy, g. Pour tout i € {1,...,r}, on note ¢; : Tpy — G,,, g la projection sur
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le i-ieme facteur G, g. Pour tout j e {1,...,t}, on note o : Ty — Gy, le composé de la
projection sur le facteur T; et du morphisme det : T; — G, g. Alors 'ensemble R des racines
réelles de Ty dans GSpy, g est égal & {£(e; —ey), 1 <i<i' <rjU{£(ei+er+c),1<i<
i <r}u{E(ag +c)}U---U{E(ar +¢)}. Donc R est de type C, x A}. Soit je€{1,...,t}. Le
quotient de T; par le centre G,, gl> de GLar est anisotrope sur R, donc (T;/G,, rI2)(R) est
connexe. On en déduit que a;(g) > 0 pour tout g € Tp(R).

On suppose que spr est égal a I'élément (1,54 Bm, m,) défini dans le lemme 2.2.3 (A C
{1,...,7}, BC{l,...,t}, mi,ma €N tels que mo # 1 et m =my +mg). Alors My ~ G/, x
GL} x G(Spay,, X SOgp,,). Comme My est cuspidal, my est forcément pair. On peut supposer
que Trry =G g x Ty x -+ x Ty X T', ot T/ est un tore maximal elliptique de G(Sp,,,, x
SO2m,), et que jar: Tary =T, est lidentité sur Gl g xTyx---xT; On note A; =
{1,...,7r} — A et Ay = A. Alors I'image par jj, de I’ensemble Ry des racines réelles de Ty,
dans Hest {£(e; —ey), i <i',i,¢' € Ay} U{E(e; + ey +¢),i,i € Ai}U{L(e; —ey),i<i,i,i' €
Ay U{x(e; + e +c),i<iyiyi' € As U{Et(a1 +¢)} U+ U{£(a + ¢)}. Donc jar«(Rp) est de
type Cy, x D, x At ot r; =|A1| et 79 = |Az|. On voit aussi que jy+(Ry) = R si et seulement
si To = 0.

On se place dans la situation de I’exemple ci-dessus. On suppose de plus que M est standard et
que Iisomorphisme M ~ G’ x GLL x GSp,,, est, & 'ordre des facteurs dans la partie linéaire
pres, celui défini dans 1.1. On note QM le groupe d’automorphismes de M engendré par les
automorphismes suivants :

— pour tout i € {1,...,r}, le morphisme

ui:(Ah'"7AT’7917"'7gt79)'_>()\17"'7)\i—17c(g)71)\i_17)\i+17‘"’Ar“gl""’gt’g) ;

— pour tout j € {1,...,t}, le morphisme
Uj:(Al)"')Arvgh"'vgtag)
[ — ()\17 ey )‘7‘7 g1, - .- )gj—la C(g)ilAthj_lA27 gj+17 -y gty 9)7

(Ao s A €Goy g1, - -+, gt € GLa, g € GSpy,y,, A2 =(0}) € GL2(Z)). Alors OM agit sur M
par conjugaison par des éléments de G(Q). On fait agir QM sur My ~ G?, x GL} x G(Spyy,, ¥
S0s,,,) par les mémes formules. On note &, : Q™M — {+1} le morphisme qui envoie les vy, . . . , v
sur 1 et tel que, pour tout i € {1, ..., r}, ex(u;) = —1 si et seulement si i € A. On voit facilement
qu'un élément w de QM agit sur My par conjugaison par un élément de H(Q) si et seulement
sieg(w)=1.

COROLLAIRE 3.2.9. On se place dans la situation de la proposition 3.2.5, et on définit une
fonction ¢ : My (R) — C par la formule suivante : pour tout vy € My (R),

Yovm) = Y elwlon) @i, (Vi SOuy).
en€®H(p)

Alors, pour tous yg € Mg (R) et w € QM on a

P(wve)) = ex(w)¥ (V).

Démonstration. Comme Ker(g,;) agit sur Mg par conjugaison par des éléments de H(Q) et que ¢
est clairement invariante par conjugaison par H(R), il suffit de montrer 1’égalité du corollaire
pour un w € QM tel que e, (w) = —1, par exemple w = u;, avec i € A.
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Soit v € My (R). Si yg n’est pas elliptique ou n’a pas d’image dans M(R), alors il en est
de meme de w(vg), et Y(vy) =¥ (w(yg)) =0. On peut donc supposer qu’il existe des tores
maximaux elliptiques Tp; et Ty, de Mg et Mpyr et un isomorphisme jas : Ty Ty
comme ci-dessus tels que vy € T, (R). Onnote v = jas(vp) ; il est clair que u; () = jar (wi(ym))-
D’apres la proposition 3.2.5,

w(’YH) = 5R(771)€RH (’Y;Il)A]'Z\/bB]VI (7H7 V)C]:)J\G/[(’Vi% S@g)

On voit facilement, en utilisant le fait que ja.(Rj;) est stable par u;, que <I>]\G4('y_l, S@g )
O (ui ()71, S@g). I est tout aussi facile de vérifier que A;,, B, (wilva), wi(y)) =
Ajy By (v, v). 11 suffit donc de montrer que :

er(ui(y) ery (wilya) ™) = —er(v " ery (vg))-

Il est facile de voir que wu; fait changer de signe exactement une racine de R,‘Y" (2¢; + ¢ ou
—(2¢; + ¢), avec les notations de 'exemple 3.2.8), donc eg(u;(7) ') = —er(y~!). Comme i € A,
cette racine n’est pas dans jy«(Rp), donc u; préserve RE,'YH’ et ery (wi(ve) ™) =ery (Vi)-
Ceci finit la preuve. O

3.3 Calcul de certains ®/(7, ©)

Soit n € N*. On note G = GSpy,,. Soient M un sous-groupe de Levi cuspidal standard de G et P
le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de Levi M. On note B le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures de G (c’est un sous-groupe de Borel contenu dans P). On
note M, la partie linéaire de M et M, sa partie hermitienne. Soit Tj; un (R)-tore maximal
(R-)elliptique de Mg. On note R I’ensemble des racines réelles de Tj; dans G, et R I’ensemble
des racines de R qui sont positives pour 'ordre donné par P.

Soit yar € Tar(R). On note I =M,,,. On fixe ky € Am(L/R), et on note (M, sar, nar0,7)
le M-quadruplet endoscopique de (M, v)s) associé a ks (cf. la fin de 2.2 ; on remarque que 7/
est (M, M')-régulier par construction). Pour tout x € Rg(I/R), on note (M., Sas,x, 70,0, Vi)
le G-quadruplet endoscopique de (M, yys) associé & &, et (Hy, S, 7s,0) le triplet endoscopique
de G associé & (M, sark, NM,k,0) (méme référence). Si I'image de k par Papplication naturelle
Ra(I/R) — AMm(I/R) est k), alors il existe un isomorphisme M/ ~ M’ qui envoie 7/ sur v/,
et on peut supposer que 77,0 = N,x,0 €t sMZ(ﬁ) = sMﬁZ(ﬁ). On note Kg(I/R). 'ensemble
des k € Rg(I/R) tels que :

e les triplets endoscopiques (Hy, Sy, 1i,0) €t (ML, Sar.x, Ma,k,0) sont elliptiques ;

e les groupes M/, et H,, admettent des R-tores maximaux elliptiques (sur R).

Soient 7,t,m €N tels que M; ~G’, x GL, et My, ~ GSpy,, ; on a n=r+ 2t + m. Pour
tout ¢ € {1,...,r}, on note e, : M — G,,, la projection sur le i-ieme facteur G,,. Pour tout
je{l,...,t}, on note oj : M — G, le composé de la projection sur le j-ieme facteur GLy et
du morphisme det : GLy — G,

Soient m1, mg € N tels que m = my + ma, mg # 1 et M/ = M; X G(Spy,,, X SO2y,). Comme
M’ contient un R-tore maximal elliptique sur R, msg est forcément pair. On peut supposer
que sy = (1, 52,5,m1,ms), O les notations sont celles du lemme 2.2.3. Alors il résulte
facilement de ce lemme et de la remarque 2.2.5 que {x € Rg(I/R)¢ | Kk — kar} s’identifie a
I'ensemble des (1, 54.Bmi,ms), avec AC{l,...,r} tel que |A] soit pair et BC{1,...,t}.
Pour tout s=(s1,...,s,) € {£1}", il existe une unique permutation o€ &, telle que
Uﬁz'le{l,...,n}lsizl} et a|_{2.1€{1’m,n}|si:_1} soient croissantes et que o - s:=(S;-1(1) - - -, Sg-1(p)) SOit
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delaforme (1,...,1,—1,...,—1);onlanote o(s). Sik € Ra(I/R)c et (1, 54,B,m,,m,) st associé
a k comme ci-dessus, on note £(x) la signature de o(s4,B,m,,m,) €t, pour tout C C {1,...,t}, on
note ec(r) = (—1)B7CI.

PROPOSITION 3.3.1. Soit V une représentation algébrique irréductible de G. Soit ¢ : W — G
un paramétre de Langlands du L-paquet de la série discréte de G(R) associé a la contragrédiente
de V. Sic(var) <0 (ce qui peut arriver seulement si My, est un tore), alors <I>1\H/IZ (.71, SO,,)=0
pour tout k € Rg(I/R), et tout parametre de Langlands elliptique ¢ de H,,. On suppose que
c(ym) >0, et on fixe kpyr € Rpr(I/R) et (M, sar, nar0,y') comme plus haut.

(i) Soit C C {1,...,t} non vide. Alors

S AN ) i) Y (o) B (7 50,,) = 0.

KkE€RG (I/R)e eue®m, (¢)
K— K
(ii) Sie;(yar)?c(yar) < 1 et aj(yar)e(yar) < 1 pour tousi € {1,...,r}etje{1,...,t}, alors:
M) o | _
r+t G\—1 G)+dim(An /A M / 1
2 k‘(G) (nM) (_1)(1( ) (An/Ac) Z AM’,sM,moo(’Y 77M) E(R)
rERG (I/R)e
K——K M
XD elwnlem) BN (T 80p) = Lus(a),
eHEDPH, (¥)

ot Lys(yar) est défini dans 1.2 (on utilise B pour former les bijections ¢ —— wy(pp) dans le
membre de gauche).?

On utilise la normalisation des facteurs de transfert de 3.2. Les notations ®(¢), wi(pm),
SO, et <I>1\H/I’7 sont définies dans 3.1 et 3.2, et les notations k(M), k(G) et n§, sont définies
dans 5.2.

Démonstration. Si c(yp) <0, alors, pour tout k€ Rg(I/R), on a c(v.) =c(yam) <0, donc
vi & Z(H,)(R)Im(H,, 5c(R) — H,(R)). Ceci prouve I'annulation de tous les ®35; (v. 7, SO, )
On écrit yar = (71, Y1), avec v € My(R) et v, € My (R). Alors ¢(var) = ¢(yn). Soit T un R-tore
maximal elliptique de My, tel que 7 € T(R). Alors T/(G,, rI2m) est anisotrope sur R, donc
le groupe de ses R-points est connexe. On suppose que My, n’est pas un tore, c’est-a-dire que
m > 0. Alors la restriction de ¢ a Gy, rI2y, est Alg,, — A2, donc envoie le groupe des R-points
de Gy, rI2m dans RT™ et on a ¢(T(R)) C R™. Donc ¢(yar) > 0.

On suppose a partir de maintenant que c(yy7) >0 (avec m quelconque), et on utilise
librement les notations de 1.2. Soit Tj; (respectivement Tj;/) un R-tore maximal elliptique
de M (respectivement M) tel que vy € Tar(R) (respectivement v € Tpp(R)). Comme dans
Pexemple 3.2.8, on écrit Tpy =Gy, g X Ty X -+ X Ty x Tet Ty =G g X Ty x - x Ty x T,
et on choisit jas: Tay —— T qui est Iidentité sur G’"mR x Ty x - -+ x Ty. On peut supposer
que v = ju (7).

Soient AC {1,...,r} et BC{1,...,t} tels que |A| soit pair. On note sa g = (1, SA,B.m;,ms)
et, si k correspond a s4 g, on note Hy p = H,. Soit 0 € &, I'unique permutation telle que 0211 et
al_{i .1} Soient croissantes et o 1 (A)={n+1—|A|,...,n}; on note e(A) la signature de o.

On voit facilement (en utilisant le fait que |A| est pair) que e(k) =¢(A). Donc le membre de

3Si ei(yar)?e(yar) = 1 et aj(yamr)c(yam) =1 pour tous i € {1,...,r} et j€{1,...,t}, on a un énoncé similaire en
remplagant tous les H*(Lie(Ng), V)>o dans la définition de Las(var) par des H*(Lie(Ng), V) <o.
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gauche de ’égalité du point (i) (respectivement (ii)) de la proposition est égal a (respectivement
au produit de 2" k(M)k(G) ™! (n§,) 7 (—1)2(G)+dim(Ar/Ac) et de)

—_ H -
D AMsamoe(Vs 1) AN (=DIPC ST (@ (on) P (Y SO)

AB @HECDHA,B (Lp)
(respectivement la méme somme mais sans le facteur (—1)IB7Cl) ot A parcourt I’ensemble
des sous-ensembles de cardinal pair de {1,...,7} et B parcourt l'ensemble des sous-

ensembles de {1, ..., t}. En particulier, les membres de gauche dans (i) et (ii) sont des fonctions
continues de vy € T M (R). Il est clair que les membres de droite sont aussi des fonctions continues
de vps. On peut donc supposer que 7y est G-régulier, et dans (ii), on peut supposer que
ei(yar)?e(yar) <1 pour tout i € {1,...,7} et que a;(yar)c(yar) <1 pour tout j € {1,..., ¢}

On note MG®W = MGW (yy;, V,C) (respectivement MG = MG(yar, V), respectivement
MD = MD(~n, V)) le membre de gauche de ’égalité de (i) (respectivement le membre de gauche
de Iégalité de (ii), respectivement le membre de droite de I’égalité de (ii)).

Calculons MG et MG. On remarque d’abord que MG (v, V, C) = MG (v}, V*, O)
(o1 V* est la contragrédiente de V). Donc, quitte a remplacer ¢ par un parametre de Langlands
du L-paquet de la série discrete de G(R) associé & V', on peut remplacer yy; et v par 7;/[1 et
o ~! dans le membre de gauche.

On a n§, =2"r12%! et, d’apres le lemme 5.2.2, k(G) =2""1 et k(M) =2""1si m>1 (si
m=0,onaM=G’" x GL} x G,,, donc k(M) = 1). Donc

G -1kM) _ —2r—3t
(nr) HG) P2 (rh)~Hen™
(d’apres la définition de mp dans 1.2, onamp=1sim>1 et mp =2 si m=0), donc
MG =mp2 "2 (p) "L (#) "1 (= 1)@ H+dim(Am/Ac) Ay () (4, V, ).

On a (cf. T'exemple 3.2.8) R={%(e;—e;),1<i<j<r}U{x(ei+ej+c¢),1<i<j<
r}U{£(a; +¢),1<i<t} et RT={e; —¢j,1<i<j<riU{e;+ej+e,1<i<j<riU{a; +
¢, 1<i<t}. Comme MG® et MD ne changent pas si on remplace vy par gyamg™ ' avec
g € Norg (M)(Q), on peut supposer que :

e il existe ' €{1,...,r} tel que e;(yar) >0 pour i € {1,..., 7'}, et e;(ya) <0 pour i€
{r'+1,...,r};
e sil<i<i'<r our +1<i<i <r, alors (0<)e;i(yar)er(yar) ™t < 1.

Soient AC{l ..,r} et BC{l,...,t} ; on suppose que |A| est pair. On note R4 p=
Ims(Re, ), RA 5= jM*(R}}A B) R N R4, p. Une formule explicite pour R4 g est donnée dans
I’exemple 3.2.8. D’ apres la proposition 3.2.5, on a

-1 _ H
MEsanood ) D, elwlon) Py (7, SO,y
QOHECI)HA’B(SO)

= cr(Ym)ery (V)i (v, SOLP),

o S@é’B = S@gA’B. D’apres le fait 3.1.6 (dont on utilise les notations), ®$ (v, S@é’B) est
égal a

(=)D e g (1a1)dg ) (1) ABy () ™1 Y e@)nap(r, wB)@N) () [ o~
weld a€d(w)

ou A est le plus haut poids de V' relativement a B et ny g = NH, -
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Calculons R,,,. On sait (cf. I'exemple 3.2.8) que a;(vyar) >0 pour tout i€ {1,...,t}
(et on a supposé que c(yar)>0). Donc {£(ai +¢),...,x(x +¢)} CRy,,. On note I™ =
{1,...,7"y={ie{l,...;r}|ei(ym) >0} et I-={r"+1,....;r}={ie{l,....r}|e(ym) <
0}. Alors Ry, N{£(e; —¢j),1<i<j<r}={x(e;—ej)|i<jeti,jelT}U{x(e;—e;)]i<
jeti,jel }et Ry, N{*t(ei+ej+c),1<i<j<r}={x(ei+ej+c), i,jeITU{E(e; +¢;
+c),i, eI}

Si de plus vy vérifie les conditions de (ii), alors 0 < a(ypr) < 1 pour tout « € RT N R

’R;L‘ =R,,, N (—R"). Donc, dans ce cas, ®* N (-RY )=
I,

var» donce
®T N R,,, est de cardinal t + [IT]% +
5R(’YM) _ (_1)t+|1+|2+|1_\2 _ (_1)t+|1+|+|1_| _ (_1)r+t'
On voit de méme que, si vy vérifie les hypotheéses de (ii), alors eg, (7') = (—1) , oll
1, T2, t1, t2 sont définis comme dans le lemme 2.2.3. Comme r9 = | A| est pair, on en déduit que
er(ym) =ery (7)) dans ce cas.

D’autre part, on a dim(Ap;/Ag) =71+ t.

On obtient donc :

MG = (~1)1Pep,, <v’>5;/(§> (ya) BBy, (7ar) ™!

X Z g(w)(wA H o (Z e(A |BﬂC|nA7B(fyM, wB)>

we a€<1> (w) A,B

rit+ti+ta

et
MG =mp2™ "2 (r) 71 (1))~ 15;/(?@)(7M)ABM(7M)71

X Z e(w)(wA H a” (Z e(A)na,B(ym, WB)>7

we aced(w A,B
ol, dans la derniere somme de ces deux expressions, A parcourt I’ensemble des sous-ensembles
de cardinal pair de {1, ..., 7}, et B parcourt ’ensemble des sous-ensembles de {1, ..., t}.

On remarque que R4 p ne dépend pas de B, donc

S (A 1)/B s p(ar, wB) = <Z<—1>'B“C'> (Z (A, wB>>.

A,B B A

SiC # @, alors ) p(—1 1)IBNCI = 0. Ceci finit la preuve de (i). On s’intéresse maintenant & I’égalité
de (ii), donc au cas ol C’ @. Alors 3 5(—1)IBNC1 = 2t Pest-a-dire que

D e(Anap(yau, wB) =2 " e(A)nao(vu, wB).

AB A
On utilise les formules de l'article [Her79] de Herb pour calculer ) , e(A)na z(ym, wB). On
note Ryp=Ra et nay=ns. On note RZ,Y L =Ran R%4 =RsNR,, N(—R"). On note

:{1,...,T}—A, Ay =A, ATZAlﬁI—F, Al_:AlﬁI_, A2 =ANIT et AEZAQQI_.

Alors R4 ~,, est le produit direct du systéme de racines de type C'| AF| Sur les racines e; + ¢/2,
1€ Af, du systeme de racines de type C’| A7) Sur les racines e; + ¢/2, i € A}, du systeme de racines
de type D‘ AF| Sur les racines e; + ¢/2, 1 € A; , du systeme de racines de type D| A5 | Sur les racines

ei+c¢/2, i€ A, et des t systemes de racines de type A; sur les racines o + ¢, 1 <4 <t. Donc
—1 est dans le groupe de Weyl de R4 -,, si et seulement si |AJ| et | A5 | sont pairs, ce qui revient
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a demander que |A; | soit pair (car |As| est pair) ; on voit facilement que ceci est équivalent au
fait que 4/ soit dans Z(Ha g)(R)Im(H4 g sc(R) — Ha g(R)), pour un B C {1, ..., t} (ou pour

tout B C {1,...,t} ; cette condition ne dépend pas de B). Si cette condition n’est pas vérifiée,
alors n4(vyar, wB) =0 pour tout w € Q. On suppose donc & partir de maintenant que que |A; |
est pair.

Pour tous a, b € R, on note

cl(a):{l sia>0,

0 sinon,

1 si0<a<boul<-—-b<a,
c2.0(a,b) = 0 sinon

1 sia>|bl,
c2,0(a, b) = {O sinon
et
0 sia+b<0o0ua<0,
ca(a,b) =cac(a,b) +capla,b)=41 sia>0etb>0,
2 sinon.
Comme dans 'appendice A, on note, pour tout ensemble fini I, 7722([ ) 'ensemble des partitions
(non ordonnées) {I,,z€ Z} de I telles que |I,| <2 pour tout z € Z et qu'au plus un des I,
soit de cardinal 1. Si I ={1,...,r}, on note P2y(r) = P2y(I). Soit p={1.,z € Z} € PZy(r). On
choisit une énumération z1, ..., zx de Z, et on note o ’élément de G,. tel que :
e si 1 <i<i’ <k, alors, pour tous s € o(I;) et s €0(l.,), ona s <s;
e pour tout z € Z tel que |I,| =2, si I, = {s1, s2} avec s1 < s9, alors o(s1) < o(s2).
Alors la signature de o ne dépend pas de ’énumération de Z choisie, et on la note €(p). (Cette
définition est la méme que celle de 'appendice A.) Si I est un ensemble fini totalement ordonné
et p e PLy(I), on définit e(p) en utilisant ordre pour identifier I & {1,...,|I|}. D’autre part,
soient = (p1, ..., pr) €R" et I un sous-ensemble de {1,...,r} de cardinal 1 ou 2. Si |I| =1
et I={s}, on note cr(u) =crco(pn)=ci(ps) ; si [I|=2 et I ={s1,s2} avec s; < sz, on note

CI,C(/*L) = CZ,C(/*LSN ,U’Sg)a CI,D(M) = CQ,D(IU’SN /’LSQ) et CI(IU’) = CQ(MSN st)' Si He RTa IcC {17 ERIRI) 7"}
et p={I.,z€ Z} € PLy(Z), on pose

co(p, ) =[] er.cw).
2€Z

On définit de méme cp(p, ) (si |I| est pair) et c(p, p).
On remarque que Ay =G’ x Gl x G,,, et que le sous-groupe Ag de Ay est le

dernier facteur G,,. Donc (e, ..., er, a1,...,0a¢) est une base de X*(Ay/Ag) ®z R. Soit
X € (X" (Am/AG) @z R)reg. On écrit x =7 piei + 2321 vjaj, avec = (p1,..., i) €R"
et v1,...,v € R. On écrit, comme dans 3.1, vy = exp(x)y1, avec = € X, (Ay) @z R et 71 €

T (R);. Alors, d’apres le théoreme 2.12 de [Her79] (et les hypotheses sur 7ur), le coefficient
CRa4,, (€, X) est égal au produit de 2 ey (1) - - e1 (1) et de

SN DD e )elor )e(py e (0 s wea(py s wen (3, wep(py 1),

i Py Py Py
o p; parcourt Py(Af) et p; parcourt PLy(A;). On en déduit que Y, e(A)Cry ,,, (T, X)
(o A parcourt I'ensemble des sous-ensembles de cardinal pair de {1,...,r}) est le produit
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de 21t et de
clz, ) =cr(r) - a) Y > e(pHelp el welp, w.
preP(It) p=eP,(I7)

On revient au calcul de ) 4, 5 e(A)na B(7m, wB). On fixe w € Q. Par définition (cf. 3.1), on a
nap(ym,wB)==¢g, (x,p(w&/\ +p—Xo))), ot p=pp, A est toujours le plus haut poids de V
relativement a B et g est comme dans 3.1 le caractere par lequel Ag agit sur V. D’apres les
calculs ci-dessus, on a donc

Y e(Dnapiym, wB)) =2 e(z, pw(A + p — Ao))).

AB
Finalement :
MG = mp(rl) " (#) 164> A =
= mP(r-) (t) P(R)(VM) By (’7M)
x Y ewelz, pwh+p =20 @N ) [T o ()
weN aced(w)

On calcule maintenant le membre de droite MD de 1’égalité de (ii). Pour tout j € {1, ..., ¢},
soit u; € GLy(C) tel que Int(u;) envoie T ¢ sur le tore diagonal de GLy c. Soit v € GSp,,,(C)
tel que Int(v) envoie Tc sur le tore diagonal de GSpy,, ¢- Onnote u = (1, ..., 1, u1, ..., u,v) €

M(C) = (C*)" x GL2(C)" x GSpy,,(C). Alors Int(u) envoie Ty ¢ sur le tore diagonal T ¢ de
GSpy,, ¢, et Int(u)(P) D B. On utilise la conjugaison par u pour identifier X*(To) et X*(Tx),
et on note By = Mc N Int(u) "1 (Bc) (c’est un sous-groupe de Borel de M¢ contenant Ty c).

Comme dans l'appendice A, on note Pyq(r,t) 'ensemble des partitions ordonnées P de
{1,...,7+ 2t} telles que, pour tout i € {1,...,t}, r+2i —1 et r + 2i soient dans le méme
ensemble de P. Soit P = (I,...,Ir) € Poa(r,t). On note |P| =k et s; =|I;|, pour tout i €
{1,...,k}. Soit op l'unique permutation de &,;9; telle que, pour tout i€ {0,...,k— 1},
0131 soit croissante sur {s; +---+ s +1,...,51+ -+ Si+1} et envoie {s1 +---+s;+1,...,
S1+ -+ Sit1} sur I;. On note e(P) la signature de op.

Soit P = (11, ..., 1) € Pora(r, t). On va associer a P un élément (Q, g) = (Qp, gp) de P(M)
(les notations sont celles de 1.2). Pour tout i € {1, ..., k}, onnote s; = |L;|, ry = [L; N {1,...,r}
et t; = %(sZ —ri);onaty,..., t, € N dapres la définition de Pyq(r, t). On prend Q =Pg, ou
S={s1,51+52,...,81+ -+ 5} Donc Lo =GLg,, x --- x GL,, et Gg = GSp,,,. On note
P.=(Ln{l,...;r},.... xn{1,...,r}) et P,=(J1,...,Jx) avec, pour tout i € {1,...,k},
Ji={le{l,...,t}|r+2l€l;}. On associe & P, et P, des permutations o, € &, et oy € &
comme on l'a fait pour P (le fait que certains des ensembles composant P, et P, peuvent étre
vides n’a pas d’importance pour cette construction). On choisit g tel que :

e la restriction & My, de Int(g) est I'identité Mj, — G¢ (comme Mg et M sont standard,
ona M, =Gg);
e Int(g) envoie M; sur un sous-groupe de Levi standard de Lg ;

e pour tout i€{0,...,k—1}, le composé du morphisme M; — Ly ci-dessus et de
la projection de Lg sur le facteur GL
(1, .., Ty g1y - -5 gt) € GT x GLY sur

sis1 ©st égal au morphisme qui envoie

diag(xtffl(?"1+---+n+1)’ B xﬂfl(T1+---+T¢+1)’ gUfl(t1+---+t¢+1)’ T ’gdfl(t1+---+ti+1)) ;
e soit up €Lg(C) tel que, pour tout :€{0,...,k—1}, le projeté de up sur le
facteur GL,,, (C) soit diag(1,...,1, U= (ot 1) ,uatfl(tﬁmﬂi“)). Si on utilise la
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conjugaison par u pour identifier (T N M;)c a (To N M;) = Grerét et la conjugaison par up
pour identifier Int(g)(Tar N M;)c & (To N Lg)c = (To N M;)c, alors Int(g) est 'application
qui envoie (21, ..., Zr42¢) Sur (z0;1(1), R 20;1(T+2t)).

On note vy = Int(g)(yar). On remarque que, pour tout i € {1,..., k}, I'intersection de gBg~*
avec le facteur GLg, de Lg est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. On
note Mg = gMg ! =Lg x Gg, T, = Int(g9)(Tas) (le tore maximal de Mg qui contient ) et
Py C Q le sous-groupe parabolique standard de sous-groupe de Levi My. On utilise la conjugaison
par (up,v) pour identifier X*(Tpy,) et X*(To).

On utilise le théoreme de Kostant (voir par exemple [GHM94, §11]) pour calculer
H*(Lie(Ng), V)>0. On note  le groupe de Weyl de To(C) dans G(C), Qu, le groupe de
Weyl de T(C) dans Mq(C) et @ = &(Ty, B). Pour tout w € €, on note comme avant ®(w) =
®* N (—wd™). Alors O :={w € Q| ®(w) C ®(Ty, Lie(Ng))} est un ensemble de représentants
de QMQ\Q. D’apres le théoreme de Kostant, on a, pour tout i € N,

Hi(Lie(NQ)> V) = @ VMQ,w’(A+p)—pa
w’EQ’Q L(w')=t

ou £:Q — N est la fonction longueur, A € X*(Ty) est le plus haut poids de V relativement a
B, p= % Y aca+ @ et, pour tout p € X*(Tp) dominant, VMg, est la représentation algébrique

de Mg de plus haut poids p relativement & B N Mg. Pour tout s € {1,...,n}, on note
YA 0
ws: Gy — Ty, Ar— I2(n—s)
0 AL

Alors, par définition de H'(- - )~ dans 1.2 (et de I'opération de troncature dans [Mor08, 4.2]),
on a pour tout ¢ € N un isomorphisme

H' (Lie(Ng), V)0 ~ @D Vg w/(rvip)—p

olt w' parcourt I'ensemble des éléments de b, vérifiant £(w') =i et (W'(A + p) — p, @s) > —ns +

$s(s — 1) pour tout s € S. Comme w(Xg) = Ag pour tout w € Q et (p, ws) =ns — 3s(s— 1) et

(Ao, ws) =0 pour tout s € {1,...,n}, on peut remplacer la deuxiéme condition par la condition :
pour tout s €S, (W'(A+ p+ N\g), @ws) > 0.

D’apres la formule du caractére de Weyl (c’est-a-dire la premiere formule du fait 3.1.6),
on a, pour tout w’ € Q,,

Tr(y, Vg d)—p) = BB (1) D clwa)wn@ A +p)=p))(v) [ o0,

wMEQMQ aE@MQ (war)

ou Prr, = ®(Ty, Mg). Soient w’ € Qb et wy € QMQ. Comme w, est invariant par €23; pour tout
s €5, on a, pour tout s € .S :

(wpw' A+ p+ No), @s) > 0= (W' (X +p+ N\o), ws) > 0.

D’autre part, on voit facilement que

wuw' (p) —war(p) — Z a=— Z a.

aGCPMQ (wM) CVGCP(wMu)’)
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On note @LQ =0T Ny, et BF =0T NO(Ty, My). On a

M, _
D2 = T latI"?L =™ (),
aE@JAD[Q—Cbg
1/2
oM =TI  let[2
oz€<1>+f<IJLQ
1/2
ORI || RGO IRES
acdt—af
Aprv, ()= [ 1 —a'(7)
aECDLQ
et
Ao, ()= ] 1 =a7'(¥).
ae@é
Donc
M, . .
D2 (D720 ey (1) ABrng (1) ™ =10 (105 (1) ABrny (7)™,
avec
1—a Yy
ne(y) = H ‘1—0‘_1E’Y;|'
aE@j\r{Q—cbar

Comme 7 est elliptique dans M (RR), les racines de <I>X/[Q - q)ar sont réelles ou complexes quand
elles sont vues comme caracteres sur Ty, (C). Si a € @LQ — @} est complexe, alors il existe

o € <I)J\+/[Q — @ telle que o # v et /(7)) = a(y), et on a

-t (Il -a"" ()]
L—a™'(7) 1—a""}(y)

Siae <I>J\+/[Q — @ est une racine réelle, alors |1 — a1 (y)[(1 — a™1(v)) 7! est égal & 1 si a(y) <0

=1

ou a(y) > 1, et & —1 sinon. Donc, si on note comme avant Ri I’ensemble des racines réelles o
de @ telles que a(vy) > 1, alors
@3, N(=RY)I
ne(y)=(=1) Mo = 7.
On en déduit que |D]\]\;[[§2 (7)|1/2(5(1Q/(2R) () Tr(7y, Lie(Ng, V)>0) est égal a
1/2 - _
(Mot (N ABM, ()Y e@)@N () [ o7,

w a€P(w)

ol w parcourt ’ensemble des éléments de Q tels que (wW(A + p + No), ws) > 0 pour tout s € S.
On plonge &,49; dans &,, en faisant agir &, 9 de maniére habituelle sur {1,...,r + 2t},
et trivialement sur {r +2¢t+1,...,n}. Comme Q~ {£1}" X &, on en déduit un plongement
de S,49; dans 2, qu’on utilise pour identifier &, 9; a un sous-groupe de ). On remarque
que, pour tout w € Q, e(w) =e(P)e(op'w) et (wWA)(7) = (05 wA)(yar). Soit € X*(Tp) @z R.

On lui associe 'élément y, = (y1,...,yr12t) de R™T? défini de la maniére suivante : y; =

(u, w1) et, pour tout i€ {2,...,r+2t}, y; = (1, wi) — (4, wi—1). On écrit p>p 0 si, pour

tout i €{1,...,k}, D icruup ¥ >0 (clest-a-dire si et seulement si, avec les notations de
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I'appendice A, y, p >0). Alors il est facile de voir que, pour tout we 2, on a (wW(A+p+

Xo), @s) >0 pour tout s €S si et seulement si op'w(A+ p+ o) >p 0. Calculons ng(y). On

ang(r) = (—1)! " )

sur Int(gp)(Tar) et telles que 0 < a(y) < 1. L’ensemble Int(gp)*l(q’j\“% N (—R7)) est inclus dans
I’ensemble des racines de la forme e; — e;, avec 1 <4’ et 7,4 dans le méme ensemble de P ; en
fait, c’est le sous-ensemble des racines «a de cette forme et vérifiant 0 < a(ypr) < 1. D’apres les
hypotheses sur v, on a donc

, et @L@ N (—R7) est Pensemble des racines a € @L@ qui sont réelles

k
1 i —
(@8, N (R =5 D (LA = 1) + 151457 = 1),
i=1
ou, pour tout i € {1,...,k}, It =LNI" et I, =1,NI". Donc le signe nQ( ) ne dépend que
de P. Onnote Pt =(I},..., I[}), P~ = (I, ..., I;) et £'(P¥) = (—1)% S EIE-D | Alors

nQ(y) =&'(PM)e'(P7).

De plus, on a

Soe ) I o' =TT le)* IT la)I™* [T o'e)

ag@(w) acd+ acdd acd+n(—wdT)
= II et I lat) 2 11 o™ (va)
aecr;l@+ a€<I>+ a60;1¢+ﬁ(—0;1w®+)
et
w1 o'tw) =TT lato)™ IT lato™2 T a7(v),
aei’(a;lw) a€dt acd], a€<I>+ﬁ(—a;1w<I>+)

ot @1, = ®(Tys, Ba). 1l est facile de voir que Ha€<1>0+ aly) = Hae@L a(vyar). Done

200 TI o' selnn I atwn= [I  letanla™ (-

acd(w) aeq)(U;lw) aE@*ﬂ(—a;léJf)

On rappelle qu’on a défini un élément u € G(C) tel que Int(u) envoie Tz ¢ sur le tore diagonal
To,c. Pour tout i € {1,...,n}, onnote e; : Tprc — Gy, ¢ le composé de Int(u) et du morphisme
Toc — G c, diag(zy, ..., x2n) — x; (ceci est cohérent avec la définition de ey, ..., e, plus
haut). Alors I'ensemble ®+ N (—op'®F) = ®(0p') est inclus dans ensemble des e; — e; avec
I1<i<j<r+2tetj#i+1mod2siie{r+1,...,r+ 2t} (ceci résulte directement du fait
que P € Poa(r, t)). Donc les racines de ®(o ") sont réelles ou complexes (mais pas imaginaires)
sur Ts(R). De plus, comme op, vu comme élément du groupe de Weyl de T/(C) dans G(C),
est dans le groupe de Weyl de Tp/(R) dans G(R) (et méme dans (Norg(Tar)/Ta)(Q)), si
a € ®(cp') est complexe, alors sa racine conjuguée est aussi dans ®(c5"). On en déduit que

H | a(yar) |t (ar) = (_1)|{O‘€q>(‘71;1)|a(’YM)€Ret a(yar)<0}|
a@b(alzl)

Sia=e; —ejavec1 <i<j<r+2t onaa(ym) € Rsietseulement si j <, et, si cette condition
est vérifiée, on a a(ypr) < 0 si et seulement sii € I et j € I~. Donc le signe ci-dessus ne dépend
que de P ; on le note £”(P). On a

e"(P) = (_1)|{(i,j)el+xl—|i<j ctop' (i)>0p (1)}
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Enfin, on remarque que, comme P € Pyq(r, t), on a e(P) =e(P,). En utilisant les ordres sur I*
et I~ hérités de l'ordre sur {1,...,r}, on peut définir des signes ¢(P*) et (P~), et on voit
facilement que

e(P)e"(P) =e(PT)e(P7).

Les calculs ci-dessus montrent que |D]\A/4[f (7)\1/251/(21&) (7) Tr (v, Lie(NQ, V)s0) est égal a
1/2 _
Oy (D) AB,, (1) D ew) ) 11 o
we aetb (w)

x (=D)IPle(P)e(PT)e (PH)' (P7)Lu(rs ptro)> p0-

D’autre part, on a par définition (cf. 1.2) mg=1 si m >0, et mg=2 si m=0 ; donc
mqg = mp. De plus,

dim(Ang/Apy) =1+t —k=r+t—|S|,
a2 =t l - rltyl,

|(Norg (M)/(Norg (M) N g *Mgg))(Q)| = 71! (rylty! - - - rglt) ™

Donc
|(Noxg (M) (Norg (M) 1 g™~ Mqg))(Q)| g (1) ™ 4o/ Aa) (myj)

= mp(=1)"(rlt) 7 (1)

et seul le facteur (—1)I5 dépend de Q. Donc le terme de MD associé a (Q, g) est égal &
mp (1) (14785 () By () 3 el 1;[ <
we a€

x (=)IFle(P)e(PT)e (PH)' (P7)Lu(rtptr0)> p0-

De plus, lorsque P parcourt Poq(r,t), (Qp, gp) parcourt un ensemble de représentants de
P(M)/~. Finalement, MD est égal a

mp(—1) T () T R () Aby, () Y e(w)(w H a”
weN a€d(w
x 3 ()PP (PH)E (P ) Ly prnn)> p0-
PEPora(r,t)

En comparant cette formule avec la formule obtenue plus haut pour MG, on voit que, pour
conclure, il suffit de montrer que, pour tout u € X*(To)rg,

cle,p(p) = (0" Y (=)Ple(PHe(PT) (P (P7) s po-

P€EPorq (Tvt)

Mais ceci résulte directement du corollaire A.5, appliqué a y, (on remarque que, si y, =
(Y1, .-, Yrgat) et p(p) =1 piei + 2321 vjaj, alors y; =p; pour tout ie€{l,...,r} et
Yr42j—1 + Yry2j = v; pour tout j € {1,... t}). o

4. Intégrales orbitales en p

Soit p un nombre premier. Si G est un groupe de la forme GL,, x---x GL,, X
G(Spa,, X SO2,), on note, pour toute extension L de Qp, Hg(r) l'algebre de Hecke des
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fonctions G(L) — C a support compact et bi-invariantes par G(Op) (munie du produit de
convolution). Cette algebre est commutative.

Soit @ € N*. On fixe une cloture algébrique @p de Q, et on note L l'extension non ramifiée
de degré a de Q, dans @p. Soit o € Gal(L/Q,) le relevement du Frobenius arithmétique.
On fixe n €N, et on note G = GSp,,,. Soient M un sous-groupe de Levi cuspidal standard
de G et P le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de Levi M. On écrit
M =M; x M, ~ G, x GL, x GSp,,, et on note QM le groupe d’automorphismes de M défini
a la fin de 3.2.

Soient (M, sar, nar0) € Ea(M), (H, s,1m9) son image dans £(G) et My un sous-groupe
de Levi de H associé & M'. On peut supposer que s =Sy = SA Bm,m, (avec les notations
du lemme 2.2.3), ou AC{l,...,r}, BC{l,...,t} et m;+mo=m. On suppose que my
et |A| sont pairs (c’est-a-dire que H et M’ sont cuspidaux). On fait agir QM sur My ~
Gr, x GLY x G(Spy,, X SO2,,) par les mémes formules que celles qui définissent son action
sur M. On note e5,, : QM — {1} le morphisme qui était noté ¢, dans 3.2.

On note s, = Sz @.m;,ms € Z(M’) (donc les composantes dans M), de sy et shy sont les

o~

mémes, et la composante dans M; de s/, est triviale). Alors (M, s, nar0) est un triplet
endoscopique elliptique de M, qui est équivalent & (M, sy, mar0) en tant que M-triplet
endoscopique.

Dans [Kot90, pp. 179-180], Kottwitz a expliqué comment associer a la donnée endoscopique
(H, s,m0) de G et & L un morphisme de ‘transfert tordu’ b: Hg ) — Hp(g,) (attention, ce

morphisme dépend de s, et pas seulement de son image dans Z (é) /Z(H)). Cette construction
est rappelée dans la section 9.1 de [Mor10]. On notera by : Hwm) — Hwmr(g,) le morphisme de
transfert tordu obtenu en utilisant le triplet endoscopique (M, s, nar,0) de M.

Ap 0

Soit w: Gy, — G, A— < 0 [n). Le cocaractere i se factorise par M, et on note encore u

le cocaractere de M déduit de p. Soit oy, une uniformisante de L. On pose

¢=1go u=rHeo,) € Haw)

M

07 =Ly oy uwr Moy € M)
On note fH =b(¢) € Hu(Q,): fl\P/I[H € Hmy (,) le terme constant de fHen My, ¢m € Hwr) le
terme constant de ¢ en M, ™M = by (o) € Hyr(@,) = MMy (Q,) €t M = b (™M) € Hwr@,) =
M (@)
Enfin, on écrit M/ = My = MH,l X MH,ha avec MH,Z =M, et MH,h ~ G(Sp2ml X SOQmQ).

Pour tout yg = (A1, - -+, Ary b1, -, ey 9) € ME(Qp) = (Q))" x GL2(Qp)" x My 5 (Qp) d’image
v dans M(Q),) (un tel v existe toujours, car M est déployé), on note

I(rYH) = I(f}/) = {7’ € {17 sy T}a |>‘2‘p :pia}-
PRrROPOSITION 4.1. Soit vg € Mg (Q)). Soit v une image de vy dans M(Q)). Si OWH(fl\P/I[H) #0,
alors |c(va)|p = [c(7)|p = p". De plus :

(i) siyeM(Z,)M(Qp), alors

1/2 ’
O'YH (fl\}/IIH) = 6P/(Qp)(7)O’YH (fM )
(ii) il existe C C {1, ...,t}, indépendant du choix de A et B (mais dépendant de vy ), tel que
Onr () = (=)0 e (500) O, (0™,
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ott ec(sy)=(-1)IC"Bl. De plus, C est non vide si et seulement si QM(y)N
My (Zp)Mp(Qp) =2 ;
(iii) pour tout w € OM,
OW(’YH)(fl\I}[H) = €53, (W) Oyy (fl\P/IIH)

Pour tout 6 € M(L) o-semi-simple, on définit a,(7, §) comme article [Kot90, §7, p. 180] de
Kottwitz. En appliquant le lemme fondamental tordu dont 1’énoncé est rappelé dans la section 5.3
de [Mor10] (et en utilisant le fait que, avec la normalisation de 5.1, les facteurs de transfert sont
les mémes pour sps et s),), on obtient donc le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2. (i) Siy e M;(Z,)M(Qy), alors

SO-y (i) = Oy (1) D (0p(1.0), 53 YAM,, 11 (111, 1)e(O)TOS (™).
[

(ii) II existe C' C {1,...,t}, indépendant du choix de A et B (mais dépendant de ~p), tel
que

SOy (firy,) = o (san) (—D)TOMNAN "0 (4, 6), shy) AN, o p (Vi 7)e(6)TO5 ().
)

De plus, C est non vide si et seulement si QM(fy) N M, (Z,)Mp(Qp) = 2.

Dans les deux sommes ci-dessus, les facteurs de transfert sont normalisés comme dans 5.1, 0
parcourt I'ensemble des classes de o-conjugaison de M(L) telles que «y soit conjugué dans G(Q,)
ANGS:=00(8) - 071(8) et e(8) = e(GY), ot G est le o-centralisateur de § dans G (cf. [Kot90,
p- 181], ou 1.2) et e est le signe de [Kot83].

Démonstration de la proposition. Soient T le tore diagonal de G, B le sous-groupe de Borel
standard de G, p= % > aca(TB) @ et pu = : > aca(T,BAM) - Alors

(p, ) = gn(n+1),
(ot 1) = $mlim +1).

On identifie C[X.(T)] & C[X*', X{', ..., X' de la manitre suivante ; on envoie X
sur le cocaractére p et, pour tout i€ {l,...,n}, on envoie X; sur le cocaractéere A+—
diag(ai(A), ..., a2x(N)), ou

A sij=t,
a;(AN) =< A7 sij=2n41—14,
1 sinon.

Soit 2 le groupe de Weyl de T dans G (absolu ou relatif, cela ne change rien dans ce cas). On
a Q o~ {£1}" x G, et ce groupe agit sur C[X*, X' ... X*!] de la manitre suivante :

e soit 0 € &,,. Alors 0(X) = X et, pour tout i € {1,...,n}, 0(X;) = Xg1(; ;

e soit e=(e1,...,en)€{£1}". On mnote I={ie{l,...,n}|e;=—1}. Alors e(X)=
X TLie; X' et, pour tout i € {1,...,n}, e(X;) = X"

D’apres le théoréme 2.1.3 de [Kot84a] (et la reformulation de ce théoréme sous la formule (2.3.4)
de cet article), la transformée de Satake de ¢ est

pan(n+1)/2X—1 Z H X;.

IC{1,....n} i€l
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On identifie T aux tores diagonaux de M, H et Mpy. On peut choisir ces identifications
(simplement en respectant l'ordre naturel sur les coordonnées de T) de maniere & ce que :

e la transformée de Satake de ¢y soit égale a celle de ¢ ;
e la transformée de Satake de oM soit égale &
pam(erl)/ZXfl Z 1_1)(Z :
IC{r+2t+1,..,n} i€l
e la transformée de Satake de fM/ soit égale a
pam(m+1)/2X—a Z (_1)|IQK’\ H Xia7
Ic{r+2t+1,...,n} iel
on K'={r+2t+mi+1,...,n};
e les transformées de Satake de fH et fl\P/I[H soient toutes les deux égales a
pan(n+1)/2Xfa Z (_1)\IOK| H X,?,
Ic{1,..n} icl
on K=AuU{r+2j—1,r+2j,je BfUK';

e la transformée de Satake de Y™’ soit égale

pan(nﬂ)/sz Z (_1)|IHK’\HXi,

Ic{1,..,n} iel
Pour tout I C{l,...,7}, on note ¢; la fonction de transformée de Satake [[,.; Xi* sur le
facteur (G7,,)(Qp) de My (Qp). Pour tout j € {1, ..., t}, on note wj(p) (respectivement zp§l), resp-

ectivement ¢§2)) la fonction de transformée de Satake 1 (respectivement X7 . |+ X7 o
respectivement X[ 0. ;X o) sur le j-itme facteur GL2(Qp) de Mp,(Qp). Enfin, on note ¢y,

la fonction de transformée de Satake X ¢ ZIC{T+2t+1,...,n}(_1)‘IHK/| [Lic; X sur My ,(Qp).
Alors, d’apres les calculs ci-dessus :

PN =D 2yg® Py,

77Z)M/ an(n+1 /2< Z ¢1) (H +¢§1)+¢§2))>¢h’

Ic{1,...,r}
t
fMH pan(n+1)/2< Z (_1)|IﬂA|w1> <H(¢J(O) N wj(l) + %(2)))1%
Ic{1,...,r} J=1

Soient vy et v comme dans I’énoncé de la proposition. Il est clair que O.,, ( fl\I}H) = 0 seulement
si |e(ym)lp =p?, et que ¢(v) = c(ym). Dans la suite de la preuve, on suppose que O"/H(fl\}/IIH) #0
(sinon, toutes les égalités a prouver sont triviale).

Montrons (i). On suppose que v € M;(Z,)M(Qp). Alors vy € My (Zy)Mpu n(Qp). Soient
Ic{1,...,r}etay,...,a€{0,1,2}. Alors

t
0., <wf <H w§“f>>wh> o

J=1
sauf si /I =@ et ag =---=a; =0. Donc

Ony (f88) = p D20, ()™ - Oy
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/2

Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme <& M;(Z,)My(Q,), on a 6P(Qp)—

’C(,y)‘z()n(n-&-l)—m(m—i-l))/? — pon(n+1)/2p—am(m+1)/2,

Montrons (ii). On sait que :
— les supports des fonctions des fonctions ¢y, I C {1,...,r}, dont deux a deux disjoints ;
— pour tout j € {1,...,t}, les supports des fonctions h — Oh(wj(.o)), h— Oh(1/1§1)) et h—
Oh(wj(z)) sont deux a deux disjoints (cela résulte par exemple du fait qu'un h € GL2(Q))
qui est dans le support de h’' —— O (gbj(.k)) vérifie |det(h)], = p~).

On en déduit qu’il existe un unique I C {1,...,7} et d’uniques ay,...,a; € {0, 1,2} tels que
O,YH(dJﬂAal) e ¢§“t)¢h) #0. On note C={je{l,...,t}|a;=1}. Il est clair que I(yy)=1.
L’égalité de (ii) résulte des formules ci-dessus pour fl\P/IIH et vM# _ Enfin, il est clair d’apres la
définition de I'action de QM que C # & si et seulement si QM (y) N M;(Z,) M, (Q,) = 2.
Montrons (iii). Il est clair d’apres la définition de ™M que Ow(,yH)(wM/) =0, (wM/) pour
tout w € QM. Dapres (ii), il suffit donc de voir comment C et I(yg) varient. Il est facile
de voir que I’ensemble C est le méme pour tous les w(vyy), w € QM. On utilise les notations
Ul .. Up, VL, ..., v de la fin de 3.2 pour les générateurs de QM. Si je{1,...,t}, alors
I(vj(yu)) =I(yn). St i€ l(yn), alors I(ui(ym))=1I(yu) —{i} ; si i€{l,....r} —I(vn),
alors I(u;(vym)) =1(vm)U{i}. Le point (iii) résulte de ces observations et de la définition de
sy s OM — {£1}. 0

5. Stabilisation

On commence par rappeler les normalisations des mesures de Haar et des facteurs de transfert
que 'on utilise (ce sont celles du chapitre 5 de [Morl0]). On renvoie & [Morl0, 5.3] pour le
rappel de ce qui est su sur les lemmes fondamentaux et conjectures de transfert qui apparaissent
dans cet article (en résumé, tous les résultats nécessaires sont maintenant démontrés grace aux
travaux de Kottwitz, Clozel, Labesse, Hales, Waldspurger, Laumon—Ngo et Ngo).

5.1 Normalisations

Mesures de Haar. On utilise les regles suivantes pour normaliser les mesures de Haar :

(1) Lorsque l'on est dans la situation du théoreme 1.2.1 on utilise les normalisations définies
juste avant ce théoreme.

(2) Soit G un groupe réductif connexe sur Q. On choisit toujours sur G(A ¢) une mesure de Haar
telle que les volumes des sous-groupes compacts ouverts soient des nombres rationnels. Soit
p un nombre premier en lequel G est non ramifié, et soit L une extension finie non ramifiée
de Qp ; alors on choisit sur G(L) la mesure de Haar telle que le volume des sous-groupes
compacts hyperspéciaux soit 1. Si on a fixé une mesure de Haar dgy sur G(Ay), alors on
choisit la mesure de Haar dg_ sur G(R) telle que dg 7 dgo soit la mesure de Tamagawa sur
G(A) (cf. [Ono66]).

(3) (cf. [Kot86b, 5.2]) Soient F' un corps local de caractéristique 0, G un groupe réductif
connexe sur F' et v € G(F) semi-simple. On note I =G,, et on choisit des mesures
de Haar sur G(F) et I(F). Si 7' € G(F) est stablement conjugué & v, alors I' = G/ est
une forme intérieure de I, donc la mesure sur I(F') donne une mesure sur I’(F'). Lorsque ’'on
forme l'intégrale orbitale stable en v d’une fonction de C2°(G(F')), on utilise ces mesures
sur les centralisateurs des éléments stablement conjugués a .

1707

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

S. MOREL

(4) Soient F' un corps local ou global de caractéristique 0, G un groupe réductif connexe sur
F et (H, s, 1) un triplet endoscopique elliptique de G. Soit vy € H(F) un élément semi-
simple (G, H)-régulier. On suppose qu’il existe une image v € G(F') de vg. Alors I = G,
est une forme intérieure de Iy =H,, [Kot86b, 3.1]. On choisit toujours des mesures de
Haar qui se correspondent sur I(F') et I (F).

(5) Soit G un groupe réductif connexe sur Q comme dans 1.2, et soit (yo;7,d) un triplet
vérifiant les conditions (C) de 1.2 et tel que 'invariant a(7; v, d) soit trivial. Alors on peut
associer a (7yo;7,d) un groupe (réductif connexe sur Q) I comme dans 1.2 tel que Ir soit
une forme intérieure de I(00) := Ggr,. Si on a choisi une mesure de Haar sur I(R) (par
exemple en suivant la regle (2), si on a déja une mesure de Haar sur I(Ay)), alors on prend
sur I(co0)(R) la mesure de Haar correspondante.

Facteurs de transfert. On renvoie a [Kot86b] pour ’énoncé des propriétés des facteurs de
transfert que I'on utilisera ici. Noter que les facteurs de transfert ont été définis en toute généralité
(pour I’endoscopie ordinaire) par Langlands et Shelstad, cf. [LS87, LS90]. La relation de [Kot86b,
5.6] est prouvée dans [LS90, 4.2], et la conjecture 5.3 de [Kot86b] est prouvée dans la proposition
1 (§3) de [Kot88].

Soit G un groupe réductif connexe sur Q, et soit (H, s, 1) un triplet endoscopique elliptique
de G. On choisit un L-morphisme 7 : “H — “G qui prolonge 7. Les facteurs de transfert locaux
associés a 1 ne sont définis qu’a un scalaire pres. On suppose désormais que G = GSp,,,, n € N,
et on fixe une normalisation des facteurs de transfert.

En la place infinie, on normalise le facteur de transfert comme dans [Kot90, § 7, pp. 184-185]
(cette normalisation est rappelée dans 3.2), en utilisant le morphisme j de 3.2 et le sous-groupe
de Borel standard.

Soit p un nombre premier tel que G et H soient non ramifiés en p. On normalise le facteur
de transfert en p comme dans [Kot90, §7, pp. 180-181]. Si n est non ramifié en p, alors cette
normalisation est celle donnée par les Zy-structures sur G et H, définie par Hales (cf. [Hal93,

IT 7] et [Wal08, 4.6]).

On choisit les facteurs de transfert aux autres places de maniere & ce que la propriété [Kot86b,
6.10(b)] soit vérifiée. On note A§ , les facteurs de transfert ainsi normalisés.

Soit M un sous-groupe de Levi de G, et soit (M, sar, o) € Ea(M) d’'image (H, s, 19)
dans £(G). Comme dans 2.2, 3.2 et 4), on associe & (M/, spr, narp) un sous-groupe de Levi
My ~ M’ de H et un L-morphisme 7,7 : “Mpy = M’ — M qui prolonge Nar,0- On va définir
une normalisation des facteurs de transfert pour ny; associée a ces données.

En la place infinie, on normalise le facteur de transfert comme dans 3.2, pour le sous-groupe
de Borel de M intersection avec M du sous-groupe de Borel de G choisi ci-dessus.

Si v est une place finie de Q, on normalise le facteur de transfert en v pour que

ANy 7) = | D, ()2 IDR (N2 A L (v ),

si vy € Mp(Q,) est semi-simple G-régulier et v € M(Q,) est une image de vy (cf. [Kot,
lemme 7.5]).

On note A% les facteurs de transfert ainsi normalisés. On remarque que, si p est
H»SM,V

une place finie o G et H sont non ramifiés, alors AMH sarp D€ dépend que de l'image

de (M, sar, naro) dans E(M) (car c’est simplement le facteur de transfert en p pour 7

normalisé comme dans [Kot90, pp. 180-181], c’est-a-dire, si 1y est non ramifié en p, avec la
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normalisation donnée par les Zy-structures sur M et My ). En revanche, les facteurs de transfert

ﬁ en la place infinie, en les places finies ou G ou H est ramifié dépendent en général
H»SM ,V

de (M, sar, naro) € Ec(M), et pas uniquement de son image dans £(M) (d’ou le sy’ dans la
notation).

5.2 Le coté géométrique de la formule des traces stables, d’aprés Kottwitz

On rappelle ici la formule de Kottwitz sur le c6té géométrique de la formule des traces stable
pour une fonction cuspidale stable en la place infinie. La référence est [Kot].

On utilise les notations de 3.1. Soit G un groupe algébrique sur Q. On suppose que G est
cuspidal (c’est-a-dire que (G/Ag)r a un tore maximal anisotrope). Soit Ko un sous-groupe
compact maximal de G(R). Soient G* une forme intérieure de G sur QQ qui est quasi-déployée,
G une forme intérieure de G sur R telle que (G/Agr)(R) soit compact et T, un tore maximal
elliptique de Gg. On note

7(G) = e(G) vol(G(R)/Ac(R)’)
(e(G) est le signe associé & G dans [Kot83]) et
E(G) = Im(H (R, T, N Gger) — H(R, T.))|.

Pour tout sous-groupe de Levi M de G, on note comme dans 2.2

n§r = |(Norg(M)/M)(Q)| ;
de plus, si v € M(Q), on note

M (7) = |(Centar () /Centar (7)°)(Q)].

Soit v un quasi-caractere de Ag(R)?. On note Iiemp (G (R), v) (respectivement Igisc(G(R), v))
I'ensemble des éléments m de Iliemp(G(R)) (respectivement Ilgis.(G(R))) tels que la restriction
A Ag(R)Y du caractere central de 7 est v. On note C°(G(R), v~1) 'ensemble des fonctions
foo : G(R) — C lisses & support compact modulo Ag(R)? et telles que, pour tout (z,g) €
Ag(R)? x G(R), fol(z9) =v71(2)fs(g). On dit que foo € C(G(R), v~ 1) est cuspidale stable
si foo est Koo-finie & droite et a gauche et si la fonction

Htemp(G(R)’ V) —)(Cv 7TP—>TI“(7T(fOO))

est nulle en dehors de Ilgs.(G(R), ) et constante sur les L-paquets de Iy (G(R), v).

Soit fo € C(G(R), v~ 1). Pour tout L-paquet IT de Mgis.(G(R), v), on note Tr(II(fx)) =
Y e Tr(m(foo)) €t O = > oy Ox. Pour tout sous-groupe de Levi cuspidal M de G, on définit
une fonction S®pi (-, foo) = SO, (-, foo) sur M(R) par la formule

SOM (7, foo) = (—1)ImAMIAS L (M)E(G) Z<I>M !, On) Tr(Ml(fx)),

ot II parcourt 'ensemble des L-paquets de Ilgisc(G(R), v) et M, = Centp(y). On a bien sir
SPn (7, foo) =0 si v n’est pas semi-simple elliptique dans M(RR). Si M n’est pas cuspidal, on
pose S<I>]\G/[ =0.

Soit f:G(A)— C. On suppose que f=f®fy, avec [*eC(G(Af)) et fo€
CX(G(R), v~ 1). Pour tous sous-groupe de Levi M de G, on note

STy (f Z )~ SO, (fR1)SPM (7, foo),
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ou «y parcourt I’ensemble des classes de conjugaison stables dans M(Q) qui sont semi-simples et
elliptiques dans M(R), et fy7 est le terme constant de f°° en un sous-groupe parabolique de G
de sous-groupe de Levi M. On pose

ST (f) =Y (nf) ' STH (),

M
ou M parcourt I’ensemble des classes de conjugaison (sous G(Q)) de sous-groupes de Levi de G.

Dans le cas ou le groupe dérivé de G est simplement connexe et G est quasi-déployé,
Kottwitz a montré [Kot, théoreme 5.1] que STC(f) est le coté géométrique de la formule des
traces stable pour G si fo, est stable cuspidale. Il y a deux probléemes si l'on veut utiliser
ce résultat. D’abord, [Kot] n’est pas publié. Ensuite, il n’est connu que dans le cas oit G est
simplement connexe, alors que ’on voudrait I'utiliser pour les groupes endoscopiques des groupes
symplectiques, qui ne vérifient pas cette propriété en général (ceci n’est sans doute pas sérieux,
car, dans la stabilisation de la formule des points fixes, les termes correspondant aux éléments
de centralisateur non connexe sont automatiquement nuls). Cependant, rien ne nous empéche
d’utiliser la distribution ST (qui est bien définie) au lieu du c6té géométrique de la formule des
traces stable, et c’est ce que nous ferons dans la suite.

On peut tout de méme, en utilisant le méme raisonement que dans Darticle [Lau97] de
Laumon, montrer le résultat ci-dessous, qui est essentiellement une conséquence triviale du
théoreme 5.1 de [Kot] et qui permettra d’obtenir des applications de la stabilisation de la formule
des points fixes pour GSp, et GSpg.

PROPOSITION 5.2.1. Notons, pour G réductif connexe sur Q, T la distribution de la formule
des traces invariante d’Arthur. Alors, si G = GSp,, ou G(Sps, X SO4) et si f=fFf:
G(A) — C est comme ci-dessus, avec fo, cuspidale stable, alors T¢(f) = ST (f).

Démonstration. Supposons d’abord que G = GSp,,,. Alors, d’apres la preuve du lemme 3.1
de [Lau97], les k-intégrales orbitales de f, sont nulles si k # 1 (cela résulte du fait que foo est
cuspidale stable et que H'(R, GSp,,) = {1}). Le méme raisonnement montre que, pour tout
sous-groupe de Levi cuspidal M de G, les analogues pour @%(', foo) des k-intégrales orbitales
(définies comme dans le lemme 8.3.2 de [Mor10]) s’annulent si x # 1. Grace & ces observations, il
suffit pour obtenir le résultat d’appliquer a tout Levi cuspidal M le processus de préstabilisation
de la partie elliptique de la formule des traces, qui est décrit par exemple dans le début de la
preuve du théoreme 9.6 de [Kot86b] (cf. en particulier la formule (9.6.5) de [Kot86b]).

Supposons maintenant que G = G(Sp,,, X SO4). Remarquons d’abord que GSOy est
isomorphe au groupe H = GL;\(GLy x GL2) de [Lau97] (défini dans (2.6) de cet article), et
qu’on peut choisir un isomorphisme qui envoie ¢ : GSO4 — G, sur le morphisme GL;\(GL2 X
GL>), (g1, g2) — det(g1) det(g2).* Soient F un corps local ou global, M un sous-groupe de
Levi de G et y€ M(F). On note I =M,, G;=GSp,,, Mi=MNG; (un sous-groupe
de Levi de Gi) et 1 =INMj. Si v=(71,72) avec 71 € GSp,,, et 72 € GSOy, alors il est
clair que v1 € My (F') et Iy =M ,,. En utilisant le raisonnement de le preuve du lemme 3.2

4Indiquons comment construire un tel isomorphisme. (Cette construction est celle de [Die71, Chapitre IV, §8,
point 7].) Le groupe GSOy4 est isomorphe au groupe GSO(M2(Q), (-, -)), ot M2(Q) est 'algebre des matrices
carrées de taille 2 sur Q, vue ici simplement comme un Q-espace vectoriel de dimension 4, et (-, -) est la forme
bilinéaire symétrique sur M>(Q) qui envoie (X,Y) sur Tr(*XJY J '), avec J = (_{ §). On définit un morphisme
u: GL2 X GL2 — GL(M2(Q)) en envoyant (g1, g2) € GL2 X GL2 sur ’automorphisme linéaire X —— g1 X g2 de
M>(Q). Alors le noyau de u est GL1 (plongé dans GL2 x GL2 par A — (A2, A~ I>) comme dans [Lau97, (2.6)]),
et 'image de u est GSO(M2(Q), (-, -)).
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de [Lau97] (avec la suite exacte 1 — G — G — PGLy x PGLy — 1 au lieu de la suite
exacte 1 — G, — H — H — 1 de [Lau97]), on montre facilement que le morphisme évident
Rg,(I1/F) — Rg(I/F) est un isomorphisme. Une fois cette égalité connue, on peut finir la
preuve exactement comme dans le cas G = GSpy,,. a

Enfin, on calcule £(G) pour G un groupe orthogonal-symplectique.

LEMME 5.2.2. Soient ni,ng € N avec ng pair. On note n =ny + ng et G = G(Spy,, x SO2,,).
Alors
1 sin =20,
E(G)=<2""1 sin>1etny=0,
272 sin>1etng > 1.

En particulier, k(G,,) = k(GSpy) =1 = k(GLy) = k(GSp,) = 1.

Démonstration. On note I'(co) = Gal(C/R). Soit T un tore maximal elliptique de Gg.
D’apres [Kot, (7.9.3)] (cf. la preuve du lemme 5.4.2 de [Mor10]), on a

k(G) = |mo(TT))||mo(Z(G)T ).

On utilise le tore maximal T = T¢; de G défini dans 3.1. Comme G est déployé, I'(co) agit
trivialement sur Z(G), donc |mo(Z(G)F®)| = |7o(Z(G))|. Or on a déja vu (dans la preuve
du lemme 2.1.2) que |m(Z(G))| est égal & 1 si ng =0, et & 2 si ny > 1. De plus, on a vu
dans la remarque 3.1.3 que T~ G(U(1)"), ou U(1) est le groupe des éléments de norme 1 de
E = Q[v/~=1]. Donc TF(®) = TCal(E/Q) egt calculé dans le point (i) du lemme 2.3.3 de [Morl0],

et la conclusion résulte de ce calcul. O

LEMME 5.2.3 [Kot, 7.8.1]. Soient M un sous-groupe de Levi de G := GSpsy,, (M, sar, nar0) €
Ec(M) et (H, s, 19) le triplet endoscopique elliptique de G associé. On suppose que M, M’ et
H sont cuspidaux. Alors

7(G)7(M') _ k(H) k(M)

T(H) 7(M)  k(G) k(M)

Il s’agit d’un résultat général, qui est démontré dans [Kot, 8.1]. Ici, il est facile de le vérifier
directement en utilisant les lemmes 2.1.2, 2.2.3 et 5.2.2.

5.3 Stabilisation de la formule des points fixes
Soit n € N. On note G = GSp,,,, et on consideére la donnée de Shimura de 1.1. On fixe un nombre
premier p, un entier naturel non nul j, une représentation algébrique V de G et une fonction
S =Tl spoo fo € CEO(G(A?)). On note ¢: Wi — G x Wg un parametre de Langlands du
L-paquet de la série discrete de G(R) associé a la contragrédiente de V' (cf. 3.1, apres la
remarque 3.1.5). On identifie ’ensemble £(G) de 2.2 a I’ensemble des données déterminées comme
dans la proposition 2.1.1 par les entiers n; tels que 0 <n; <n et ny #n — 1, et on note EY(G) le
sous-ensemble des données déterminées par un n; tel que n — ny soit pair. Pour tout sous-groupe
de Levi cuspidal M de G, on note £& (M) I'ensemble des éléments de Eg(M) dont I'image dans
E(G) est équivalente a un élément de E°(G). On identifie Eg(M) et £& (M) avec les ensembles
de représentants donnés par le lemme 2.2.3.

Soit (H, s,1) € £2(G). On choisit comme prolongement 7 : “H — “G de 7 le morphisme
1o X idwg. On définit une fonction f(j) = fI({J)p [,z fro € C°(H(A)) de la maniere suivante
(cf. la section 7 de [Kot90]) :

1711

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

S. MOREL

e pour toute place v # p, oo de Q, fu, est un transfert de f, (au sens habituel, qui est rappelé
dans [Morl0, 5.3]) ;

. I({])p est la fonction de H(H(Q)), H(Z,)) obtenue par transfert tordu a partir de ¢]G en
utilisant 7y X idWQp comme prolongement de 7y (cf. la section 4, et cf. la preuve de la

proposition 4.1 pour le calcul explicite de la transformée de Satake de fI({j)p) ;

e on utilise les notations de la section 3. Pour tout parametre de Langlands elliptique
pr : Wr — H x Wpg, on pose

fSDH = d(H)_l Z Jr-
m€ll(en)

On note B le sous-groupe de Borel standard de Gg¢ (c’est-a-dire le groupe des matrices
triangulaires supérieures). Il détermine comme dans 3.2 un sous-ensemble 2, C Qg et une
bijection ® () — O, pu — wi(¢y). On prend

fioe = (=)D > det(wi(on)) foy-
eHEPH(P)

Remarque 5.3.1. Dans [Kot90, § 7], on a un facteur (41, s) dans fi o0, O i est le cocaractere de
G déterminé par la donnée de Shimura comme dans 1.1. Ici, comme (H, s,19) € £°(G), on a

(b, s)=1.
On note > = f*Plggz,).

THEOREME 5.3.2. Soit M un sous-groupe de Levi cuspidal standard de G.. Alors, pour j assez
grand,

Tra (£, 5) = (n§y) ™ Z 7(G)r(H) " Ag (M, s, 77M’0)|715T]\1}r/(fI({j))7
(M, sa1,m01,0)€ES (M)
ot Trps(f*°, ) est défini au-dessus du théoréme 1.2.1 et, pour tout (M, sy, nar0) € g&(M)7
(H, 5,10) est I'élément de E°(G) correspondant.

Pour M = G, ce théoréme est di a Kottwitz [Kot90, théoreme 7.2].
COROLLAIRE 5.3.3. Si j est assez grand, alors
Tr(Frob] x f, H*(Sg, ICXV))= Y (G, H)ST ().
(H,s5,10)€€°(G)

Démonstration. Comme G est déployé, le corollaire résulte immédiatement du théoreme ci-
dessus et du lemme 2.2.2. O

Remarque 5.3.4. Comme dans [Mor10, 7.1], on pourrait donner un sens au corollaire (ou méme
au théoréme) pour tout j € Z et prouver que la validité du corollaire pour j > 0 implique sa
validité pour tout j € Z.

Démonstration du théoréme. Comme j est fixé, on omet 'exposant (j) dans cette preuve. Soit
P le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de Levi M. On note M; la partie
linéaire de M et M, sa partie hermitienne. Comme dans 1.1, on a m,ry,...,7r; € N tels
que n=m+1ry +- -+ 1y, My ~ GSpy,, et M; ~ GL,, x --- x GL;,. Comme M est cuspidal,
r; < 2pourtouti € {1,...,k};onadonc, quitte & changer I'ordre des facteurs, M; ~ G, x GL,
avec r,t € N tels que r + 2t =n — m.
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Comme le théoreme est déja connu pour M = G, on peut supposer que M # G. D’apres le
lemme 2.2.3, on a |[Ag(M/, sar, naro)| =1 pour tout (M, sar, naro) € Ec(M). Notons, avec les
conventions de 1’énoncé,

Trhy = (nf) ™" > 7(G)T(H) ' STy (fu)-
(M, sn1,m01,0)€ES (M)

D’apres la définition de ST#, dans 5.2, on a

Try = (n§p) "' 7(G) > T(H) (M) Y SOy ((f&) M) S8 (Y frico),
(M, s01,m0,0)€EES (M) v

ou v parcourt I'ensemble des classes de conjugaison stable semi-simples de M'(Q) qui sont

elliptiques dans M’(R). D’apres la proposition 3.2.5 (et la remarque 3.2.6), seuls les termes

indexés par une classe de conjugaison 7/ qui est (M, M')-réguliére peuvent étre non nuls. D’apres

le lemme 2.2.6, on a

Ty =G '7(G) Y Y r(M)T(H) (o, k),
Yo,M KERG (Inr/Q)e

N

ol :

e 7o, parcourt 'ensemble des classes de conjugaison stable semi-simples de M(Q) qui sont
elliptiques dans M(R) ;

o Iy =M, ,, et Ra(ln/Q) est défini au-dessus du lemme 2.2.6 ;

e soient 7o comme ci-dessus et k € Rg(Ip/Q). Soit (M, sar, nar0, ') un G-quadruplet
endoscopique associé & k par le lemme 2.2.6 ; on choisit toujours (M, sy, nar0) dans
Pensemble de représentants du lemme 2.2.3 (donc sy est uniquement déterminé par k).
Le sous-ensemble Rg (Ir/Q)e de Rg(In/Q) est ensemble des & tels que (M, sar, nar0) €
EL(M). Si k € Ra(Ir/Q)e, on note

¥(v0.01, £) = SO ((fF )m) S®Rp (7', fito0);
ou H a la méme signification qu’avant.

Donc
/ G\—1
Trhy = (nf) ™' ) > Y (y0,0m, Kinr),
Yo, M HA{ERM(IN[/Q)
ou, avec les mémes notations qu’avant,

V(0,5 kmr) = T(G) Z T(M')7(H) ™ (Y001, K)-
k€Ra (Iar/Q)e

K——K [

(Il y a un morphisme canonique Kg(Iy/Q) — Rm(Ia/Q), cf. la remarque 2.2.5.)

On définit le groupe d’automorphismes 9 de M comme dans 3.2 et 4. Rappelons que
ce groupe agit sur M par conjugaison par des éléments de G(Q). On a clairement QM ~
{£1}" x {1}, donc |QM| =27+,

On fixe vom et k€ Rg(Im/Q)e comme ci-dessus, et on note kj; image de k dans

AM (I /Q). On écrit o m = 70,070, avec vo.r, € M;(Q) et v9 € My (Q). Calculons v (yo,um, K).
Soit (M, sar, nar0, ') un G-quadruplet endoscopique associé & k par le lemme 2.2.6. On note
(H, s,m0) élément de E%(G) associé & (M, sar, 7o), et on définit s, comme dans 4 (c’est-a-
dire égal & sy dans la composante My, et trivial dans la composante M;) ; on remarque que s/,
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ne dépend pas de k, mais uniquement de kps. D’apres le (ii) du lemme 5.3.6, on a

S0., )= AP, van)e(van) Osp (Fg ™)

Y™

ou vy parcourt 'ensemble des classes de conjugaison semi-simples de M(A?) et e(yn) =
[Tosp.oo €(Mq,7ar.) (€ est le signe de [Kot83]). D’aprés [Kot86b, 5.6], cette derniere somme
est égale a

AN (Y Yoar) D (avo.urs Yar), K)e(var) Onny (£,
YMm

ou s parcourt I’ensemble des classes de conjugaison de M(A?) qui sont stablement conjuguées
a 7om en toute place v#p, o0 et alyom,ym) est noté inv(yoa,yam) dans [Kot86b]
(larticle [Kot86b] ne fait qu’énoncer une conjecture, mais cette conjecture a été démontrée
depuis, voir [Mor10, 5.3] pour des explications).

Pour tout vy € M(A?), on éerit vy = Y17, avec v, € MZ(A?) ety e Mh(Ai’v). Rappelons que
la partie linéaire de M est isomorphe & G7, x GL, et elle est aussi isomorphe & la partie linéaire

de M. Donc, si yo,ar et yar sont stablement conjugués, alors v 1, et -z sont conjugués, et la
formule ci-dessus devient

SO’y’(( II-)foo)M’) - AM;?‘;:;?(PY/: VO,M) Z<a<707 7)7 S§\4>6(7)O'YO,L'Y(fK/[O7p)7
Yy

ou v parcourt I’ensemble des classes de conjugaison de My, (A?) qui sont stablement conjuguées
a 7o en toute place v#p, o0 et a(yo,7), e(y) sont définis comme ci-dessus. En particulier,
Pexpression ci-dessus ne dépend que de k) (et pas de k).

D’autre part, d’apres le corollaire 4.2 (et avec les notations de ce corollaire), on a
SOy ((frp)mr) = ec(sm)(=)FO0MIAN " (yar, 1), )
on

X AMH75M,p(fYH7 ’)/M)e((SM)TO(;M (¢M)7

ou s parcourt I'ensemble des classes de o-conjugaison de M(L) telles que o ar € Ndops. Si de
plus yo,ar € My(Zy,) My (Qp) (ie. Y0, € My(Zy)), alors, d’apres le méme corollaire,

SO ((frp)m) = 50, 1 (Y0.01) D (Yot 60)s ) AN o, (Vs Y0.00)e(00) T O, (631),
[

ou &y parcourt le méme ensemble d’indices ; grace au résultat principal de [Kot86a] et au fait
que gbéw = Ith(oL)gZ);VIh (cette derniere fonction est définie dans 1.2), cette expression est égale a

O,y (V0m) D (0p(10, 8), s ) AN 1, (Vs Y0.00)(8) Ong , (I, 2,) )T Os(6)™),
d

olt 0 parcourt 'ensemble des classes de o-conjugaison de My, (L) telles que vo € N'§ et (70, 6),
e(d) sont définis de maniere analogue & oy (Y001, 0ar), €(dar). On remarque que la seule partie de
cette derniere expression qui pourrait dépendre de k est A%, sar p(’y’ , Y0,M )-

Enfin, on a (ae(10),5)y) =1, ol ax(y0) est comme dans [Kot90, p. 167] (cf. la
remarque 5.3.1). On en déduit que 1 (yo,a, k) est égal au produit de

Yoo (Yo,0, K01) 1= AN 41, 00V Y0.00) THSPRL (Y, fH,00)
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et de
U (o, ) 1= ec(san) (17NN "o (yg,5), ) (@Yo, 0ar), $hr)

Y M
X 6(7)6(5M)O’70,L’7( li./?p)TO(SM(qu)’

ol v et s parcourent les mémes ensembles d’indices qu’avant. De plus, si vo 1, € M;(Z,), alors
Y (vo,m, k) est égal &

1/2 o0,
S s (0.a1) S (00372 8). shi)e(Ne(8)Osg 1 (F )0 1 Atz TOSSYM),
(7:9)
ou vy et ¢ parcourent les mémes ensembles d’indices qu’avant et «(vo; 7y, d) est comme dans 1.2
(i.e. défini dans [Kot90, §2]).

Par définition de S®LL, (cf. 5.2) et avec les notations de 3.3, S®IL, (v, fi o) est égal &

(—1) A AGIHAS (M) k(H) T 0 (1) Me(i) Y det(walpn)) PNy (Y5 SOg).
en€PH(p)
Le signe £(x) est 1a car les morphismes 1: “H — G (donc les ensembles 2, de 3.2) ne sont
pas les mémes selon que 'on voit H comme le premier élément d’un triplet endoscopique de

E%(G) (ce que l'on fait pour définir fig ), out comme le premier élément du triplet endoscopique
déterminé par sps (ce que l'on fait dans la formule ci-dessus).

Supposons que QM(’yo,M) NM;(Z,)M,(Qp) = 2. Alors 'ensemble C' qui apparait dans le
point (ii) du corollaire 4.2 (et dans la formule pour ¢*°(yo a, k)) est non vide. D’apres le point
(i) de la proposition 3.3.1 et le lemme 5.2.3, W(y0,a, kar) =0 (noter que le signe qui est noté
ec(snr) ici et dans 4 est le signe ec(k) de 3.3).

D’autre part, il résulte du point (ii) du lemme 5.3.6 et de la normalisation des facteurs de
transfert dans 5.1, si v # p, 00, alors SO/ ((fu,w)m) ne change pas si on remplace 7' par w('),
we M (remarquer que, bien que le groupe QM n’agisse pas sur M’ par conjugaison par des
éléments de H(Q), la fonction o/ —— | DI, (1), est invariante par Q™). En appliquant le point
(iii) de la proposition 4.1 et le corollaire 3.2.9, on en déduit que ¥ (w(vo0,m), &) = ¥ (Y0,m, k), pour
tout w € OM (quel que soit v ps € M(Q) semi-simple).

On déduit des calculs ci-dessus que
Try, = () 7127 Y > Y (y0,0, Kinr),
Yo,M NME.QM(IJM/Q)

ou, dans la premiere somme, on se restreint aux o, a7 qui sont dans M;(Z,)M}p(Qp).

On fixe yom et Ky € Am(Iy/Q) comme ci-dessus, avec o € M;(Zy,)Mp(Qp). Alors,
d’apres le calcul des ¥ (o0, k) ci-dessus, V(v ar, kar) est égal au produit de

W (0,01, Konr) = Opsgy s (Yo.ar) D (303 7, 6), Shrde(7)e(d)
(7,9)

x O'YO,L'V(flc\)/[O,p)O’YO,L (]lMl (Zp))TOz?((b}VIh)

(ot v et § parcourent les mémes ensembles d’indices qu’avant) et de

Voo(Yours iar) :==7(G) Y 7(M)T(H) AN 00 (Vs 20,00) T SPR (Y, freo)-
k€Ra(In/Q)e
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On veut utiliser la proposition 3.3.1 pour calculer W (y0ar, k), donc il faut

vérifier les conditions de cette proposition. Soient ei,..., e, a1,...,q: M — G, comme
dans lexemple 3.2.8. Comme o € My(Zy)Mp(Qp), on a |ei(youm)lp="---=le-(Yo,m)lp =
la1(yo,m)p =+ - =|at(vo,m)|p =1. D’apres la remarque 1.7.5 de [Morl10], la fonction vy —

On,, ((f%P)Mm) sur M(A?) est & support compact modulo conjugaison. Donc il existe D € RT*

(dépendant uniquement de M) tel que, pour tout vyas € M(A’}) vérifiant O.,, ((f*P)m) # 0, on
ait

. . ) 2 . ) > D.
e (i, st ennlage inf oy Gar)etoan)lg ) > D

On suppose que j est assez grand pour que p?D > 1. Alors, si Yo,m est tel que U (g ar,
k) 70 (et yo,m € My(Zy)Mp(Qp)), on a, pour tout i€ {1,...,7},

lei(70,01)* (0,01 0o = |€i(70,M)2C(70,M)|;1|€i(70,M)2C(70,M)|,§?1 <p /D7«
et, pour tout j € {1,...,t},
v (70,01) (70,01 ) oo = |Oéj(’Vo,M)C(707M)\;1|Oéj(’Yo,M)C(70,M)\g§ <p /DL,

car |c¢(yo,m)|p = p? d’apres la proposition 4.1. Donc, d’apres la proposition 3.3.1, le lemme 5.3.5
et le lemme 5.2.3, on a

Voo (0,015 ar) = 27T (n§)m (M) e(Tar (00)) Lv (70,00) vOL(Iar (00) (R)/ Anr (R)®) ™ e 1050,
ou Ipr(00) est une forme intérieure sur R de I telle que Ips(00)/A s soit anisotrope.

On pose I, =M, , et [ =My ;. Soit I1,(o0) (respectivement I(co)) une forme intérieure
sur R de I (respectivement I) qui est anisotrope modulo Aj, (respectivement Aj).
D’apres [GKMO97, 7.10] (et le fait que, avec les notations de cet article, 7(Ir)=D(I) =1),
on a

Y1) = e(11) vol(I (00)(R) /A, (R)) .
Donc (v, k) est égal a

2—“"“)<n%>T<M>5}3@p)<fm,M>LM<~m,M> Vol ™ Ly )50
X Y (@707, ), shr)e(1)e(6)e(I(50))Osg 1 (g ") Oso 1. (Anay 2, TO5(65 ),
(7,9)
oi1 on a écrit vol pour vol(I(c0)(R)/A;(R)?).
Finalement, on trouve que Tr, est égal &

7(Mp) Z 6113/(?%)(VO,M)X(IL)LM(’YO,M) vol ! Le(y0)>0

Yo,M

X Z Z a(yo;7,9 >e(7)6(5)6(I(OO))O’YO,L'Y(flc\>/_[07p)O’YO,L (Jle (Zp))TOé((Z%VI)?

KM (7,9)

ou les ensembles d’indices sont les mémes que plus haut (on peut omettre la condition g s €
M;(Z,)M}(Q)), car elle est nécessaire pour que le terme associé a g ps dans la somme ci-dessus
soit non nul). Cette formule résulte des calculs ci-dessus et du fait que 7(M)=7(M},) (car
7(M;) =1) et c(y0,m) = c(70). De plus, en utilisant & nouveau le fait que M, est isomorphe a
un produit direct de groupes G, et GLg, il est facile de voir que, pour tout vo a7, Rm (I /Q) =
£m, (I/Q). Donc, en appliquant le raisonnement de [Kot90, §4] & My, on trouve que Tr},
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est égal a

So3 xUn)el10:7 6)38, ) (10.290) O 1 (e ) O 1 (I, (2,)) TOs (3 L (70,2%0),
Y0,L (’yo;’y,ﬁ)EC{\/Ih,j

ol 7p,;, parcourt l’ensemble des classes de conjugaison de M;(Q) qui sont semi-simples et
elliptiques dans M;(R). Ceci est I'expression pour Try;(f°°, j) donnée dans 1.2. O

Comme dans le théoreme ci-dessus, soit M un sous-groupe de Levi cuspidal standard de G.
Soit yar € M(Q) semi-simple et elliptique dans M(R). On note Ip; = M,,,, et on utilise la
notation R (In//Q). de la preuve du théoreme. Rappelons qu’on a défini dans 3.3 un sous-
ensemble Rg(Iy/R). de Ra(In/R).

LEMME 5.3.5. Le morphisme canonique R (Iy/Q) — Rg(In/R) (obtenu en restreignant

Pinclusion (Z(I;)/Z(G))SQ@/Q) ¢ (Z(Ih)/Z(G))SMC/R) ) induit une bijection fg (In;/Q)e ——
R (I /R)..

Ce lemme résulte facilement de la description explicite des G-triplets endoscopiques
elliptiques de M (sur un corps local ou global F') dans le lemme 2.2.3 et de la remarque 2.2.5
(cf. le début de 3.3 pour plus de détails sur la maniere d’en déduire la description de Ra (Inr/F)e
dans le cas F' =R ; le point est que cette description ne dépend pas de F).

LEMME 5.3.6 (cf. [Kot, 7.10 et lemme 7.6]). On fixe une place v de Q. Soient M un sous-groupe
de Levide G, (M, spr, naro) € Ea(M) et (H, s, nm9) I'image de (M, sar, naro) dans E(G). Comme
le lemme 2.2.2, on identifie M’ a un sous-groupe de Levi de H. On choisit des prolongements
compatibles n: "H — LG et ny : 'M/ — IM de 1 et 1,0, et on normalise les facteurs de
transfert comme dans 5.1.

(i) Soit f € Co.(G(Qy)). Alors, pour tout v € M(Q,) semi-simple et G-régulier, on a

O5(fm) = [DF (N1/2S04(f).
(On rappelle que D, () = det(1 — Ad(y), Lie(G)/Lie(M)).)

(i) Soit f € CX(G(Qy,)), et soit fH e CX(H(Q,)) un transfert de f. Alors, pour tout
v € M'(Qy) semi-simple (M, M')-régulier, on a
SO (F)r) =D ANy o, (Vi 7)e(M,) 04 (fm),
¥
ot 7y parcourt I'ensemble des classes de conjugaison semi-simples de M(Q,) qui sont des images

de vy .

Le lemme ci-dessus est le lemme 6.3.3 de [Morl0], et la preuve de Kottwitz est rappelée
dans [Mor10, 6.3.3].

6. Applications

Dans cette section, on donne une application de la formule des points fixes stabilisée au calcul
des composantes isotypiques de la cohomologie d’intersection, dans le cas ou G = GSp, ou
G = GSpg. On a choisi de se restreindre a ces cas car la stabilisation du coté géométrique
de la formule des traces est alors inconditionnelle (et triviale), cf. la proposition 5.2.1. Si 'on
accepte d'utiliser les résultats de [Kot] (et leur extension au cas ot G n’est pas simplement
connexe), alors les résultats de cette section ont des analogues (plus compliqués) pour GSp,,,
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(voir la section 7.1 de [Mor10]).% Notons cependant qu’on ne peut pas utiliser la récurrence sur
les groupes endoscopiques de la section 7.2 de [Mor10] dans le cas des groupes symplectiques.

On suppose donc que G = GSp, ou GSpg. Si G = GSp,, on note H= GSOy ; si G = GSpg,
on note H= G(Sp, x SO4). Alors, d’apres la proposition 2.1.1, G et H sont les seuls groupes
endoscopiques elliptiques de G qui apparaissent dans la stabilisation de la formule des points
fixes. Ona (G, H) = i d’apres les calculs de 2.1. On note 7 : “H — LG le prolongement évident
du morphisme 7y de 2.1.

Soit K un sous-groupe compact ouvert net de G(Ay). On fixe, comme dans 1.2, une
représentation algébrique irréductible V' de G, un nombre premier ¢ et un isomorphisme Q, ~ C.
On note Hix =H(G(Ay),K) :=C*(K\G(Af)/K), et on définit un objet W, du groupe de
Grothendieck des représentations de Hx x Gal(Q/Q) dans un Q-espace vectoriel de dimension
finie par

We =" (~1)[H (Sg, ICKVy)).
>0

On a la décomposition isotypique de W) ®q, Qy en tant que Hg-module,

Wi ®qg, Q= Z We(ms) ® W;{,
nf
ou 7y parcourt I’ensemble des classes d’équivalence de représentations admissibles irréductibles
de G(Ay) telles que 7'[';{ #0 et ou les Wy(my) sont des représentations virtuelles de Gal(Q/Q)
dans des Qg-espaces vectoriels de dimension finie. Comme il n’existe qu’'un nombre fini de Ty
telles que W(my) # 0, les représentations virtuelles Wy(m¢) sont définies sur une extension finie

de @g.

Notation 6.1. Soient G’ un groupe algébrique réductif connexe sur Q et & un quasi-caractere
sur Ag/(R)Y. On note TI(G'(A), £) I'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
admissibles irréductibles de G’(A) sur lesquelles Ag/(R)? agit par ¢ Pour toute m €
II(G/(A), £), on note mgisc(m) la multiplicité avec laquelle 7 apparait comme facteur direct dans
L*(G'(Q)\G'(A), &) (cf. [Art89, §2]). On note Ilgis.(G'(A), &) I'ensemble des 7 € II(G'(A), £)
telles que mgise(m) # 0.

Soit &g le quasi-caractere par lequel le groupe Ag(R)° agit sur la contragrédiente de V. On
considere le morphisme

(V2R WR —l—> LHR & LGR —£—> L(AG)R,

ol j est 'inclusion évidente, 7., est induit par n et p est le dual de 'inclusion Ag — G. Le
morphisme ¢ est le parametre de Langlands d’un quasi-caractére sur Ag(R), et on note x la
restriction & Ag(R)? de ce quasi-caractére. Comme Ay = A, on peut définir un quasi-caractére
¢ sur A (R)Y par

En=Eax "
Ce quasi-caracteére vérifie la propriété suivante : si ¢p: Wr — “Hpg est un parametre de
Langlands correspondant & un L-paquet de représentations de H(R) de caractere central £
sur Ay (R)?, alors 1, 0 @5 : Wg — “Gpg correspond & un L-paquet de représentations de G(R)
de caracteére central £ sur Ag(R)?. (Cette construction est celle de [Kot, 5.5].)

5 Bien siir, si on admet les conjectures d’Arthur sur le spectre discret des groupes G(Sp,,,, X SO24,), alors on
peut faire encore mieux, comme cela est expliqué dans les sections 8 & 10 de [Kot90].

1718

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

COHOMOLOGIE D’INTERSECTION DES VARIETES MODULAIRES DE SIEGEL, SUITE

On note IIg = HdiSC(G(A)y fg) et Iy = HdiSC(H(A), SH)

Soit My I'ensemble des classes de H(Q)-conjugaison de cocaracteres pp : G, — H tels que
W, vu comme un cocaractere de G grace a I'isomorphisme évident entre le tore diagonal de H et
celui de G, soit conjugué (par G(Q)) au cocaractere u: G, — G de 1.1. Pour tout pupy € My,
on note r_,,, la représentation de “H associée & —upg par Kottwitz (cf. [Kot84a, 2.1.2], [Kot90,

p. 193]) ; la représentation r_,,, est triviale sur Wy, et sa restriction & H est algébrique de plus
haut poids —pg. On a de méme une représentation r_, de LG associée & —p. On va définir une
fonction € : My — {£1}. Si G = GSp,, alors un systeme de représentants de My est z —
diag(z, z,1,1) et z+— diag(z, 1, 2z, 1) ; on envoie le premier cocaractere sur 1, et le deuxiéme
sur —1. Si G = GSpg, alors un systeme de représentants de My est z — diag(z, z, 2, 1, 1, 1),
z+——diag(z, 1,1, 2,2, 1), z—diag(z, 1, 2,1,2,1) et z+—— diag(z, 2,1,2,1,1) ; on envoie les
deux premiers cocaracteres sur 1 et les deux derniers sur —1.

Comme dans 5.3, on associe a V' des fonctions cuspidales stables fg oo = foo € C*(G(R)) et
fH,00 € C*(H(R)).

Pour toute représentation irréductible admissible 7y de G(Ay), on note

Cg(ﬂf) = Z mdisc(ﬂ-f ® Too) Tr(moo(foo))

7o €TI(G(R)),
TF®Too Ellg

(cette somme n’a qu'un nombre fini de termes non nuls, car il n’existe qu'un nombre fini de
Too € II(G(R)) telles que Tr(moo(foo)) #0). Pour toute représentation irréductible admissible
7, de H(Ay), on note

cu(mhy,f) = Z Maise(TH,f @ TH,00) Tr(TH 00 (fH,00))

71'H,ooeH(I{(R))v
TFH,f®7rH,oo€HH

(cette somme est finie pour la méme raison que dans le cas de cg(my)).

Soit mf = @), ™ une représentation irréductible admissible de G(Ay). Alors on note Ry (my)
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles admissibles my = ®p THp
de H(Ay) telles que, pour presque tout nombre premier p ou 7y et mg ¢ sont non ramifiées,
le morphisme 7 : “H — G envoie un parametre de Langlands de TH,p Sur un parametre de
Langlands de .

Soit p un nombre premier. On a fixé des plongements Q C Q C @p, qui déterminent
un morphisme Gal(Q,/Q,) — Gal(Q/Q). On note Frob, € Gal(Q,/Q,) un relevement du
Frobenius géométrique, et on utilise la méme notation pour son image dans Gal(Q/Q). Si G’ est
un groupe réductif non ramifié sur Q, et m, est une représentation non ramifiée de G’'(Q,), on
note @, : Wo, — LG’ un parametre de Langlands de Tp.

THEOREME 6.1.1. Soit 7y une représentation irréductible admissible de G(Ay) telle que 77? #0.
Alors il existe une fonction f* € C:°(G(Ay)) telle que, pour presque tout nombre premier p et
pour tout m € Z, on ait

Tr(Frob)", Wy(rs)) = p™?cq(mry) dim(r}) Tr(r_,, o ¢r, (Frob))

+uG )™ N en(mpy) Tr(map(£°)H))
wr, fERH (Tf)

x> e(uu) Tr(r_py © @ry, (Frob™)),
HHEMY

ott (f>°)! est un transfert de f> et d = dim S¥ (donc d =3 si G = GSp, et d = 6 si G = GSp).
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On pourrait facilement déduire de ce théoreme des résultats sur la valeur absolue des valeurs
propres de Hecke de 7y en presque toute place, comme dans le théoreme 7.5 de [Lau97] ou la
section 6.2 de [Mor10]. Nous ne le ferons pas ici.

Démonstration. 11 suffit de prouver I’égalité du théoreme pour m assez grand (ou la signification
de ‘assez grand’ peut dépendre de p).

Pour tout ensemble fini S de nombres premiers, on note Ag = HpE 5 Qp, A? = H;gs Qp et
K9 = [,gs G(Zp). Pour tout Kg C G(Ag), on note H(G(As), Kg) et H(G(A?), K*) les algebres
de Hecke des fonctions a support compact sur G(Ag) (respectivement G(A?)) qui sont bi-
invariantes par Kg (par K%). Si 77} =R m, est une représentation irréductible admissible de
G(Ay), on note g = @), 5 T, et 7 = ®;§zs T

Notons R’ I’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles admissibles
7 de G(Ay) telles que 7 £ g, que (w})K #0, et que Wy(m) # 0 ou ca(m}) # 0. Alors R’ est
fini, donc il existe une fonction i dans Hx telle que Tr(ms(h)) =1 et Tr(n(h)) = 0 pour toute
T € R

Soit 1" un ensemble fini de nombres premiers tel que £ € T', que toutes les représentations
de R’ soient non ramifiées en dehors de T, que K = K7K” avec Ky C G(Ar) et que h = hplgr
avec hy € H(G(Ar), Kr). Alors, pour toute fonction g7 de H(G(A}F), KT), on a Tr(rp(hrgt)) =
Tr(rT(g7)) et Tr(w}(thT)) =0sin;eR.

Soit R, Pensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles admissibles
ps de H(Ay) telles que py & Ry(my) et que cu(py) #0. Alors Ry, est fini, donc il existe
gl e ’H(G(A?), KT) telle que Tr(77(g7)) =1 et, pour tout py € Ry, si kT est la fonction sur
H(AZJC) obtenue par transfert non ramifié & partir de g7 en utilisant le morphisme 7, on ait
Tr(p" (k7)) = 0.

Soit S DT un ensemble fini de nombres premiers tel que g' = gs_7lgs, avec gs_7 une
fonction sur G(Ag_7). On pose

f=hrg".
Soit p ¢ S U {¢} un nombre premier. Alors f> = f°P1lg(z,), donc on peut, pour tout m € N,
associer a f*° des fonctions fgn) = fémp) [T faw € CF(G(A)) et félm) = fl({mg [Ty fa0 €
C*°(H(A)) comme dans 5.3. On remarque que [[, ., fao = f>P.

D’apres le corollaire 5.3.3 et la proposition 5.2.1, pour m assez grand,
Tr(Frob™ x %, We) = TE(f&") + (G, H)TY (fi).
D’apres les calculs de [Art89, pp. 267-268], on a
TO(E) = D maise(p) Tr(p(F™)),

p€lla
T = > masclon) Te(or(f77)).
pa €l

Soit prr = py’ @ prp @ PH .o = PHF ® PHco € IH. On a
Te(pr(fi”)) = Te(p3y " (F57) Tr(prp (i) Tr(pr oo (firoo)).

Comme fl(;r;) € HH(Qp), H(Z))), on voit que la trace ci-dessus s’annule si py est ramifiée en p.
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Supposons que pyr est non ramifiée en p. Alors on a
Te(p " (Fir ")) = Te(pr, s (fi7 " Lcz,))) = Tr(om s ((f)T))
( H(Zy)

car py " est de dimension 1) et, en utilisant le calcul de félmg dans la preuve de la proposition 4.1
(o1 cette fonction est notée fH), on voit que

Te(prp(Figa) =" 3" () Te(r_puy 0 0y, (Frobl)).
HHEME

Enfin, d’apres le choix de f*°, on a

ca(pm,g) Tr(pm,r((f*)1) =0

si pa,y & Ru(my).
De méme, pour toute p = py ® poo € Illg, on a Tr(p(fém))) =0 si p est ramifiée en p et, si p
est non ramifiée en p, alors

ca(ps) Tr(pr(F&)™)) = ca(py) Tr(ps(f)) =0

siprtmyet
Te(p(fG")) = dim(7) Te(poo (o))" Tr(r—pu 0 o, (Frobi™))
sipp~my.
Le théoreme résulte immédiatement de ces calculs. O

En appliquant les méthodes de la preuve ci-dessus a toute la cohomologie d’intersection, on
obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 6.2. Pour tout nombre premier p tel que K = G(Z,)K? avec KP C G(AI}), on a

- d
log Ly (s, H*(S’%, IC’KV@)) = Z ca(my) dim(w?) log L(s — 3T 7““>

Tf
+ Y en(rny) Tr(mmp((1k)™))
TH.f
X Z e(pr) log L<s — i TH ps T‘_HH>,
5 :
HHEME

ou la premiére (respectivement deuxiéme) somme est sur les classes d’isomorphisme de
représentations irréductibles admissibles wy (respectivement mwp ¢) de G(Ay) (respectivement
H(Ay)), et (1x)™) est un transfert de 1k.

Appendice A. Lemmes combinatoires

Cet appendice contient les lemmes combinatoires qui sont utilisés dans la preuve de la
proposition 3.3.1.

Soit n € N. On fait agir &, sur R" par (0, (A1, ..., An)) = (Ag=1(1), - - -, Ag=1(n))- On note 7
I’élément de &,, qui envoie i € {1,...,n— 1} sur i+ 1 et n sur 1.

Soit A= (Aq,..., A) ER™. Ondit que A>08i A\ >0, A1 +X2>0,..., A1 +---+ X\, >0, et
on note S(\) ={o € &, |o(\) >0}.
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Soient I un ensemble fini et A = (););er € RZ. Pour tout J C I, on note s;(A) =Y., Ai. On
note §(A) le minimum des s;(\)/|J|, pour J parcourant 'ensemble des sous-ensembles de I tels
que s7(A) > 0 (s’il n’existe pas de tel J, alors §(\) = —00) ; si §(A) > 0, on note N () le minimum
des |J|, pour J C I tel que s;(\)/|J]| = d(N).

On note P(I) 'ensemble des partitions de I, et Pyrq(l) ensemble des partitions ordonnées
de I. On a une application évidente d’oubli de I'ordre oub : Py,q(I) — P(I), et une partition p €
P(I) a |p|! antécédents par cette application, ou |p| est le nombre d’ensembles composant p. Pour
P € Porq(I), on note | P| = |oub(P)|. Pour tout k € N, on note P*(I) 'ensemble des partitions de
P(I) qui ont exactement 2k ou 2k + 1 ensembles de cardinal impair, et P% (1) = oub™ ! (P*(I)).
On note PY,(I) I'ensemble des partitions de P°(I) dont tous les ensembles sont de cardinal
<2 (donc, si p e 7722([ ), tous les ensembles de p sont de cardinal 2, sauf peut-étre un qui est
de cardinal 1). Enfin, on note D(I) ’ensemble des couples (I1, I2), ou I} et I sont des sous-
ensembles disjoints (éventuellement vides) de I tels que I =11 Uls. Si I ={1,...,n}, on note
P(I)="P(n), etc.

Soit J un sous-ensemble de I. Si P (respectivement p) est une partition ordonnée
(respectivement une partition) de I, on note P N J (respectivement p N .J) la partition ordonnée
(respectivement la partition) de J que l'on obtient en intersectant les ensembles de P
(respectivement p) avec J et en omettant les intersections vides.

Soit ne€N. Soit P=([y,...,I) € Pora(n). Pour tout i€ {1,...,k}, on note n; = |I;|.
Il existe une unique permutation o € &,, telle que, pour tout i € {0, ...,k — 1}, la restriction de
oV a{n+--+n;+1,...,n 4+ +n1} soit croissante, et o ({ng +---+n;+1,...,

ny+---+mn41}1) = Liy1. On note cette permutation op, et on pose e(P)=sgn(op) (ou sgn:
S,, — {£1} est le morphisme signature). Si I est un ensemble fini totalement ordonné et
P € Pora(I), on utilise 'ordre sur I pour définir £(P). On remarque de plus que, si p € PY(I),
alors la restriction & oub™!(p) de Iapplication & : Poq(I) — {#1} est constante ; on note &(p)
sa valeur. Si (J, K) € D(I), on peut lui associer une permutation o) de la méme fagon (le
fait que J et K puissent étre vides n’a aucune importance pour cette construction) ; on note
E(J, K) = sgn(a(J,K)).
Soit & nouveau I un ensemble fini quelconque. Pour toute p = {I,, a € A} € P(I), on pose

gl(p) = (—1)% 2aea Hal([lal=1)
Si P € Pora(I), on note ¢'(P) = &’(oub(P)). On remarque que, pour tout k € N, 'application &’

est constante sur P*(I), de valeur (—1)"*, ot m est la valeur enticre de n/2.9

Soient I, I~ deux sous-ensembles disjoints (éventuellement vides) de I. Si P € Pora(I), on
note P =PNIT et P~ =PnNI . Onsuppose que I est totalement ordonné, et on munit I et
I~ des ordres hérités de 1'ordre sur I. On peut alors définir, pour P € Pyq(I), des signes e(PT)
et e(P7).

Soit A= (\;)ier € RI. Pour toute P = (I1,...,I;) € Poa(I), on note Ap=(sr,(N),...,
s1,(\)) € R¥. On note

Pord()\) = {P: (11, ey Ik) € Pord(I)’/\P > 0},
PN ={p={la,ac A} e P(I)|Va e A, s, (N >0}

On note PYy(A) = Pora(N) PGy (1) et PL(N) = PLy(I) N P().

6 Je remercie le referee qui m’a signalé ce fait utile.
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On définit des fonctions ¢; : R — N et ¢y : R? — N par les formules suivantes :
er(a) = 0 sia<O,
N7 1 sia>o0,

0 sia+b<0ouac<0,
ca(a,b)=<1 sia>0etb>0,

2 sinon.
On suppose que I est muni d’un ordre total (par exemple, I C {1, ..., n}, avec 'ordre habituel
sur {1,...,n}). Soit p={l,a € A} € P2,(I). Soit aw€ A. Si I, a un seul élément, on écrit

I, ={i} et on pose ¢y, = c1(\;) ; si I, a deux éléments, on écrit I, = {i1,i2} avec i1 < iy et on
pose ¢z, (A) = c2(Aiy, Aiy). On note
cp, \) =[] er(V)
acA
(bien stir, on a c(p, A) =0 si p & PZy(N)).
Soient n, m € N. On note P(n, m) le sous-ensemble de P(n + 2m) formé des partitions p de
{1,...,n+ 2m} telles que, pour tout i € {1,...,m}, n+2i — 1 et n + 2i soient dans le méme

ensemble de p. On note Poq(n, m) =oub (P(n, m)). Si A € R™2™ on note Pyrq(n, m, \) =
Pord(n, m) N ,Pord(A)‘

PRrOPOSITION A.1. Soient R un anneau commutatif et I un ensemble fini totalement ordonné.
On se donne, pour tout sous-ensemble I' de I, des fonctions ay, by : D(I') — R et cp, dp :
Pora(I') — R vérifiant la condition suivante : pour tous P = (I1, ..., I;) € Pora(I') et (J, K) €
D(I') tels qu’il existe k€ {1,...,r} avec J=1LU---UI}, on a

C]/(P) = CL]/(J, K)C](P N J)CK(P N K),

d[/(P) = b[/(J, K)dJ(P N J)dK(P N K)

Soient A= (A;)ier € R et (I, I7) € D(I). On note AT = (Aj)jer+ €RT et A~ = (Ai)jer- €
R, Alors

> (=)WFlep(PnItyd-(POIT)

Pepord(/\)

= Y )PPty Y P ().
PtePya(At) P=€Pora(A7)

Ezemple A.2. Donnons des exemples de fonctions ajp et ¢p vérifiant la condition de la
proposition ci-dessus.

(1
2
3

) ap=1et cp=1.
)

(3) ap égale a la fonction D(I') — Z, (J,K)+—e(J,K), et cp égale a la fonction
)

ap =1 et cp égale a la fonction Poq(I') — Z, P — &'(P).

Pora(l') — Z, P — e(P).

(4) ap égale a la fonction D(I') —Z, (J,K)r—e(J,K), et cp égale a la fonction
Pora(l') — Z, P— £(P)e'(P).

(5) En général, il est clair que, si 'on a des fonctions ay, by, cp, dp comme dans la
proposition ci-dessus, alors les fonctions ap/by: et ¢y dy vérifient la condition de cette proposition.
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(6) Soient ays, by, cp,dp comme dans la proposition ci-dessus. Soient I, I~ deux sous-
ensembles disjoints de I. Pour tout sous-ensemble I’ de I, on définit des fonctions aby : D(I') —
R et cdyr : Pora(I') — R par les formules suivantes : pour tous (J, K) € D(I') et P € Poa(I'),

ab[/(J, K) :CL]/Q[+(JQI+,KﬂIJr)b]/mI—(JmIi,KﬂIi),
cdp(P):CI/QH(PﬂIJ“)d]/mf(PﬂI*).

Alors il est facile de voir que ces fonctions satisfont la condition de la proposition ci-dessus.

Démonstration de la proposition A.1. On raisonne par récurrence sur le couple (|I|, |Pora(N)|)
(on utilise l'ordre lexicographique). Si I =@, le résultat est évident. Si Pyq(A\) =&, alors
dier A <0, done Yo A <0 ou Yo,o;- A <0, done Porg(AT) =@ ou Porg(A7) =2, et le
résultat est vrai aussi. On suppose donc que I # & et Poq(\) # &. On suppose aussi que [T # &
et I~ # @, car sinon le résultat est trivial. On distingue deux cas : N(\) = |I] et N(\) <|I|.

Traitons d’abord le cas ou N(A) < |I]. On utilise les notations 4, J, N, u, v, etc du
lemme A.14. Si cela est possible, on choisit J tel que JC It ou JCI~. On note de plus
K=I-J,Jr=JnI*, K*=KnI*, et on définit )\’i, pwt, vT de maniere similaire & A*.
D’apres le lemme A.14, on a Porq(A) = Pora(X) UP'(N), ot P/(X) =PL 4(I) N Pora(A), et on a de
plus une bijection naturelle P’(\) —— Pora(t) X Pora(v). Comme s;(\) >0, on a s;+(\) >0 ou
sy—(X) > 0. Quitte & intervertir I et I, on peut supposer que s;+(\) >0 (donc en particulier
JT # @). Alors, d’apres le lemme A.11, on a s;- (A) < 0. Supposons d’abord J N I~ # &. D’apres
le choix de J, pour tout L C I* tel que sz, (\) > 0,0ona sz (\)/|L| =8, et sp(\)/|L] >dsi L CJ (on
ne peut pas avoir L = J, car J*, J~ # @), donc sp,(\) = s (A) — §|L N J| > 0. On en déduit que
Pord(AT) = Pord()\’i). De plus, comme s ;- (A) < 0, on a Porq(p~) = @. En appliquant ’hypothese
de récurrence & u € R7, on en déduit que

> )P0~ (PLNTT) =0,
Plepord(“)

donc

> (—)/Flep(PnIhyd-(PNIT)

PEP!(N)
=ap(J5, Kb (J7, K7) Z (—)!Pley (P JM)dy- (PN T
PlG’Pord(,“‘)
x> ()Plegr (Pan KN )dg- (PN K ™) =0
PQEPord(V)

(on applique les hypothese sur c;+ et d;— aux partitions (J7, K) et (J=, K~)), donc

S WWPlepnrtyd-(PnI)y= > (-D)FPle(PAIT)d-(PNT).
Pepord()‘) Pe,Pord()‘/)

L’égalité cherchée résulte de ’hypothese de récurrence appliquée a ' (et du fait que Porq (N jE) =
Pord(AT)). Supposons maintenant que J NI~ =@, c’est-d-dire que J C IT. En appliquant le
lemme A.14 & I, on voit que Porg(AT) = PoraN ) UP'(AT), ot P/(AT) =P (1) N Pora(AT)

et P! ,(I1) est défini comme P/ ,(I), mais en utilisant J* C I (au lieu de J C I). D’autre part,
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onap=ptet A\ =N =v". Comme Pyq(A) = Pora(N) L P'(A), on a
> )Wl @nItd-(PnIT) = Y (-)/Flep(PnIN)d-(POIT)
PE'POYd()\) Pepord(A/)

+ Z WWepn(PNIT)d-(PNI7).
PeP’/(A

D’apres I'hypothese sur cj+ (et le fait que I~ = K7), on a
> ()Flep(PnIhyd-(PNI)
PeP'())

—a (LK) S (CD)Rle(R) S () Plee (B0 K- (PN 1),
Plepord(l") PQGPord(V)

En appliquant ’hypothese de récurrence a v, on trouve que ceci est égal a

ar- (LKD) > ()Pleyp) Y )P leen(ph) Y (<) - (P),

P1€Pora (1) P ePora(vt) P=€Pora(A7)

D’autre part, en appliquant I’hypothese de récurrence a4 X', on trouve

> )Wl (PNIM)d-(PNTT)

PePord(A/)
= Y )Pty Y (P la ().
PtePya(N 1) P=€Pora(A7)

L’égalité cherchée résulte de ces calculs et du fait que Porg(AT) = Pora(N ) LUP/(AT), avec
Pl()‘+) — ord(,u) X Pord(V+)'

Il reste a traiter le cas ou N(A\) = |I]. D’apres le lemme A.11, on a s;+(\) <0 ou s;—(A\) < 0.
Quitte & échanger I'™ et I~, on peut supposer que s;+(A\) <0. Donc le membre de droite
de 1’égalité de la proposition est nul, et il s’agit de montrer que Zpepord()\)(—l)‘P‘cﬁ(Pﬂ
IT)d;-(PNI7)=0. On note P’ le sous-ensemble de Pyrq(N) formé des P = (I1, ..., I}) telles
qu’il existe r € {1, ..., k} vérifiant 'une des deux conditions suivantes :

() r<k—1,I,CI etl..;CI";
) LNIY 42, NI~ 48, et (I, ..., L1, NI, LT, Ly, .., 1) € Pora(M).

On définit une application ¢ : P’ — P’ de la maniére suivante : soit P = (I, ..., I) € P’. Soit r
le plus petit élément de {1,...,k} qui vérifie (a) ou (b). Si r vérifie (a), on pose (P)=
(I, ..., L1, I, Ul 11, Liyo, ..., I}). Sir vérifie (b), on pose «(P) = (I1,...,Lr—1, [, NI, I.N
It Iy, ..., ). Il est clair que, pour tout P € P, (=1)IPl = — (=DM y(Pyn I+ = P

et t(¢(P)) = P. Donc
S (~)/Flep(PnIN)d-(PNIT)=0.
PeP’

11 suffit donc de montrer que P’ = Pyrq(A). Soit P = (I4,. .., It) € Pora(A) — P’. On va montrer
que PN IT € Pya(AT) ; ceci contredit le fait que s;+ (M) < 0, donc finit la preuve. On note P N

It =(Ji,...,J;). Montrons par récurrence sur r que, pour tout r € {1,...,1}, > 4 s5,(A) >0.
Soit r € {1,...,1} ; on suppose que I'hypothese de récurrence est vérifiée pour tout r’ < r. Soit
me{l,..., k} tel que J, C I,.
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On se place d’abord dans le cas ou, pour tout i €{l,...,m}, [ CI" ou ;CI  ; en
particulier, comme I, NIT =.J.# &, on a I, CIt, donc I, =.J,. Comme PZP', on a
I; C I pour tout i € {1,...,m—1} ; donc r =m et I; = J; pour tout i € {1,...,r}. Comme
Pec Pord()‘)a Z;:l SJi()\) = Z;:l 811()‘) > 0.

On traite maintenant le cas ou il existe i € {1,...,m} tel que [ NIT #@ et [ NI~ # .
Soit n le plus grand élément de {1,...,m} tel que I, NIt # & et I[,NI~ # 2. Soit s€
{1,...,7} tel que Jg=1I,NI". On note K =1, — Js=1I,NI". D’apres la définition de n,
onal; CI" ou I, CI~ pour tout i€ {n+1,...,m—1}. Si m=mn, alors I; C I pour tout
ie{n+1,...,m— 1} (trivialement). Si m > n, alors I,, C I'" ou I,,, C I~ (par définition de n),
donc I, CI" (car I, N IT =J.# @) ; comme P ¢ P’ on a donc forcément I; C I pour tout
i€{n+1,...,m—1}. Dans les deux cas, on en déduit que r — s =m —n et I,+; = Js4; pour
tout i € {1,...,r —s}. D’apres I'hypothese de récurrence (si s > 2) ou trivialement (si s =1),
ona Y% 1 55 (\) > 0. De plus, on a

r

(i*%@)) +3J5()\)+SK()\)+ Z SJi()‘>:ZSIi()‘>>O

i=s+1

(car P € Pora(A)) et

n—1
<Z s,i(A)> +sx(A\) <0
i=1
(car P ¢ P’), donc Y ;__sy,(A) >0, et on en déduit que Y ;_; sz, (A) > 0. O
COROLLAIRE A.3. Soient n € N* et A= (A1,...,\,) € R". Alors

Z (—1)IPI = {(—1)” si Ay >0 pour tout r € {1,...,n},

0 sinon.
Pepord (>‘)

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est évident si n = 1. On suppose
que n > 2, et que le résultat du corollaire est connu pour n — 1. On applique la proposition A.1,
avec les choix suivants pour ay, by, cr,dy : pour tout I, on prend aj=b;=cy=d;y=1. La
proposition A.1, pour I ={1,...,n}, IT={1,...,n—1} et I~ ={n}, dit que :

Z (—D)IPI = Z (=17 Z ESHL

Pepord(A) Petpord(kly-“)\nfl) Qetpord(kn)

L’égalité cherchée résulte alors de I'hypothese de récurrence appliquée & (A1, ..., A\,—1) (et du
cas n=1). O

PRrROPOSITION A.4. Soient n € N et A € R". Alors

Yo ()PP Py =" Y e@)elp, ).

PEPoa(M) PEPL,(n)

COROLLAIRE A.5. Soient n,m € N, A= ()1, ..., Anrom) € R"™?™ ot I I~ des sous-ensembles

disjoints de {1,...,n} tels que {1,...,n}=ITUI". Pour tout i€{l,...,m}, on
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note )\; = An42i—1 + Apto;. Alors

Yo Ple(PR)e(P) (P (PT)

PEPora(n,m,\)

= (=)™ (X)) - alN,) D > eMel@ e, Nelp, N),

prePY,(I+) p~ P2y (1)
ot1, pour toute P € Pyq(n,m), Pr=PNIT et P~ =PNI" .

Démonstration. Soit w:{1,...,n+2m} — {1,...,n+ m} définie par les formules suivantes :
u(i) =1 si 1<i<n et, pour tout i€ {1,...,m}, u(n+2i—1)=u(n+2i)=n+1i. Soit ¢:
Pord(n, m) — Pora(n + m) I'application qui envoie (11, . . ., I) sur (u(ly), . . ., u(Ix)). Il est clair
que ¢ est bijective et que, pour toute P € Poa(n, m), on a |P| = |@(P)|, PN I* = p(P) NI+ et
P € Pora(n, m, ) si et seulement si p(P) € Pora(pt), ot = (A1,..., An, A}, ..., A,,). Donc le
membre de gauche de 1’égalité de la proposition est égal a

> F)PlePnINe(PNI)E (P NI (PNT).
PEPora(p)
On applique la proposition A.1 a ({1,...,n}h{n+1,....,n+m})eD{],...,n+m}),
avec, pour tout I C{1,...,n+m},ar: (J,K)eDI)—e(JNIT,KNIT)e(JNI",KNI7),
c1:PePya(l)—e(PNIN)e(PNIT)E(PNIT)(PNI7) (cf. les points (4) et (6) de
I'exemple A.2), by =1 et d; = 1. On trouve que la somme ci-dessus est égale a

> (—)/Ple(PnIN)e(PNIT)(PNIT)E(PNIT) > (—1)lel.
PEPord(Al,...)\n) QEPord()\/l,...,)\;n)

D’apres le corollaire A.3,

> (D) = (=1)"er (W) - - e (Ary)-
QE'Pord()\/l,...,)\;n)
On applique une deuxieme fois la proposition A.1, cette fois & (I, 17)eD({1,...,n}),
avec, pour tout 1 C{1,...,n}, ay=br:(J,K)eD()—¢e(J,K) et c;=d;: P € Pora({) —
g(P)e'(P). On trouve que ZPGPOrd(Al,...,An)(_1)‘P‘€(P NINe(PNIT)E(PNIT)E(PNI7) est
égal a
Y. CYFlephE @) YT (FTle@n)e (P,
P+€,Pord()‘+) P E,Porcl(>‘_)

ot AT = (\);er+. L'égalité du corollaire résulte donc de la proposition A.4, appliquée a AT
et A7, O
Démonstration de la proposition A.4. Comme dans la preuve de la proposition A.1, on raisonne
par récurrence sur le couple (n, [Porg(A)]). Sin <1 ou si Poq(A) = @, le résultat est évident.

Supposons que n=2 et Poa(A) #@ (donc A + Ay >0). Alors P2y(X) = {{1,2}}, donc
ZpePQQ(A) e(p)e(p, A) = c({{1,2}}, A). Si A1 >0 et A2 >0, alors Poa(N) ={{1, 2}, {1}, {2}),
({2}, {1})}, donc Zpepord()\)(—1)|P|E(P)€/(P) =1. Si A\ >0 et X\ <0, alors Pyg(A) =
{125 ({1} 21}, done S pep, o (—DIPIE(P)/(P) = 2. Si A <0 et o > 0, alors Posa(A) =
{{1,2}, {2}, {1})}, donc ZPePord(A)(_1)|P|5(P)5/(P) = 0. Dans tous les cas, I’égalité cherchée
est vraie.
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Supposons que 1 >3 et Porg(A) # &. Comme Porg(A) #, on a Ay +---+ A, >0 et §:=
d(A) > 0. Soient J et N comme dans le lemme A.14, dont on utilise les notations. On note
! d = Pord(A) NP 4(n) et P’ =Py (A) NP'(n). D’apres le (i) du lemme A.14, on a Poa(A) =
Pord(N) U P4, PLo(A) =PL(N)UP et [Pora(N)| < [Pora(A)]. Soit p={Ia, v € A} € P2, (N).
Soit « € A. Si J N1, =@, on aévidemment ¢y, (\')=cr, (\).Sil, C J,onal,#JcarpeP(N),
donc, d’apres le (i) du lemme A.14, ¢z, (N) = ¢, (A). Si |J NI, =1et JN I, # J, alors, toujours
d’apres le (i) du lemme A.14, ¢r, (X) = ¢, (A). Finalement, on trouve que ¢p(N) = ¢,(A) sauf si
|J| =1 et, si|J| =1, le seul élément o de A tel que ¢y, (\') # ¢, (N) est celui qui vérifie J C I,,.

Supposons que |J| > 3. Alors P’ = @ (d’apres le (i) du lemme A.11), donc

Yo e@e =D N = > epepN).

pePL(N) pePL,(N) pePL(N)
D’autre part, si p€ RV est défini comme dans le lemme A.14, on a N(u)=|J|, donc
Zpepord(ﬂ)(_1)|P|€(P)€,(P) =0 d’apres les lemmes A.7 et A.9. En utilisant les points
(iii) et (iv) du lemme A.14, on en déduit que } pops d(—1)|P|z€(P)<€’(P) =0, donc que
ZPepord(/\)(—1)‘P‘5(P)5’(P) = EPePord(/\')(_1)|P|5(P)5/(P)' L’égalité cherchée résulte alors de
I’hypothese de récurrence, appliquée a \.
Supposons que |J| =2. On utilise toujours les notations du lemme A.14. D’apres les points

(iii) et (iv) de ce lemme, }  pcp (/\)(—1)|P|5(P)5’(P) est égale a

ord

Yo )PPy rey Y (DRl Y (—)PEe(R)e (Ro).

PePora(N) PiEPora (1) Po€Pora(v)
D’autre part, comme |J| est pair, application ¢ du lemme A.14 induit une bijection P’ ——
P2,y (1) x P2y(v). Donc, d’apres les points (iii) et (iv) de ce lemme et le fait que ¢(p, A) = ¢(p, X)
pour toute p € P2, (N), ZpePQQ(/\) e(p)e(p, A) est égale a

Yo ee, N)+eo Y ep)elp,p) Y, elp2)elpa, v).
pepgg(/\/) plepgg(l‘) p2€7’22(1’)
L’égalité cherchée résulte alors de ’hypothese de récurrence, appliquée a X', u et v.

Supposons que |J| =1. On a comme avant, d’apreés les points (iii) et (iv) du lemme A.11 et
I’hypothese de récurrence appliquée a N, u et v,

Y ()Pe(P)(P)

PEPora(

A
= > (VPP Py +e0 Y ()PP () Y ()Pl ()

Pepord(A/) P1EPora (.U‘) P 6/Pord(y)
= (=" Y ey, X)+ (=)0 Y elp)elpi,p) D elp2)elpe, v).
pEP22()\’) p1 67)22(#) sz'sz (v)

On traite d’abord le cas ou n est impair. Si n est impair, alors ¢ induit une bijection
P = P2y (1) x PLy(v), donc la somme ci-dessus est égale &

(D" D" el N) + (=)™ D e(p)elp, M),

pePL,(N) peEP!
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et il reste & montrer que

Yo e, X)= > elp)elp, N).
pePY,(N) pePY, (V)
Soit p € PL,y(N). Soient ag, v € A tels que |Ioy| =1 et J C I, On éerit In, = {io} et Lo, =
{i1,12}, avec J ={i1}. On définit p' € P(n) par p' = {I,,a € A — {ap, a1} } U {{io, i1}, {i2}} ;
comme )\ =0 et s, (\)>0, on a A\, >0, donc p’ € 7322()\’). L’application p+— p’ est donc
une involution (sans points fixes) de P2,(X), et on vérifie facilement (en examinant toutes les
possibilités pour les positions relatives de ig, i1 et i2) que

e()e(p A) +e(@)e(v', A) =e(p)e(p, X) + (), X).
L’égalité cherchée en résulte.
On traite enfin le cas olt n est pair (et |J| = 1). Dans ce cas, on a P’ = &, donc il faut montrer
que ZpePQQ(A) e(p)e(p, A) est égale a

Yo ee, N)+eo Y ep)elp,p) Y elp2)elpev).
peP,(N) P1EPY, (1) p2€P, (V)

Soit p={I, € A} € PL(N). Soit ap € A tel que J C In,. On écrit Io, = {i1, iz}, avec J = {i1}.
Comme sy, (\) >0 et A} =0, on a A}, >0. On pose p1 = {{i1}} et po = {lo,a € A~ {ap}} U
{{iz}}. Alors I'application p+— (p1, p2) induit une bijection P2,y (N) —— P2 (1) x PLy(v). De
plus, on voit facilement (en distinguant les cas i1 < i et i1 > i2) que

e(p)e(p, A) =e(p)elp, ') + g0 (pr)c(pr, p)e(p2)c(p2, v).

L’égalité cherchée en résulte. O
LEMME A.6. Soient n € N et A= (A1,...,\,) €R™
Alors

Y. (WP @) =" Y e

PePl (V) pePL,(N)

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition A.l, on raisonne par récurrence
sur (n, |Pora(N)]). Le résultat est immédiat si n <2 ou si Pyq(A) =@. On suppose donc
que n >3 et que Pod(A) # @ (c’est-a-dire que A; +---+ A, >0). On note § =J§(\). Soient
J et X' comme dans le lemme A.14, dont on utilise les notations. On note P! ; ="P! ,(n)N
Po4(A) et P'=P'(n)NPL(A). Dapres le (i) du lemme A.14, on a [Poa(N)| < |Pora(A)],
PoAA) =PoLaN)UP. 4 et PLy(X) =Py (N) UP". En appliquant 'hypothese de récurrence a

N, on trouve EPePgrd(A’)(_1)|P|5(P)5/(P) =(-1)" ZpePQQ(A’) g(p). 1l suffit donc de montrer que

S pepr (FDFE(P)E(P) = (~1)" Tpep <(p).

On rappelle qu’on utilise les notations du lemme A.14 ; en particulier, on note m = N(\)(=
|J[). Si m=n (cest-a-dire J={1,...,n}), on a P =P°,(\) (car P 4(n)=Poa(n) par
définition) et P’ =P (A\) =@ (car P(A)={{1,...,n}} dapres le (i) du lemme A.11, et
n > 3), donc 'égalité cherchée résulte du lemme A.7 ci-dessous. Si m et n —m sont tous les
deux impairs, alors il est clair que P! ; =P’ =@. On peut donc supposer que m <n, et que
m et n—m ne sont pas tous les deux impairs. Alors le (iv) du lemme A.14 implique
que Qord(Plq) = Poa(p) x POy(v) et o(P') =Py (1) x PLy(v). Légalité cherchée résulte donc

de 'hypothese de récurrence appliquée a p et a v et du point (iii) du lemme A.14. O
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LEMME A.7. On suppose que n > 3. Soit A= (A1,...,\,) €R"™ tel que \; +---+ X\, >0 et
N(X) =n. Alors

> (—)Ple(P)e'(P) =o0.

PePl (X)

Démonstration. On note m la partie entiere de n/2. D’apres la remarque sous la définition de &',
on a&'(P) = (—1)™ pour toute P € P2 ,(n). Il suffit donc de montrer que

> (—)leP)=o0.

PePl (N

Soit P!, le sous-ensemble de Pgrd()\) formé des partitions ordonnées P telles que, pour tout

i€{l,...,m}, 2i et 2i — 1 soient dans le méme ensemble de P. On définit par récurrence
descendante sur i € {1,...,m} des sous-ensembles P/, . de P2 (n) de la maniére suivante :

" 1; est I'ensemble des P € P2, (n) — UjZii1 Pora; telles que 2i et 2i — 1 soient dans des
ensembles différents de P. Pour tout i € {1,...,m}, on note P[4 ;(A) =Pgq,; N Pora(A). Alors
PO 4(A) — P!, est union disjointe des P” , .(N), 1 <i<m.

D’apres les lemmes A.11 et A.13, pour toute p € P(n), le cardinal de oub™!(p) N Pera(N) est
(Ip] = 1)!, c’est-a-dire Joub™t(p)|/|p|.

Soit i€ {1,...,m}. On note P; =oub(P’,,). D’aprés la remarque ci-dessus, pour tout
ke N*:

> (~D)Ple(P)=(-Df k-1t Y &)

PePyq (M) Pl=k PP |pl=k

ord,s
On définit une involution de P/ en envoyant une partition p sur la partition p’ obtenue en

échangeant 2i et 2 — 1. On a alors e(p’) = —e(p) et [p'| = |p| ; donc, pour tout k € N*,

> z(p)=0.

pEP|p|=k
On en déduit que, pour tout i € {1,...,m}, ZPEP"d _(A)(_l)IPlg(P) =0, donc que
> )Flepy= Y (—n)Fle(p).
PePO (M) PeP!

D’autre part, on remarque que (P) =1 pour toute P € P! ;. Donc

> U= Y (1P

Pepgrd(k) Pepc/)rd

Notons = (A1 + A2y ..., Apm1 + Ap) si n est pair, et p= (A1 + Ao, ..., Ap—2+ Ap—1, A\p) sin
est impair. Alors P! , est de maniere évidente en bijection avec Poq(p) (et cette bijection est
compatible avec les applications P —— |P|), donc le lemme résulte du corollaire A.3 (on utilise
ici I’hypothese n > 3 pour voir que les coordonnées de p ne peuvent pas étre toutes strictement
positives). O

Remarque A.8. Le lemme A.6 reste valable si 'on remplace tous les ‘>0’ par des ‘>0’ dans
les définitions de P(A) et Pora(A) (c’est-a-dire si 'on remplace P(\) par I'ensemble des p =
{In,a€ A} €P(n) telles que s7,(\) >0 pour tout a€ A et Pyug(A\) par lensemble
des P=(I1,...,I;) € Poa(n) telles que sy, (A) + - - -+ sp,(A) =0 pour tout i € {1,...,7}).
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En effet, si 'on définit A’ € R™ par X' = (A +1,..., A\, +1n) avec n > 0 assez petit, alors,
pour tout I C {1,...,n}, sy(A\) >0 si et seulement si s;(\') > 0. Il suffit alors d’appliquer le
lemme A.6 & \.

On rappelle que, pour tout k& € N, on a noté P*(n) I'ensemble des p = {I,, a« € A} dans P(n)
telles que le cardinal de I'ensemble {a € A, |I,| est impair} soit 2k ou 2k + 1, et PX (n) =
oub™ ! (P¥(n)). Pour tous A € R” et k € N, on note P~ (\) =Pk (n) N Pora(N).

[®)

LEMME A.9. On suppose que n>3. Soit A= (A1,...,\,) €ER™ tel que \y +---+ X\, >0 et
N(\) =n. Alors, pour tout k > 1,

> (—)Ple(P)e'(P) =o0.

PePE (N

L’égalité du lemme est bien siir vraie aussi si k =0, puisque c’est le résultat du lemme A.7
dans ce cas. (On a séparé les deux lemmes, car le lemme A.6, qui utilise le lemme A.7, sert dans
la démonstration du lemme A.9.)

Démonstration. On note m la partie entiere de n/2. D’apres la remarque sous la définition de &',
on a ¢/(P) = (—1)™* pour toute P € P¥ ,(n). Il suffit donc de prouver que

> (—)le(P)=o0.

PePE ((N)

On suppose d’abord que n est impair. On va montrer un résultat plus précis. Soit p = {I,, a €
A} € P(n) telle que deux au moins des I, aient un cardinal impair. Montrons que

> e(P)=0.

PEPyra(A)Noub™1(p)

Soit P = (Iy,...,I;) €oub ™ (p). D’apres le lemme A.11 (appliqué a Ap), il existe un
unique 1 €{1,...,k} tel que P':=(I},..., Iy, I1,...,I;_1) soit dans Pyq(A). De plus, on a
op = 7l +lhalgp  done e(P') = &(P) (comme n est impair, sgn(7) = 1). On en déduit que

3 s(P):’; S (P

PEPOI.d()\)ﬂoub71 (p) Pecoub™! (p)

On écrit p={I,, o« € A}. Soient aq, az € A distincts tels que |I,,| et |I,,| soient impairs. On
considere l'involution ¢ de oub_l(p) qui échange les places des ensembles I,, et I,,. Alors
£((P)) = —&(P) pour tout P € oub™!(p), donc > Peoub—1(p) E(P) =0.

On suppose maintenant que n est pair. Soit k € N*. Soit P = (I, ..., I,) € P* ;(A). On note
p=Ap € R" (donc p; = s7,(N)). Comme n est pair, il y a exactement 2k indices i € {1, ..., 7} tels
que |I;| soit impair. On les note i1, . . . , igk, avec i1 < - - - < ig,. On utilise les notions introduites
au-dessus du lemme A.15, et on note P = Q1 - - - Qok la décomposition de P en blocs de centres
Ly, ..., I, (cf le (ili) du lemme A.15). Dans la suite de la preuve, on utilisera toujours cette
décomposition en blocs, et on I'appellera la décomposition en blocs de P. On remarque que les
blocs sont tous de taille impaire.

On note P’ l'ensemble des P € P () telles que, pour tout m € {1,...,k}, Qam_1 soit
positif et Q2 négatif. On définit par récurrence sur [ € {1, ..., 2k — 1} des sous-ensembles P}’
de P% () de la maniere suivante :
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e pour tout m € {1,...,k}, P, | est Vensemble des P € Pk (A) = Uycjcom_3 Py tels que
Qam—1 et Qo soient tous les deux positifs ;
e pour tout m € {1,...,k—1}, P5, est 'ensemble des P € PE () — U, jcom_o P/’ tels que

Qom+1 et Qo soient tous les deux négatifs.

Alors on a P (A) =P UTT,cjconq P/-

Soit 1€ {1,...,2k —1}. Soit P € P/. Soient Q1, ..., Qa les blocs de P. On note ¢(P) la
partition ordonnée qu’on obtient en échangeant les blocs @; et Q1. Alors, d’apres le (ii)
du lemme A.15, ¢(P) est encore dans Porq(A), [t(P)|=|P|, e(¢(P)) = —e(P). De plus, il est
clair que ¢(P) € P/'. Donc I'application P — ¢(P) est une involution de P;". On en déduit que
ZPeP{/(—l)‘P‘E(P) = 0. Finalement,

Yo YFlepy= 3" (-1)Ple(p).

PPk (n) PeP’

Il reste & montrer que EPGP,(—l)‘P‘s(P) = 0. Supposons d’abord que k> 2. Soit P € P/,
et soit P=Q1 - - Qo la décomposition en blocs de P. Soit &), 1’ensemble des permutations
0 € Gy qui envoient les entiers impairs entre 1 et 2k sur des entiers impairs (donc o envoie les
entiers pairs sur des entiers pairs). On note Q l’ensemble des partitions ordonnées de {1, ..., n}
de la forme Qu(1 - - Qu(2k), avec o € Sy,. Il suffit de montrer que EP,GP,HQ(—1)|P/|5(P’) =
0 (quelle que soit la partition ordonnée P de départ). Soit P’ =Qs(1) -+ " Qo(2r), avec o €

5. D’apres le (iv) du lemme A.15, il existe un unique a € {1,...,2k} tel que P”:=
Qo(a) " " Qu2t)Qo(1) - Qo(a—1) € Pord(A). Comme une partition de Poq(A) ne peut pas
commencer par un bloc négatif, a est pair ; donc P” € Q et e(P"”) =¢(P). On en déduit que

/ 1 /
_DPle(py = = _NPlep!
) DIRELET S YT
Preonp’ PeQ

Notons, pour toute P’ = Q1) - - - Qu(2r) € @, t(P’) la partition ordonnée obtenue a partir de P’
en échangeant Qy(1) et Qy(3)- Alors ¢ est une involution de Q, et |¢(P')| = |P'| et e(¢«(P')) = —e(P')
pour toute P’ € Q. Donc ZP,EQ(—I)‘Plls(P’) =0.

Traitons enfin le cas ou k = 1. Soit J C {1, ..., n} de cardinal impair. On note P; I’ensemble
des partitions ordonnées P € P! ,(\) telles que J soit le deuxieéme ensemble de cardinal impair
de P. On a Py =1y, ;) Psi,Jes OU:

e (J1, J2) parcourt l'ensemble des partitions en deux ensembles de {1,...,n} — J telles que
|J1| est impair (donc |Jo| est pair), sz, (A) >0 et sz,(A) <0 (noter qu’alors on a forcément
SJ1UJ()‘) > 0) ;

e Pjy.5. est 'ensemble des P=(Iy,...,I;) € Py telles que, si le deuxieme ensemble de
cardinal impair de P est I, (i.e. I, =J), alors J1=L U---UIl,_1et Jo=1L 41 U---UlIy.

Soient p1 = (A\i)ies, et v € RI%2l Pélément obtenu & partir de (—\;)ics, en inversant 'ordre
sur les indices. Alors se donner un élément de P de Py j, j, revient a se donner un élément P
de P2 (1) et un élément P> de I'analogue de P (v) qu'on obtient en remplagant toutes les
inégalités strictes par des inégalités larges dans la définition.

En appliquant le lemme A.6 (et la remarque A.8) & p et v, on trouve, pour tout (Ji, J2)
comme ci-dessus :

Z (_1)IPI5(p)5/(p):(_1)n+1—\J\+%|JI(|JI—1) Z e(p),

PE’PJVJI*JQ pGP‘/],Jl,J2
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ol :
e P, 5, est I'ensemble des partitions p = {I,, a € A} € P(n) telles qu'il existe une partition
A=A U A U{ap} de A avec :

- J= IOL()7 J1 = Ua€A1 Iy, Jo = Ua€A2 I, ;

— pour tout o € A; (respectivement Asg), |Io| < 2 (respectivement |I,| = 2) et sy, () >0
(respectivement <0) ;

— il existe un unique « € A tel que |[I,| =1 ;

e pour toute p € PZJ,J1,J2’ on note £(p) = £(P), ott P € oub™!(p) est obtenue en choisissant un
ordre sur les ensembles de p qui place J apres 'autre ensemble de cardinal impair (¢(P) ne
dépend que de l'ordre des ensembles de cardinal impair de P).

Soit P’ 'ensemble des p = {I,, a € A} € P(n) telles que :

o il existe ap € A tel que I, =J ;

o il existe a; € A — {ao} tel que |In,[=1et 51, (A) >0}

e pour tout a € A — {ap, a1}, || =2.
Alors Py =114, 1) Pisr.sse 01 (J1, J2) parcourt le méme ensemble d’indices que ci-dessus. De
plus, n+ 1 — | J| est pair et |J| est impair, donc n+ 1 — [J| + [J|(|J| = 1) = 3(|J| — 1) mod 2.
Done Y pep, (~1)IFle(P)e'(P) = (—1): 1D e(p).

Soit k € {1,...,n}. On note P} I'ensemble des partitions p = {I,, o € A} € P(n) telles que :

o il existe ap € A tel que Iy, = {k} ;

e il existe a1 € A — {ap} tel que |I,,]| soit impair ;

e pour tout a € A — {ap, a1}, || =2.

Pour toute p € Py, on pose £(p) = e(P), ot P € oub™!(p) est obtenue en choisissant un ordre
sur les ensembles de p qui place {k} avant l'autre ensemble de cardinal impair, et on note

e’ (p) = (—1)%(’"_1), ou m est le cardinal de I’ensemble de cardinal impair de p qui n’est pas {k}.

Alors
1
D (1R ) =30 D )" ),
J peP k pepy
ou, dans la premiere somme, J parcourt ’ensemble des sous-ensembles de cardinal impair de
{1,...,n} et, dans la deuxiéme somme, k parcourt ’ensemble des éléments de {1,...,n} tels

que A; > 0. Donc :

Y (Pl => > ()Pl (P)e(p)

PEPL,(N) J PeP,

Z 2D S () =30 > e ),

peP, k pePl
ou J et k parcourent les mémes ensembles que plus haut.

Soit k € {1, ..., n}. Montrons que Zpep,g’ e(p)e”(p) = 0 (ce qui finit la preuve du lemme). On

voit facilement que ceci résulte du lemme A.10 ci-dessous (appliqué a n — 1, qui est bien impair
et >3). O

LEMME A.10. Soit n > 3 impair. On note P I’ensemble des partitions p € P(n) telles que I'un
des ensembles de p soit de cardinal impair et tous les autres ensembles de p soient de cardinal 2.
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[]-1)

Pour toute p € P, on note £’ (p) = (—1)%( , ot I est ’ensemble de cardinal impair de p. Alors

> elp)e’(p) =0

peEP
(e(p) est défini pour p € P, car p a un seul ensemble de cardinal impair).
Démonstration. Le raisonnement ressemble beaucoup & celui de la preuve du lemme A.7. On
note m = (n — 1)/2. Soit P’ le sous-ensemble de P formé des partitions p telles que, pour tout

ie{l,...,m}, 2i et 2i — 1 soient dans le méme ensemble de p. On définit par récurrence

descendante sur i € {1,...,m} des sous-ensembles P/ de P de la maniére suivante : P/ est

I’ensemble des p € P — U;”:l 11 735’ telles que 2i et 2¢ — 1 soient dans des ensembles différents
de p.

Soit € {1,...,m}. On définit une involution de P/ en envoyant une partition p sur la
partition p’ obtenue en échangeant 2i et 2i — 1. On a alors e(p’) = —e(p) et £’ (p’) =" (p) ; donc

> ep)e"(p) =0.
pEP!

On en déduit que ) p e(p)e”(p) = > cpr €(p)e”(p). D’autre part, on remarque que £(p) = 1

pour toute p € P’. Donc
D ep)E"(p) = ")
peEP peP!

On remarque qu’une partition de P’ est entierement déterminée par la donnée de son ensemble
de cardinal impair. Soit p € P’, et soit I son ensemble de cardinal impair ; alors :
—nel;
— I est entierement déterminé par son intersection avec l'ensemble J :={2i — 1,1 <i < m},
et tous les sous-ensembles de J apparaissent de cette maniere ;
1
— [InJ|=3(I]-1).
Finalement,
m
3 <) = 314 =0 c
peP’ k=0
LEMME A.11. Soit A= (\1,...,Ay) €R™ tel que \; + - - -+ A\, > 0. Alors :

(i) les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) N(A)=n;
(b) il n’existe pas de partition (I, Iz) de {1,...,n} telle que sr,(A) >0 et s;,(A) >0 ;
(ii) il existe k € Z tel que 7F(\) > 0. De plus, s’il n’existe pas de partition (I1, I5) de {1,...,n}

telle que sp, (A) > 0 et sr,(A\) > 0, alors un tel entier k est uniquement déterminé modulo n.

Démonstration. Montrons (i). Supposons que N(A) =n et qu’il existe une partition (I;, I2) de
{1,...,n} telle que s;, (A) >0 et sg,(A) > 0. D’apres la définition de §(A), on a sr, (A) > 0(\)|[1]
et sp,(A) >6d(N)|I2]|, donc A+ -+ Ay =55, (A) +s5,(A) >nd(N), contradiction. Donc (a)
implique (b).

Réciproquement, supposons que N () <n, et soit I C{1,...,n} tel que s;,(N\)/|]1]|=
O0(A) et [I1|=N(N). On note In ={1,...,n} — I . Alors s,,(A) = 1+ -+ Xy —s,(A) = (n —
|11])6(A) > 0. Donc (b) implique (a).
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Montrons (ii). On note s =min{A\; +---+ A, 1 <I<n}. Soit k le plus grand élément de
{1,...,n} tel que My +---+Xg=s.8ile{k+1,....,n},ona A+ + N>\ +---+ A,
donc Agy1+---+N>0.Sile{l,...,k},ona

Meri+o A+t =+ ) = A+ )+ A+ + )
>—()\1+"'+/\k)+<)\1+"'+)\1)

> 0.
Ceci prouve que 7%(A) = (Mests -+ Any ALy - -5 Ag) > 0.
Montrons la derniére assertion de (ii). On suppose qu'il existe k, [ € {1, ..., n} tels que k </,
7*(\)>0et 7(\) >0.Onnote Iy ={k+1,..., 1 et b, ={1,...,n} — I. Alors 57, (\) = \py1 +
s N >0car 7F(A) >0, et s, (A) =Ngr 4o F A AL -+ A >0 car 7H(A) > 0. O

Remarque A.12. L’entier k défini dans la preuve de la premiere partie de (ii) du lemme ci-dessus
est 'unique élément de {1, ..., n} vérifiant les deux propriétés suivantes :

(a) pourtout le{k+1,....,n}, \gy1+---+ XN >0;
(b) pour tout l€{2,...,k}, \j+---+ A\ <0.

(Un tel k existe méme si A\; + - -+ A, <0.)

LEMME A.13. Soit A= (\1,...,\,) € R™. On suppose que A\ +---+ A\, >0 et qu’il n’existe
pas de partition {I, I} de {1, ..., n} telle que sy, () >0 et s;,(A) > 0. Alors |&(\)| = (n —1).

Démonstration. D’apres le lemme A.11, &, est union disjointe des sous-ensembles 7S (\),
0 <k <n-1. La conclusion du lemme en résulte. O

LEMME A.14. Soit A= (A1,...,\,) tel que A\ +---+ A, >0. On note § =06(X\). Soit J C
{1,...,n} tel que sj(N\)/|J| =06 et |J| = N(X). On définit N = (\},...,\,) € R™ par :

)\/:{)\i Sl'igj,

i N —0 siieJ.
On note P! _,(n) I'ensemble des P = (I1, . .., Ii) € Pora(n) telles qu’il existe r € {1, ..., k} avec
J=0LU---Ul,, et P'(n) =oub(P! 4(n)). Alors :
(i) pour tout K C {1,...,n} tel que K # J, on a sg(\N') > 0 si et seulement si sx(\) >0 ;
(ii) on a

Pora(A) = Pord()‘/) L ( (/)rd(n) N Pora(A)),
PA) =PN\)U(P'(n) N P(N)).

En particulier, |Pord(N)| < |Pora(A)] et [P(N)| < [P(N)].

Notons m = N(A)(=|J|). On écrit J ={i1,...,im} avec iy <---<in, et K:={1,...,n}—
J={j1, - jn-m} avec j1 < -+ < jn—m. On a des bijections uy: J —— {1,...,m}, i, — 7 et
ug : K —={1,...,n—m},j, — 1. Soit o € &,, défini par o(i,) =r pour tout r € {1,...,m}
et o(jr)=m+r pour tout r €{l,...,n—m} (autrement dit, o =o0(;x)). On note ey =
sgn(o)(=e(J, K)). On définit une application Yo : P, 4(n) — Pord(m) X Pora(n —m) de la
maniére suivante : si P = (I,...,I) € P, 4(n) et si re{1,...,k} est tel que [ U---UI, =
J, on pose Yord(P) = ((uyj(I1),...,us(ly)), (ux(Lr41), ..., ux(lg))). On définit de maniére
similaire une application ¢ : P'(n) — P(m) x P(n —m). Enfin, on définit = (p1, ..., tm) €
R™etv=(vi,...,Vpn—m) € R"™™ par u, = )\u;l(r) =\, et v, = )\u;m = \j,. Alors :

1735

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

S. MOREL

(ili) pour toute P € P!  (n), si pord(P)= (Pi, P2) alors e(P)=c¢coe(P)e(P) et '(P)=
g(P)e'(Py) ;

(iv) Papplication oq induit une bijection P! (n) N Pord(A) s Pora(t) X Pora(v), et
Papplication ¢ induit une bijection P'(n) N P(A\) — P(u) x P(v).

Démonstration. Montrons (i). Soit K C {1, ..., n}. Alors, par définition de X', s (\) = sg(\) —
S|K N J|. Il est clair que sg(A) >0 si sg(\)>0. On suppose que sg(A) >0. Si K ¢ J, alors
sk(A) = 0|K| et |K|>|KNJ|, donc sg(N)>0. Si K CJ et K#J, alors sg(\) > d|K]| (car
|K| <|J|=N(\)), donc sk (\) > 0.

Montrons (ii). Comme X, < A; pour tout ¢ € {1,...,n} et s;(\') =0, il est clair que P(\) C
P(A); Pord(X) CPora(A), PIN) NP (n) =D et Pora(N) NP 4(n) =2.

Soit P = (I1,...,Ix) € Pora(A) — P! .4(n) ; montrons que P € Poq(N). 1l suffit de montrer
que sp;(N') >0, car ([1U-- UL, Liq1, ..., I) € Poa(A) — P.4(n) pour tout 7 € {1,...,k}. Or
Iy # J et sp,(A\) >0, donc ceci résulte de (i).

Soit p={I,,a € A} € P(A\) — P’(n) ; montrons que p € P(\). Soit a € A. On a I, # J et
s1,(A) >0, donc, d’apres (i), sz, (\) > 0.

La derniere assertion de (ii) résulte du fait que (J,{1,...,n} —J) € Pora(A) NP. 4(n) et
{J{L,...,n} = J} e P(A\) NP'(n).

Le point (iii) résulte facilement des définitions. Montrons (iv). Il est clair que @oq et ¢
sont injectives, et que ¢ L (Pord(1) X Pord(¥)) C Pora(A) et o~ (P () x P(v)) = P(N). Soit P =
(I, ..., Iy) € P, 4(n) N P(X) ; montrons que @ord(P) € Pord(t) X Pora(v). Soit € {1, ..., k} tel
que J = Iy U---UI,. Il s’agit de montrer que, pour tout s > r + 1, sz, ,u..ur, (A) > 0. Comme on

peut, sans changer le probleme, remplacer P par (4 U-- U, I,4pq U~ Ig, Igiq,. .., ;) (qui
est aussi dans P! ;(n) N Poa(A)), on peut supposer que r =1 (donc J =1I;) et s =2. On a alors
812()\) = Sjuj2(>\) — SJ()\) = SJU[2<)\) — (5’J| = 5(’JU IQ‘ — ‘J’) > 0. O

Soient A= (A1,...,An) ER" et Q= (I4,...,I;) une partition ordonnée d’un sous-ensemble
Ide{l,...,n}.Sike{l,...,r}, ondit que Q est un bloc de centre I, (pour A) si, pour tous
i€{l,...,k—1}etje{k+1,....7},onasy(A)+ - +s;,(\)>0et s;;(A)+---+s.(\) <
0. On dit que @ est un bloc 8’1l existe k € {1,...,r} tel que @ soit un bloc de centre I (noter

qu'un tel k n’est pas forcément unique) ; la taille du bloc @ est par définition |I], et le support
de @ est I. On dit qu'un bloc @ de support I est positif si sy(\) > 0, et négatif sinon.

Soit P € Pora(n). On dit que (Q1, . .., Qk) est une décomposition en blocs de P si :
e pour tout 1 € {1,..., k}, Q= (I,..., Iil) est une partition ordonnée d’un sous-ensemble
de {1,...,n}, et @Q; est un bloc ;
. P:(Ill,...,I}l,...,If,...,Ifk).
On écrira souvent P =@ - - - Q.
LEMME A.15. (i) Soit Q= (I1,...,1I,) un bloc pour A. Si Q est positif (respectivement
négatif), alors, pour tout i € {1,...,7}, s;,(A) +-- -+ s5,(A) >0 (respectivement sy, (A\) + - - - +

s1,.(A) <0).

(ii) Soient P € Pora(n), P = Q1 - - - Q) une décomposition en blocsde P etl € {1,...,k—1}.
On suppose que P € Pyq(\) et que Q; est négatif ou Qi1 est positif. Alors P':=

Q1 Qr1Qi1QiQry2 - - - Qk € Pora(A). De plus, on a |P'| = |P| et e(P') = (—1)"™+1e(P), ot
n; (respectivement nyy1) est la taille de Q) (respectivement Q41 ).

1736

https://doi.org/10.1112/50010437X11005409 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005409

COHOMOLOGIE D’INTERSECTION DES VARIETES MODULAIRES DE SIEGEL, SUITE

Dans la suite du lemme, on suppose que A1 + - - -+ Ay, > 0 et que N(\) =n. Alors :

(iii) soient P = (I1,...,1I;) € Pora(A), soit ke {1,...,r} et soient i1,...,ip€{1,...,7} tels
que i1 < - - - < 1. Alors il existe une unique décomposition en blocs P = Q1 - - - Q. telle que
I;, soit un centre de Q) pour tout l € {1, ..., k}. De plus, Q1 est positif et, si k > 2, Qy, est
négatif ;

(iv) soient P = (I1,...,I.) € Pod(\) et P=Q1 - - - Q une décomposition en blocs de P. Alors
il existe un unique s € {1,...,r} tel que P := (I, ..., I, I1, ..., Is—1) € Pora(A), et P est
de la forme P' = Q-+ - QrQ1 - - - Qi—1, pour un l € {1, ... k} uniquement déterminé.

Démonstration. (i) Soit k€ {1,...,r} tel que I soit un centre de (). On suppose que @ est

positif. D’apres la définition d’un bloc de centre Iy, on a sp (A) +-- -+ s5,(A) >0 pour tout

i€{l,...,k—1}. D’autre part, pour tout i € {k, ..., r},

si(A) - 4 55,(A) = (s, (M) + -+ 55,(V) = (s, (A) + - +51,(A))
> s (A)+ -+ s, (A) > 0.
Le cas ou @ est négatif se traite de maniere similaire.

(ii) On écrit Q= (11, ..., 1) et Qi1 =(J1,...,Js), et on note S la somme des s7(\), pour
I parcourant les ensembles de Q1, ..., Q;—1. Pour tousi € {1,...,r} et j€{1,..., s}, on note
Bi=s1,(\) et Cj=s7,(A). Comme P € Pyq()), on a S > 0. Il s’agit de montrer que, pour tous
ied{l,...,rtetje{l,..., s},
S+Ci+---+C;>0
et
S+Ci+---+Cs+B1+---+B;>0.
On suppose que Q41 est positif. Alors la premiere inégalité résulte immédiatement du point (i),
et la deuxieme inégalité résulte du fait que C1 +-- -+ Cs >0 et que S+ By + - - - + B; > 0 pour
tout i € {1,...,7} (car P € Pora(A)). On suppose que @ est négatif. Soit j € {1,...,s}. Alors
S+Ci+ - +Cj=(S+Bi+ +B +Ci+-+Cj)— (Bi+--+B,)
>S+Bi+ 4B, +Ci+--+C;>0
(la premiére inégalité vient du fait que Q; est négatif, et la deuxieme du fait que P € Pya(N)).
Soit i € {1,...,r}. Alors
S+Ci+-+Cs+ B+ +B
=(S+Bi+ - +B+Ci+---+Cs) = (Biq1 +---+ By)
>S4+ Bi++B+Ci 4 +Cs>0.

Enfin, la derniére phrase de (ii) est évidente.
(iii) On note = Ap € R" (donc u; = sy,(A\)). On remarque que :

(a) pour tout i € {1,...,i; — 1} (et méme {1,...,7}), p1+---+pu; >0;

(b) pour tout i € {ir, +1,...,n} (et méme {2,...,7}), i +- -+ p, <0;

(c) soitle{l,...,k—1}. Il existe un unique i € {i; + 1, ..., 441 — i} tel que, pour tout
jef{i+1,..., 441 — 1}, onait pjp1 + - -+ p; >0 et, pour tout j € {i; +1,...,4},
on ait pij + - -+ + p; <O0.

En effet, le point (a) résulte du fait que P € Pyrq(A). Le point (b) résulte du fait que P € Pyq(N)
et du fait, d’apres ’hypothése N(A) =n et le lemme A.11, il n’existe pas de partition (I, .J)
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de {1,...,n} telle que s;(A) >0 et s;(A) > 0. Enfin, le point (c) résulte de la remarque A.12,
appliquée a (g, - . ., piy,, —1) € R0,
Autrement dit, on peut écrire de maniere unique

P=(Al,..., A, B,Cl,....CL, ..., Ak ... AF By, CF, .. CF)

r19 517 ° T
avec :
e pour tout L €{1,...,k}, Bi=1; ;
e pour tout 1€ {1,...,k}, pour tous i€ {1,...,m} et j€{1,...,5s}, sAzl(/\)+---+
sAé()\)>Oet scjz_()\)—i—”-—i-scél()\)go.

On pose, pour tout [ € {1,...,k}, Q= (A}, ..., AL B, CL, ..., Cél). 11 est clair (d’apres les

T

points (a) et (b) ci-dessus) que Q)1 est positif et @y négatif.

(iv) L’existence et I'unicité de s résultent du lemme A.11. Pour tout a € {1, ..., k}, on note p,
la somme des s7(A), pour I parcourant les ensembles de @),. Alors, en appliquant le lemme A.11 &
(t1, - .., pg), on voit qu'il existe un unique [ € {1, ..., k} tel que (u, ..., g, 1, - .., p—1) > 0.

On note P"=Q; -+ - QxQ1 - - - Q;—1. Pour prouver (iv), il suffit de montrer que P” € Pyq(A). On
se ramene donc a montrer I’énoncé suivant (ou les notations ne sont plus les mémes).

Soient P € Pyra(n) et P=Q1 ---Qr une décomposition en blocs de P. Pour tout a€
{1, ..., k}, on note u, la somme des s;(\), pour I parcourant les ensembles de @,. On suppose
que (f1, ..., p1g) > 0. Alors P € Pora(N).

Pour tout a € {1, ..., k}, onécrit Qo = (If, ..., I ). Soient a € {1,... , k}etic{l,... r.}.
On veut montrer que

pa A+t pa—1 + 81 (A) -+ s1e(A) > 0.
Si le bloc @, est positif, cela résulte de (i) (et de la positivité de (u1, ..., pr)). Supposons que
Q. est négatif. Alors, toujours grace a (i) :

M1_|_...+Ma_1+81i1()\)+"'+3151()‘)
:Iul_|_..._|-Iu,a—(SIZ{I+1(/\)+"‘+SI§Q(>‘))
>M1+...+/’La>0. H
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