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SUR LA DIFFERENTIABILITE ET LA CONTINUITE
DES POTENTIELS ASSOCIES EN VALEUR
PRINCIPALE A NOYAUX SINGULIERS
ET M-FOIS REGULARISANTS

YOSHIFUSA ITO

D’aprés D. Courrége [1], l'opérateur de convolution associé en valeur
principale & un noyau de Caldéron-Zygmund homogéne de classe C°#(X2,)
applique continiment C%*R") dans C**(R") si 0< A< <1, et l'opérateur
de convolution associé a un noyau homogéne de degré m — n et de classe
C™*3,) applique continiment C%¥*R™) dans CP*™*R") si 0<a<p<1l.

D’abord on définira une classe N°7* des noyaux qu’on appellera ici
noyaux singuliers. Cette classe contient noyaux de Caldéron-Zygmund
homogeéne de classe C*#(31,), et 7 (0<% < 1) est un parameétre ayant rapport
a la singularit¢é de noyau. L’opérateur de convolution associé en valeur
principale & un noyau de classe N°7* applique continiiment C%*R") dans
CPHIR™M sl 0<A—n< p <1,

Ensuite, on définira une classe N™7#m=1 entier) des noyaux qu’on
appellera ici noyaux m-fois régularisants. Un noyau h(rd) de classe N™.7.
est, par définition, un noyau, dont les dérivées partielles d’ordre g (0<|B8|< m)
sont dans N°*  L’opérateur de convolution associé & un noyau de classe
N™# applique continiment C%*R™) dans C**™*-#(R") si 0<21—7<pg<L

Comme application, ’opérateur de convolution associé au noyau de la
potentiel d’ordre @ (m—1<a<m, m>1 impair) applique continliment
C2XK™ dans CP+¥™A=C=™YR™ si 1> a — m.

1. Préliminaire; espace de fonctions Holdériennes.

On désigne par C?(Q2) (2 sous-espacs de R", p=0 entiers) ’espace des
fonctions continues définies sur 2 a valeur réelles ou complexes ayant des
dérivées continues jusqu’a P’ordre p.
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Si 0<2<1, on pose,

o= sp AAEO=SGL pour secie)
:t:'#:’e
[flpa= ‘HEP[D”J‘I,’; pour feC?(Q),

ol B est un systéme d’entiers =0, {Bi,B:, * + *,8.}, et |8] la somme B, + B, +
«+« +B,; D? est le symbole de dérivation partielle

9P1thz e otb,
0xfronlre « o+ 9wl °

Df =

On pose,
I = sup [ f(=)] pour feCQ),

171152 =o<|;""_‘|<;l;|mf“ + [flp.a pour feC*(Q).

On désigne par C?*Q) le sous-espace de C?(2) formé des fonctions
feC?(Q) avec || fll,.,< . On désigne par C2*Q) (resp. C¥*9)) le sous-espace
de C?*(2) formé des fonctions a support compact (resp. & support compact
contenu dans le compact fixé K).

Les espaces C?*(Q) et C%*Q) sont munis de la topologie associée a la
norme || [,.. Cettes espaces sont des espaces de Banach.

2. Noyaux semi-singuliers.

Un noyau semi-singulier sur R" est, par définition, une fonction
k(r6)eC°(R™\{0}) satisfaisante aux conditions suivantes a) et b).

a) Q)= rm? §Eﬂk(r0)a,,(d0) est localment sommable sur [0,00), o 3, est la

sphére d’unité de R™ et o, la measure superficielle sur 33,.

b) Il existe un nombre n (0<7n-<<1) et un nombre positif M tel que
lixgx sup |z|"*"k(z) < M.
On définit, pour & >0,

k(z) si |zl =e¢

k(z) = .
0 si |zl <e
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et on va étudier

lim ko f(z) = lim S k(2)f (2 — 2)dz.
el0

40>

ProrposiTiON 2.1.

Soient k¥ un noyau semi-singulier, et < 2. Alors, quelle que soit
feCY¥R™), kxf(x) converge uniformément en z€R". D’ou la limite est
une fonction continue sur R”".

Si |k(z)] est bornée en dehors d’un voisinage de l'origine, la limite est
une fonction bornée sur R".

Démonstration.

R étant un nombre >0, on a, pour un nombre positif &< R,

| r@re—2dz= | Bas@—2dz+ | keLfe—2—f@dzt | k@f@e.
|z]>e |z2| =R R>|z|>¢ R>|z|>¢
k(z)f(x — z)dz est une fonction continue sur R"®, et, si |k(z)| est bornée
|z|=R
en dehors d’un voisinage de l’origine, elle est bornée sur R".

k(@) f @ — 2) — f@)l dz < |* HIE 111, " 0udr < MalFlos =22~ R~
R>{z|>e <7 -7

ol @, = 0,(2]s) et Mg = sup |z|"""|k(z)].
D’aprés a) et le fait que le norme de f est fini, S k(z)f(x)dz con-

R>|z{>¢
verge absolument et uniformément dans R".

Enfin, la fonction continue k.*f(x) converge absolument et uniformément
dans R", e tendant vers 0. c.q.f.d.

A un noyau satisfaisant aux conditions a) et b), on associe une applica-
tion linéaire k¥ de CY*R™ (1>7) dans C°(R"), en posant,

Ffla) = limka/(x) = lim S k(2)f(x — 2)dz.

0%

Si, pour chaque feCyR"), on pose

Wik, 7> = Br0) = tim | k(2)7(2)dz,

ed0 12>

ou }(w) = f(— ), on définit une distribution V, &k sur R" appellée la distri-
bution valeur principale de k.
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Et on a (cf. [1]),
Vk*f = kf pour toute feCY*R™ (A>7).

3. Noyaux singuliers.

On appellera un noyau singulier de classe N°”*(0< ¢z < 1) un noyau
k satisfaisant aux conditions a), b), c) et d).

c) Il existe un nombre R >0 tel que
|z| ™+ (2)eC’* (0< |z] < R).
d) |k(2)| est bornée en dehors d’un voisinage de Uorigine.
Pour ke N°"*, on pose,
Wl = {"Qurar,

kNP = sup lz|™*"[k(2)],
zeR®
0<|z|<R

W= sup  ZIMTHE) — 2™ h(a)]

zER", 2/ €Rn 2" —z|*
0<|z|<R,0<|z|<R
22/

Il = sup [k(2)]
Tz|>1

et el = kR + [ENE + NEIE + 1Rl .
On va étudier le norme de kf.

THEOREME 1.

Si k est un noyau de classe N°7# et 2 un nombre tel que A1=<1,
0<1—7<p<l. Alors, quelle que soit feCx*R™),

1) il existe une constante positive Cx dépendante de K telle que
[£fJo.in < Ck IRl LfLous

2) 1l existe une constante positive Cx dépendante de K telle que

&S llosimg < CrllEll Nl fllo,ae
Démonstration.

Soient « et x’ deux points fixés de R"™ tels que |2’ — x| =d<S,
S = min (%, 1) , et B,(x) la boule de centre z et rayon p.
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D’apres la définition de £,

Fan= | ke’ — 9w — fedy+ | ke — 0w - A dy

Bo(x) Bp(2/ )\ Baa(®)
+lim | B — @iy + | ke — sy,

0B \ By e CBa(at)

o) = | bo—wlrw) —seldy+ | keo—yiy) - fedy

Baa(x) Bp(2)\ Baa(®)

+im | Me—wr@dy+ | ke -9 Ue) - Fle)ldy

V0 BB Ba(s)\ Baa()

+ | o —n)rway.

CBa(®)
On pose,
kf(x") —kf(w)=1L —L+ L~ I,+ L+ I;+1;, ou
L= { k' -9l ~f@ldy, L= | ko—ylfy)— f@)dy,
Byq(a) Baa(z)
I = | ke’ — 9) — k(2 — YILA(y) — f(s")1dy,

(Br(a’ )N Br(2))\ Bza(%)

I, = S k(z" — y)[f(y) — fla"ldy, Is= S k(z—y)Lf (y)—f(2")]dy,

Bg(2/ )\ B(x) Bp(z)\ Br(a’)

I, = lim | Ko’ — 9)f(&")dy —lim [ Ko —wr@ay
Br(x’' \B.(+") Br(z)\B.(2)

- S ko — y)[f(2") — f(x)ldy = lim S Ey)lf(x') — f(x)ldy,

Br(a)\ Bya() &2 Bra(O\ Bu(0)
I, = S ke’ — y)fly)dy — S bz — y)f(y)dy = S Ey)lf(2'—y)—fle—y)ldy.
CBa(a') CBa() CBr(0)

On majore alors séparément chacun de ces termes;

347 -
@, d*7,

5] <L e | g e < B Do~
Byo(x)

De méme,

[12] < 1Bl To.a

2 w,d*",
/)

A
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Ensuite,
ILI<ULa | 1o@ —9)— ke — o)l 1y — «'|'dy.
Br(#)\Baa(2)

Pour majorer |k(x’ — y)—k(x — y)|, en posant z/ =z’ —y et z=x — y,
on a,

]

lk(zl) ___k(z)l< __I_?l_],;__*v_ﬁ[‘[‘ izllfb—i-ﬂ'H‘k(zl) — lzln+7+llk(z> |+ Ik(z)lllzlln+ﬂ+ﬂ_lzlfb+ﬂ+ﬂ

L , / by tp
<_IZ#I1»HT+TI:IZ —z[#+ ]z] In+v+p .:l
Ikl i — 1
<_ KL\, . lz|n+rz+#
lz/]nwﬂt lz Zl 1+ | IZII
|z]
Puisque —%—< llzzlll < %, il existe un nombre positif M, tel que
‘_zllﬂ-+')+/‘ . l
[ETEYT
1 _l_. zllz l << Ml.
|z]
Alors, |k(z') — k(z)] < Mi||k||d* L

D’ou

ML 1o,2d™ O ep
|l < AL Loy < M ) Lo 2 4
BR@)\BS“@)I —y|mre —A+7

Les majorations des |7,| et [I;] sont faciles;

L] <l T | Y < s &,
B\ Baawry 1Y —
et LI<IH: | el < nknmo.x%— a=r,

Bg(2)\ Bg-q(2)

Finalement,

1] < U bud'lim {ro=dr | | kir0)on(do) | < IBILAT, 10
el0 Je

n

et 1L < | WA — 9) = flo — )1dy <21 K] KL Lad"

CBr(0)
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ol |K] est la mesure de Lebesgue de K.
Puisque 7=0 et 0<d=<1,

[ ] < IEILfLouid®™" et [I;] < 2] K[ [ElLf1..d" "

Par conséquent, si |2’ — 2| <S,

3,1) Ilzfl(af',)——x];l];’(”x)l < C*|k|l[f)o,,» OU C* est une constante positive
dépendante de K, et, si |2’ — 2] >S5,
8,2 La) bl < 5 s,

ou, ||kf]| < + oo, d’aprés la proposition (2.1).
Ensuite, on va majorer |kf(z)].

On a
Er@) <| § k@ Uw — 2~ faldz| + | | ke (o — 2)dz |+ timl | Be)f @)z
[zl<R R<(z| R>|z]ze
=Ji+Je+Ts

ou Ji, /. et J; sont respectivement le premier, le second et le troisiéme
terme au second membre.

On majore successivement chacun de ces termes;

Rl_

Iy < Wl T § e < RIS T

2| <R

J: < | K| KA1l
Enfin

Js< 171, @wdr < Ikl 1711
En posant Dg = le diametre de K, on a

1Al <[fL.Dk et

(3,3) VRF < IR T —22 - R+ IICLKT + 13171
<[] 2 R+ [IK] 411 Dk | (/Lo

Les inégalités (3,1), (3,2), et (3,3) montrent I’existence des constantes Ck
et Cx de notre théoréme. c.q.fd.
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Tutorime II.

Si k est un noyau de classe N°"* et 2 un nombre tel que 2<1 et
0<2—7<p<1l. Alors I'opérateur de convolution associé en valeur princi-
pale & % applique continiiment C%*R") dans C?*"(R"); et on a, pour
chaque feC%(R") 0< |8l < p),

DMkf) = k(D*f).
Démonstration  (cf. [11).

En notant D’ la dérivation au sens des distribution,
D8V kxf) = V jxD'* f = V kxDf fC**-"(R").

La continuité de £ de CE*R™ dans C?*"(R"™) résulte de celle de £ de
C3HR™) dans C*U(R").

4. Noyau m-fois régularisant.

Un noyau de convolution m-fois régularisant est, par définition, un

noyau ki tel que D’k (0 < |B| <m, m >1 entier) est un noyau singulier.

On
note N™7* une classe formées des noyaux m-fois régularisants.

On va chercher les conditions suffisantes que un noyau % appartient a
class N™7.,

ProrosiTiON 4.1.

Soit £ un noyau de CYR™{0}) tel que, pour 1< i<,

SD,rn-lh(ra) .

Sa
0ia,,,(d0)] est localment sommable sur [0,c0), ol 4,= ,221:] . Alors, pour 1<i<n,
yrl SDih(rﬁ)an(dﬁ) est localment sommable sur [0, ).
Zn
Démonstration.

Soit ¢ une fonction- positive telle que

supp ¢c(—1,1) et Sl_lgo(t)dt = 1.

On_ pose successivement, pour & >0 assez petit,
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IS TREVEL SEET T SN e R
et o) ={enubar.

Une intégration par parties donne,

[ Di@e.(1w)de = = | h@oi(]2])oda.
R, Rn

En calculant les deux membres en coordonnées polaires, on obtient
[Cotit=1at § Danto)ona0) = —  bian(a0) | o1(t1m hi20)a1.
Cependant, pour ¢ petit,
[otthitorat = = [rin(r0) — r3 n(r0) ],

ol r—-;———ez<rl<r~

[ 3
- te et 7+“2*'—52<7’2<r+%+62.

Enfin, ¢ tendant vers 0, on a

yoet S Dih(rﬁ)an(dﬂ)! - 'S 0,0, h(r6)e,(d6) .

Zn Zn

c.q.f.d.

PROPOSITION 4,2,

Soit # un noyau de C™(R™/{0}).
1) S’il existe un nombre positif M tel que

1im§up | D#|z|™ 18- p(2)| < M pour 0< |B8] <m,
alors il existe un nombre positif M’ tel que
lim sup [z] ™= DR (2) | < M’ pour 0< |B] <m.

2) Si |z|*DPlz|™*IEI-"R(2)eCoH0< |z] < R) (0< <)

pour 0 < |8] <m, alors [z|"*"*IfI="*DEp(z)eC**(0 < |z| < R) pour 0 < |8 <m.
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Démonstration.

Il suffit de montrer 2) pour 0 < #<1. En supposant que 2) a lieu pour
chaque B tel que 0< [8| <k <m, on montre 2) pour p tel que [p|="Fk.
D’apres la formule de Leibniz,

Dp‘zln+v+|p]—mh(z)=ﬁzaﬂD1’—ﬁ|zln+v+|p|—mDﬂh(z)=E Pp-ﬁ lzln+n+|ﬁ|—mDﬁh(z)
<p

B<p |z|I1P-#I

ou P,_; est un polyndme homogene de {z;}i<i<n de degré [p—p| et < p
Pabrégée de 8, < p; (1< i< n).
Si, pour f< p, lzl“TI—E’;ﬁ—ﬂl |z]™7+181-™ DPR(z) € C2# (0 < z < R), alors,
z
[z|*+7+121="+DPp(2)eC®* (0< z < R) par les hypotheéses.
Par suite, il suffit de prouver le lemme suivant.

LeMME,
Soit P, (0 < g entier) un polyndme homogéne de {z;},<c;<n de degré gq.

Alors, pour un nombre positif arbitraire R,

|2]* IIzJT“ eC°#(0<z < R).

Démonstration.
Il suffit de prouver qu’il existe un nombre positif M tel que, pour
[2| <R, |z] <R (2" % 2),

lzlly—pq Z'k — lzly-lkizk

|2" — z|*

ou k est une systetme d’entiers >0, {ki, ks, -+, k.}, 2k =Fk, et, 2= zlizke
1

.z, On a
1
s 1——
!Z'l"—lk'zlk—— lz]p-mzkl < R( k>_2ki'lz,l(wk)-lzi, — lz[(;:/k)—lzt .
1

IZ’I(M‘)_I?J{ — ]zl(y/k)—lzi‘

|z — z]*

La majoration de n’offre pas de difficulté.

c.q.f.d.
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Si un noyau % satisfait aux hypothéses de la proposition 4.2, pour un
nombre R >0 et a la condition suivante d’), et D’k (|8 = m — 1) satisfait
aux hypothéses de la proposition 4.1., alors % est un noyau m-fois régu-
larisant. -

d’) [Dh(z)| (0< |B] < m) est bornée en dehors de origine.

Ensuite, on va calculer D;(k*f), ot & est un noyau m-fois régularisant.
La démonstration de théoréme III repose sur le lemme suivant;

LEMME,

Si % est un noyau de classe N!.7#

gn-1 S 1(£6)0,0,,(d0)
27‘

converge, ¢ tendant vers 0.

Démonstration.

En vertu de la formule de Green, on a

et | heovionao) = R [ nenoonde) — | Dbtz — yay.
Za b R>|sZy[>e
Le premier terme au second membre est une constante et le second terme
converge. D’oll on a le lemme. c.q.f.d.
On pose

C.(h) = lim e S h(e0)0,0,(d0).

n

Tutorime III.

Soit £ un noyau de classe N™* Alors,
1) st m>1, pour toute feCYR"™, h+feCYR"™ et

D(h*f) = (D,h)*f 1<i<mn),

2) si m=1, pour toute fECYR™) 0<i1—y<p), hxfSCYR") et
Di(hxf) = (V,Dih)xf + C,(h)f. 1<i<mn).
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Démonstration.

En posant ¢.(z)= S h(z — y) f(y)dy, on a (cf. [1])

lz—y|>e

Dgf(n)= | Dbz — ) f)dy + et | h(eo)f(x — e)ian(do).

lo—y| =2 Za
1) Sim>1et feCYR"),
D(h*f) = (D;h)*f (1<i<mn).

2) Sim=1et feCYHR") (0<21—79n<p), on a

gnt S 1(e0) f(x — €0)0,0,(d0) — et S R(e0) f()0,0,(d6)
Zan Za

< ULt | 1h(e0)|on(d0) < MLS1, .80 1<i<m,
2"
ou M est une constante.

Par suite,

lim e+ | h(e0)f(@ — e0)0ia,(dB) = C.()f(x)

et la convergence a lieu uniformément dans R”. Le premier terme au second
membre tend vers (V,D;h)*f(x) uniformément dans R". D’ou le théoréme;
puisque lllnol 0.(x) = hef(z). c.q.f.d.

Soit # un noyau m-fois régularisant. Alors, pour 0< || <m—1, D’k
est un noyau (m—|p|)-fois régularisant. Par application répétée de théoréme
III, on obtient, pour toute feCYR"), hxf€C**(R") et D!h*f)= (D’h)+f
o< |l <m—1).

Si |8]=m—1, d’apres le theoreme III, pour toute feCy*R™), hxfC™(R"™)
et D,D*(hxf) = (V,D;D*h)+f + Cy(D*h)f.

Enfin, en conjuguant ce résultat avec le theoreme II, on obtient le
théoréme suivant, car C¢*R")cC%*(R") et ’application naturelle de C%*(R™)
dans C%*7(R"™) est continue.

TatoriME IV.
Soient h& N™"*, et 2 un nombre tel que 0<21<1let0<i—9<p<L

Alors, T'opérateur de convolution f—> kh+*f associé a applique continiment
CR*R"™) dans C?*™*"(R"™) (p >0 entier, K compact fixé de R").
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5. Exemples.

1) Le potentiel d’ordre e.

119

Soit % un noyau du potentiel d’ordre a, ol m —1< a < m (m>1 entier
impair). Alors, pour fe CLXR™ (m—a < iA<1), hxf € CP+™i "= (R™),

D’ailleurs, P’application de C%*R") dans C?*™*™-%(R") est continue.

Dans le cas oll m est un entier pair positif, I’application est aussi con-
tinue sous les condition mentionné ci-dessus. Mais la méthode dans ce travail
n’est pas applicable pour prouver la continuité, puisque D’k (|| = m) n’est
pas toujours un noyau singulier. La continuité de Papplication est etablie

dans [2].

2) Une contre-exemple.

Si 2=19, heN™"* n’applique pas CZR"™) dans C’*™(R"). En effet,

soient n=1, 0<a<l, A=79=1—a, h=r! et feCyYR') telle que
0 <0
f(x)=Ix1‘" 0<z2<1
0 x>2

et feC{(R\{0}). Alors, h*f&C{R).
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