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SYSTEMES FAIBLES DE TCHEBYCHEFF 
ET POLYNOMES DE BERNSTEIN 

RICHARD BASTIEN E T SERGE DUBUC 

1. Introduction. Nous allons montrer que tout système faible de Tchebycheff 
est voisin d'un système de Tchebycheff. Ce fait permet de prolonger aux 
systèmes faibles de Tchebycheff plusieurs résultats valides pour les systèmes de 
Tchebycheff, tels le théorème d'alternance et le théorème de de la Vallée-
Poussin qui sont reliés au problème de la meilleure approximation uniforme par 
une fonction d'un système de Tchebycheff. Il arrive que certaines classes de 
fonctions splines forment un système faible de Tchebycheff. Pour ces classes, on 
pourra donc caractériser les meilleures approximations par des propriétés 
d'alternance de l'écart à la fonction à approcher. 

2. Une propriété de régularité des polynômes de Bernstein. Soit/(x) 
une fonction définie sur l'intervalle [0, 1], le polynôme de Bernstein de degré n 
associé à la fonction / est 

On retrouve dans Lorentz [3] plusieurs propriétés remarquables des poly­
nômes de Bernstein. Nous dirons que la fonction/ change de signe au plus r fois 
sur [0, 1] si l'on ne peut pas trouver (r + 2) nombres x0, Xi, . . . , xr+i tels que 
0 S Xo < Xi • . . < x r+i ^ 1, f(Xf) 9e 0 et les valeurs {/(#*) }Jîo alternent en 
signe. Le nombre de changements de signe de f sur [0, 1] est le plus petit des 
entiers naturels r ( ^ 0 ) tel q u e / change de signe au plus r fois. 

Polya et Schoenberg [4] ont démontré : 

THÉORÈME 1. Sif(x) change de signe r fois sur [0, 1] et Bn(f\ x) ^ 0, alors la 
somme des multiplicités des racines à Véquation Bn(J; x) = 0, x Ç (0, 1) ne peut 
pas dépasser r. 

3. Systèmes faibles de Tchebycheff. Un système de fonctions sur (0, 1) de 
degré n est par définition un sous-espace vectoriel de dimension n + 1 de 
l'espace vectoriel des fonctions réelles défines sur (0,1). Nous désirons comparer 
divers types de systèmes de fonctions, types I, II, III et IV. Pour un système S 
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de fonctions sur (0, 1) de degré n, on considérera les diverses conditions 
suivantes. 

(I) Pour tout / Ç S — {0}, le nombre de racines à l'équation f(x) = 0, 
x Ç (0, 1), ne dépasse pas n. 

(II) Pour tout choix de {n + 1) fonctions linéairement indépendantes 
{foifu • • • ifn} et pour tout choix de points {x0, Xi, . . . , xn) où 
0 < Xo < Xi < . . . < xn < 1 , le déterminant de la matrice (fi(Xj)) n'est 
pas nul. 

(III) Pour toute fonction/de S — {0), le nombre de changements de signe d e / 
sur (0, 1) ne dépasse pas n. 

(IV) Pour tout choix de (n + 1) fonctions linéairement indépendantes 
{/o,/i, . . . , / „ } , on ne peut pas trouver deux suites croissantes dans (0, 1), 
{x0, xu • • • , *»} et {y0, yh . . . , yn) telles que dét (/,(*,)) < 0 < dét(/^(^)). 

Un système de Tchebycheff sur (0, 1) est par définition un système qui 
remplit la condition I. Comme Karlin et Studden [2] l'indiquent, les conditions I 
et II sont équivalentes. Nous montrerons dans la suite que les conditions III et 
IV sont équivalentes. Si pour un système de fonctions sur (0, 1) de degré n, la 
condition III a lieu, on dira que le système satisfait au principe d'alternance. 
Un système de fonctions qui répond à la condition IV est appelé système faible 
de Tchebycheff par Karlin et Studden [2]. Dans un premier temps, nous 
verrons que la condition III est voisine de la condition I et que la condition IV 
est voisine de la condition II, le sens du mot voisinage sera déterminé 
ultérieurement. 

THÉORÈME 2. Soient/o,/i, . . . , /n , w + 1 fonctions définies sur [0, 1] et soit K 
une partie de [0, 1] telle que tous les points de K sont des points de continuité pour 
les fonctions f\, 0 ^ i ^ n, et telle que les fonctions fi restreintes à K sont linéaire­
ment indépendantes, on suppose de plus que le système de fonctions sur (0, 1), 
S = {231=0 ctfi{x)}, satisfait au principe d'alternance. Si m est un entier naturel 
et si Sm = {Bm(f; x) : / £ S}, alors Sm est un système de Tchebycheff de degré n 
lorsque m est suffisamment grand et pour x de K et f de S, Bm(f; x) converge vers 
f(x) de façon uniforme sur K. 

Démonstration. Sm est l'image d'un espace vectoriel par une application 
linéaire, il s'agit donc d'un espace vectoriel. Il nous faut montrer d'abord que si 
m est suffisamment grand, la dimension de Sm est égale à {n + 1). Les restric­
tions à K des fonctions ft étant linéairement indépendantes, on peut trouver 
(n + 1) nombres distincts de K, {xj}n

j==o, tels que dét fi{xj) 9^ 0. Les hypo­
thèses de continuité sur les/*, impliquent que limm^œ Bm(ji\ xj) = fi{Xj). D'où 
il existe un entier M tel que si m ^ M, dét(Bm(fi, Xj)) ^ 0. Si m ^ M, les 
fonctions [Bm(fi\ x)}n

i==0 sont linéairement indépendantes sur K. Ces dernières 
fonctions sont des polynômes, et elles seront aussi linéairement indépendantes 
sur (0, 1). La dimension de Sm est donc égale à (n + 1) si m ^ M. 

Puisque 5 satisfait le principe d'alternance, le théorème 1 nous assure que Sm 

est un système de Tchebycheff de degré n lorsque m ^ M. On sait aussi que 
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Bm(J', x) converge uniformément sur K versf(x) s i / Ç S et si x appartient à K 
puisque/ est continue sur K. 

THÉORÈME 3. Un système de fonctions continues sur (0, 1) de degré n qui 
vérifie le principe d'alternance est un système faible de Tchebycheff. 

Démonstration. Soit {/o,/i, • . • ,fn) une base vectorielle d'un système S de 
fonctions continues sur (0, 1) de degré n qui vérifie le principe de l'alternance. 
On peut choisir (n + 1) nombres de (0, 1), {xj}n

j=o tels que x0 < Xi < . . . < xn 

et dét (fiixj)) = D ^ 0 . Soit {̂ ;}"=o (n + 1) nombres de (0, 1) tels que 
3>o < 3>i < . . . < yn> si E = dèt(fi(yj)) nous espérons montrer que ED ^ 0. 
Posons Sm = {Bm(s,x): s Ç S},Dm = dét(J3w(/if * , ) ) ,£„ = dét(3m( /„ y,)). 
Si m est suffisamment grand, Sm est un système de Tchebycheff et DmEm ^ 0 
car un système de Tchebycheff de fonctions continues remplit toujours la 
condition IV. Or D = limm Dm et E = limm Em, d'où DE ^ 0 et la condition III 
implique la condition IV. 

THÉORÈME 4. Un système faible de Tchebycheff de fonctions continues sur (0, 1) 
de degré n vérifie toujours le principe d1 alternace. 

Démonstration. Soit S un système faible de Tchebycheff de fonctions 
continues sur (0, 1) de degré n, montrons que S vérifie le principe de l'alternance 
en raisonnant par l'absurde. Supposons donc qu'il existe une fonction/ de S et 
des points de (0, 1), {^}*io tels que x0 < X\ < . . . < xn+i, f(x3) ^ 0 et la suite 
{/(%)} ̂ ij alterne en signe. Choisissons une base vectorielle de S, {/o,/i, . . • , fn) 
où/o = / e t (n + 1) nombres de (0, 1), {yj}%o tels que y0 < yx < . . . < yn et 
dé tG^^)) = D 9e 0. Posons Sm = {Bm(s, x) : s G S} et montrons que pour m 
suffisamment grand, Sm est un système de Tchebycheff. Soit {Wj}n

j=o une suite 
croissante de points de (0, 1), et Em = dét(Bm(fu w3)). Evaluons Em en utilisant 
la multilinéarité selon les colonnes 

*•-«(â (rWsK'o —>") 
= z2 Em(ko, ki, . . . , kn) 

où (&o, ki, . . . , kn) parcourt les diverses suites croissantes d'entiers compris 
entre 0 et m, et Em(k0j kiy . . . , kn) est la somme des termes 

( f t ( ^ ) (1 - *>i)m) (dèt(f<(k,/*n)))F. 

où a est une permutation des entiers 0, 1, . . . , n et 

^ = (sgn a) Et 
; = 0 

Wcr(J) 

Wer(i) 

Or la somme des 7v lorsque a parcourt les permutations des entiers 0, 1, . . . , n 
donne le déterminant de la matrice 

(u)
ki où u^Wt/il-Wi). 
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Les combinaisons linéaires des fonctions tk°, tkl, . . . , tkn donnent un système de 
Tchebycheff sur (0, oo) (Karl in-Studden [2]). D'où dét(r<)*' j * 0. Par récur­
rence sur n, on peut montrer que ce dernier dé te rminant est positif: si on se 
permet de faire varier rn vers oo , det(rt-)

fc?' comme fonction de rn (en gardan t fixe 
TO, n , . . . , Tn_i) est un polynôme en rn don t le coefficient de la plus haute 
puissance de rn est détfV*)^', 0 ^ i ^ n — 1, 0 S j S n — 1, ce qui est positif 
par récurrence. On a aussi que àét(fi(kj/m)) ne sont jamais des quant i tés de 
signes opposés. D'où Em(ko, &i, . . . , kn) prend toujours le même signe fixe et 
pour m suffisamment grand l'un des àet(fi(kj/m)) est non nul et a le même signe 
que D. Donc pour m assez grand, EmD > 0 et Sm est un système de Tchebycheff. 

Soit e = m i n { | / ( ^ ) | }"=o- On peut t rouver un entier m ^ M tel que 
\Bm(f, %j) — f(Xj)\ < e, j = 0, . . . , w + 1. Bm(f, x) serait un polynôme qui 
prendrai t des valeurs qui al terneraient en signe aux points Xo, X\, . . . , xn+i. 
Bm(J, x) s 'annullerait donc au moins (n + 1) fois, d 'où Bm(j\ x) = 0. Cela est 
impossible. 

Les théorèmes 3 et 4 sont aussi valides pour des systèmes de fonctions dis­
continues. On procède alors comme suit. Soit {z0, zlf . . . , zk} la suite croissante 
obtenue par la réunion des deux suites {XJ} et [jj] que l'on réordonne après 
élimination des nombres qui peuvent se répéter. On introdui t (n + 1) fonctions 
</>o(x), </>i(x), . . . , (t>n(x). Si x G (Zj,zj+1), on pose ^(x) = fi(zj),j = 0, 1, . . . , k 
alors que zk+i = 1 et si x G [0, z0], <j>i(x) = 0. Les théorèmes 3, 4 sont démontrés 
en uti l isant les <f>t au lieu des/* . 

4. Propr ié tés d ' a l t e r n a n c e . Nous considérons un sous-espace vectoriel 5 
de dimension {n + 1) de fonctions réelles définies sur l ' intervalle fermé [0, 1], 
nous allons supposer que la famille 5 vérifie le principe d 'a l ternance sur [0, 1] : 

[ I I I ] : Pour toute fonction non ident iquement nulle / de S, le nombre de 
changements de signe d e / sur [0, 1] ne dépasse pas n. 

Nous allons vérifier que plusieurs résul tats valides pour les systèmes de 
Tchebycheff sur [0, 1] se prolongent aux systèmes qui vérifient le principe de 
l 'al ternance. 

T H É O R È M E 5. Soit S un système de fonctions sur [0, 1] de degré n qui vérifie le 
principe d'alternance, soient </> et f deux fonctions sur [0, 1] et {xz-}?=o tels que 
f G S, 0 ^ Xo < xi < . . . < xn+i g 1, 

(-1)<(</>(**) - / ( * < ) ) > 0 (0 fg i £ n + 1), 

alors pour tout g de S 

sup{|c/>(x) ~ g(x)\ : x U 0 , l ] U min{|0(*<) - f(Xi)\}
n
tîl 

Démonstration. Soit e = min{|</>(x*) — f(xt)\ }"to, si l'on avai t |0(x) — g(x)\ < e 
pour tou t x, on aurai t ( — iy(g(xt) — f(xt)) = [(g(xt) — <t>(xt)) + (<l>(xt) — 
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f(%ù)] > 0. La fonction g —/connaîtrait (n + 1) alternances de signes. D'où 
g = / , ce qui entraînerait une contradiction. 

COROLLAIRE. SOUS les mêmes hypothèses sur S, </> et f et si de plus la fonction 
&(%) — f(x) prend les valeurs =b ||<£ — / IL de façon alternée en (n + 2) points 
consécutifs, alors f est une meilleure approximation de <j> par un élément de S. 

Le théorème est le premier volet du théorème d'alternance de de la Vallée 
Poussin pour les systèmes de Tchebycheff (cf. Bernstein [1], par exemple). 
Venons-en au deuxième volet. 

THÉORÈME 6. Soit S un système de fonctions continues sur [0, 1] de degré n, qui 
vérifie le principe de Valternance, soit </> une fonction continue sur [0, 1], alors il 
existe une jonction f de S telle que <j>{x) — f(x) prend les valeurs =b ||# — / | |œ de 
façon alternée en au moins (n + 2) points consécutifs. 

Démonstration. On peut supposer que </> (? S. Soit e = inf{||</> — / | | : / £ S}, on 
a que e > 0. Introduisons une suite de fonctions convexes sur S: soit 

pk(f) = sup{|0(x) - Bk(f;x)\ : l / k ^ x ^ l - l/k}. 

Posons ex = ini{pk(f) : / £ S] ; vu que les polynômes de Bernstein Bk(f) con­
vergent uniformément sur [0, 1] vers / , sur toute partie bornée de S, pk(f) 
converge uniformément vers ||0 — / | | et ek tend vers e lorsque k tend vers 
l'infini. 

Vu le théorème 2, {Bk(f; x)} fes est un système de Tchebycheff sur l'intervalle 
[l/k, 1 — l/k] si k est suffisamment grand. Si k est suffisamment grand, il 
existe une seule fonction fk de S telle que pk(fk) = ek. Montrons que les/* sont 
uniformément bornées: si ce n'était pas le cas on pourrait trouver une suite 
croissante d'entiers kj et une fonction non-nulle g de 5 telle que fkj/\\fkj\\ —» g; 
d'où (0(x) — Bkj(fkj; x))/\\fkj\\ convergerait vers zéro ainsi que vers g{x), ce 
qui est contradictoire. 

On peut trouver une partie A de l'ensemble des entiers naturels et une 
fonction / de 5 telles que fk convergent vers / lorsque k tend vers l'infini en 
parcourant A. Soit gk = Bkfk, par le théorème de l'alternance, on peut trouver 
{n + 2) points consécutifs, {xitk}

nitl, de l'intervalle [l/k, 1 — l/k] tels qu'à ces 
endroits <t>(x) — gk(x) prend de façon alternée les valeurs zhe*. Montrons que 
deux points consécutifs xitk et xi+itk ne peuvent jamais se rapprocher indéfini­
ment lorsque k tend vers l'infini. Plus précisément, si (x, x') est un point 
d'accumulation de la suite {(xiikj xi+itk) }"=i, alors x ^ x' : 

4>(Xi.k) — gk(pcitk) — <t>(xi+itk) — gk(xi+lik) = ±2ek 

<j>(x) - 4>(x') -f(x) +f(x') = ±2e 

et ainsi x 9^ x'. 
De ce fait, il suit que la fonction <j>(x) — f{x) prend de façon alternée les 

valeurs ±2e en au moins {n + 2) points. 
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Rice [5] et Schumaker [6] ont déjà étudié en détails le problème de caractériser 
une meilleure approximation d'une fonction continue, au sens de la norme 
uniforme, par une fonction spline. Notre article montre, en particulier, que nous 
pouvons également trouver une meilleure approximation uniforme d'une 
fonction continue qui soit de la forme 

n 

#0 + ]C ai(X ~~ xi)+k> 0 < Xi < . . . < Xn < 1, 

puisque l'ensemble {1, (x — Xi)+k, . . . , (x — xn)+
k} est un système faible de 

Tchebycheff [2]. 
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