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SUR LES EQUATIONS u, + t‘u,, = f (a=0)
TADATO MATSUZAWA

§1. Introduction.

Le but principal de cette note est de démontrer les Théoréme 4.2 et 6.1.
Pour T’effectuer nous utiliserons la méthode de développement par les fonc-
tions propres cf. [6]. Nous ne utilisons pas la méthode de la régularisation
elliptique, mais les résultats de Baouendi [1] sont essentiels.

Nous démontrerons la régularité (dans le §5) et ’analyticité (dansle §6)

de la solution des équations
(1.1) Uer + Uy, = f, k=0,1,2,+ -

comme application de I’estimation obtenue dans le Théoréme 4.2.
Nous notons que P’hypoellipticité des équations (1.1) a été déja obtenue
comme dans le cas particulier des résultats dans [1] et [3].

§2. Un probléme de Dirichlet.
Soient 2= (0<2<<1), Q=02x0<t<T) et I'=3Q.
Pour a réel =0, on considére I’espace de Hilbert V = V(Q) comme suit:

2
2

V=Au;,ucH 0, T; L¥Q), t*ucsL¥0,T; H(Q)}

avec la norme

1

o
2 ugllig) ?

lully = (Nl + lloellZece + 11

Posons:

V = adhérence de C3(Q) dans V = V(Q).

La norme de V est équivalente a

1

=
2 )T

(NaeellZece) + 112 ° e llieqn
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DerFNiTioN 2.1, Soit f€L%Q), nous appelons weV une solution du
probléme de Dirichlet:

(2.1) Lu=—u, — t°u,, = f dans Q,
(2.2) #lp=0
si u vérifie

o

(2.3) (teyve) + (£ Pyt

.
2

V) = (f>0)

pour tout veV. Id (, ) désigne le produit scalaire dans L%(Q).
Considérons la forme sesquilinéaire

E(,0) = (e 00) + (£ 2w £ 2 0,), t4,0€V.

o

Evidemment, pour tout veﬁ', la forme u — E(u,v) est continue sur V. De
plus, il existe une constante 7 >0 telle que

(2.4) E(v,v) =TI

pour tout vev.
Et, la forme

v=>(f,v)

. ol V4 b h 2
est continue sur V. Alors, par le théoréme de Riesz, nous avons le théo-
réme suivant:

TrtorEME 2.1. Soit feL¥Q). Il existe une solution # unique dans 14
pour le probléme de Dirichlet (2.1), (2.2). On a Pinégalité

(2.5) lzelly = Cll fll 22>

La constante C ne dépend pas de feL¥Q). (Dans la suite, les C désignent
des constantes diverses.)

§3. La méthode de développement par les fonctions propres.

Considérons le probléme des valeurs propres:

(3.1) X"(z)=2X(z) dans 2= (0,1),
(3.2) X(0)=X1)=0.

Le syst¢eme orthonormal des fonctions propres:

https://doi.org/10.1017/50027763000014227 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014227

SUR LES EQUATIONS U, + Uy, = F 45

{ gv(x) = _T/lé;sinm)x, y = 1, 2’ . .]

est complet dans LX) et vérifie

(3. 3) -—7{;—2' g,,(x) == (n”)ggv(x)’ v = 19 2y 000y

(3.4) 0. H(Q)NC™(D), v=1,2 «--
Pour f(=z,t)e L2 x (0,T)) = L¥Q), l'intégrale
£t = | sz, Dg.2)de

a un sens p.p. dans (0, 7) et on a

fla, )= Sa@1.(0)

v

et
1, OlEsc = SO o,
Ensuite, désignons par u, = u,(t), v=1,2, - - -, les solutions du probleme-
aux bords:
(3.5) — wre(t) + (av)?*tu(t) = f(t) dans (0,7),
(3.6) u,(0) = u,(T) =0,

Les solutions #,(f) existent uniquement dans HY0, T) N H0, T).
TutoriME 3.1. La fonction

(3.7 u(x,t) = %g»(x)uv(t)

est la solution du probléme de Dirichet défini dans le §2 et appartient 2 V.

Démonstration. Posons
;
Uj(x9 t) = Aj_l‘l g,(x)u,(t),

Fiot)= Sa@f(,  j=12--

Evidemment, Ujelj', j=1,2+-+ et vérifient
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(3.8) E(Uj,v) = (Fj0)

pour tout velof. En vertu de (2.5), on a
WUilly = CllFllzzy 7=1,2, ¢+,

et

U!—;—)u
v

Pour chaque v fixé dans V faisons tendre j vers Pinfini dans (3.8) on a
E(u,v) = (f,0). C.Q.F.D.

§4. Estimation principale.
Le but de ce § est la démonstration du théoréme 4.2.

s étant un nombre réel, H*(R') est ’espace de Sobolev des distributions
f, tempérées sur R' vérifiant

(1+ €12 ? F(®)e L¥RY) = HYRY)

avec la norme

1Al any = NI+ 1€12) % F(@)llzecans

f désignant la transformée de Fourier de f. Li(H*(R!)) est donc Pespace des
distributions # tempérées dans R} = (— co, ) X (0,0) telles que

(1+ €12 ® a(&, £)e LH(RY) = LXR3),

# désignant la transformée de Fourier partielle de # par rapport a z.
Soit » un nombre réel: notons T, P'opérateur défini par

Ld

@) (&, ) = (L + £ 4, 1),

T, est une isométrie entre LI(H’(RY)) et LYH* "(RY) pour tout nombre réel

s,
Ensuite désignons par Wi(7,s) (c.f. ch. I. [1]) les classes de fonctions
telles que
4.1) t'us LY H(RY)),
{4.2) u.€ LYHRY)) = LAR}).
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Nous prenons pour norme:

1
Nellwicr,o = (ullZeazy + 1270l 22 caan)

siueWYr,s), par la condition u,= L¥R?), il existe la trace u(x,0)e LY RY).

Désignons par Wi, s) les u appartenant a Wi(7,s) telles que u(x,0)=0.

Nous avons le lemme suivant:

LemMe 4.1. (Le cas particulier des résultats dans le Ch.I. [1]). Pour
tous nombres réels 7 et B, vérifiant —1<B=7, nous avons l’inclusion
algébrique et topologique

°

(4.3) W7, s)cW(B, s(1 — 6)).

= 7=8
avec 0 L

1

Et aussi, pour tous nombres réels v et B, vérefiant ——2-—< B=7, nous

avons l'inclusion algébrique et topologique

(4.4) W, s)cW(B, s(1 — 0)),

__TIr—8
avec 0= e

LeMME 4.2, Prenons £,7=C5((0,1) X [0,T)) telles que p=1 sur le support
de ¢ Soient feL¥Q) et usV(Q) la solution pour le probléme de Dirichlet
(2.1), (2.2). On a

(4.5 77z sy = 0

La constante C ne dépend pas de feLXQ).

Démonstration. Nous suivons le raisonnement dans le Ch. II, [1]. Soient
U; = Uz, t) et F; = Fi(x,t) comme dans la démonstration du théoréme 3.1.

1

Posons M= T BT

¢, et considérons les expressions

Aj = E(MU], MU]),
B; = E(U;, M*MU;).

Utilisons le lemme 4.1 en prenant 7 = —g—, s=1, f=0 (donc ,0=—g—/~g— + 1)
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les mémes calculs qu’en Ch. I, II, [1]) nous donnent:

(4.6) |A; — Bi| = CH’?UJIIWI(%'I)HMU:'HVOW(%J) )
(4.7) | B;| = |(Fj, M*MU;) < ||Fill el M*MUjl| 22

Comme M* est un opérateur tangentiel d’ordre -alzlﬁ et qu'on a
Pinclusion W'(-%—, 1)CW‘<0, 7?/2_14T1“> (par le lemme 4.1), nous obtenons
(4.8) [ B;| = 15l ool M US|

(5)"
Nous déduisons de (2.4), (4.6) et (4.8),

Wi(2.1)

(4.9) IMU,|2

W(g) =

D’autre part, d’aprés (2.4) on a

(5~

= {ClinUslL, + |1 Fjllz2@MI MUl

iy

(4.10) U3l = UllUsllv = C"' I Fillza s

ou les constantes C’, C'' sont indépendantes de U; et F;. De (4.9) et de
(4.10) on obtient le lemme 4.2 en faisant tendre j vers linfini.

LemME 4.3. Prenons £eC3((0,1) x [0,T)) quelconque. Soient feL*Q)
et u(zx, t)ef}'(Q) la solution du probléme de Dirichlet (2.1), (2.2). On a

(4.11) 2% &uglloe) =< Clifllzece) »

La constante C ne dépend pas de feLXQ).

Démonstration. Soient U;=Uj(x, t) F;=Fj(z,t) comme ci-dessus. Comme
tTé’UME‘} on a

¢ é’UMHv<C Hl‘z fUsall s, =C'E(t*® CUM, t? CU,, (2,41

wi(g.1) T
En utilisant (4.5), (2.5) et linclusion

W ( 51 >CW‘( _1,?/%/_?_—1 [Lemme 4.1],
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nous avons

o

E(t?¢U;,, t

2
2

fUsz) = C”/{“Fj”N(Q)”tTngx”We/l + I1F51P 22}

(5
D’ou résulte (4.11). C.Q.F.D.
Ensuite, prolongeons les fonctions u(z,t) et f(x,¢) comme suit:
u(x, t), (x,8)€Q,
i(x, t) = —u(x, t), —1<2<0, 0<i<T,
—ulz—1,1 1<zx<<2, 0<i<T,
flz, 8), (»,1)€Q,
fla,t)={ — fl—a,t), —1<x<0, 0<t<T,
—fla—1,18), 1<zx<2, O<it<T.

Alors, en désignant @=(—1,2) x (0,7), ['=3Q, on voit que acsvVQ), feLxQ)
et # est une solution du probléme de Dirichlet:

(2.1 — Uy — tu,, = f dans @Q,

(2.2) u]lz =

Ce qui peut étre formulé comme dans le §2.

On peut procéder comme ci-dessus et en utilisant la division de I'unité
on obtient enfin le théoreme suivant:

THEOREME 4.2, Soit «a=0. On considere le probléme de Dirichlet:
(2.1) Lu=—ty—t'u,,=f dans Q,
(2.2) ulr=0

avec feLQ).

Il existe une solution # unique dans V. De plus, il existe une constante

C telle que
(4.12) el + Noeell + Notell -+ 112 2 )l + 12 % el + l12°% 0 < ClAFl.
La constante C ne dépend pas de feL¥Q). Ici on a noté par || || la

norme dans L%(Q).
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§5. La régularité de la solution des équations —u,, — t?*u,, = f,
k=012 :--.

Dans ce §, notons Q= 0<a <)X (—T<t<T), I'=6Q et k un
entier = 0.

TutorEME 5.1. Supposons une H:*(—7T,T ; L¥Q))= H3}(Q), t*seL?
(—T,T; HY(2)=HZ%(Q) et Lu=— uy— t%*u,,=f€C(Q), alors on a ucC(Q).
Désignons par H2? (Q) = H(Q) 'espace des distributions » définies dans
Q, et telles que:
(5.1) ueI¥Q), uesLXQ), |t|"ucL¥— T,T;:HY Q)N HYQ)).

Nous prenons pour la norme:

= L
2 2

llullozcey = (leellPzace) + NetallPrace) + letsellZzace) + 2] ° 2 4l12220) + N2 [0 2 2ll222¢0))

Pour la démonstration du théoreme 5.1 nous préparons le théoréme
suivant.

TutoriME 5.2. Considérons un probléme de Dirichlet:

(2. 1), Ly =— Uy — l‘z"um = f dans Q
2,2y ulr=20

avec feL¥Q). Alors il existe une solution # unique dans $,(Q), et on a
Pinégalité

(5.2) llzell93u0) = ClI fll L2c-

La constante C ne dépend pas de f.

Nous pouvons formuler le probléme de Dirichlet (2.1), (2.2)" comme
au §2. Alors en poursuivant le raisonnement donné dans les §2-4, on
obtient le théoréme 5.2 comme au théoréme 4.2. On y utilise (4.4) au lieu
de (4.3). (Il s’agit des cas k= 1,2, - - -.).

Remarque Compte tenu du Théoréme 4.2, on voit que linégalité (5.2)
est équivalente a I'inégalité

(5.3) lullogie + 11 £1*DyDeutll 12cr = C'IIf!

pour une autre constante C’.
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Démonstration du Théoréme 5.1. Soient u et f comme au Théoréme 5.1
et Lu= f dans Q.

Pour t,¢, fixés, vérifiant —T< ¢, <0<t <7, prenons {€CyQ) telle
que

—g—g—(x,t)=0 si (x,)eQ et t&(ty,ty).

Nous supposons que
t*uc HiG'(Q), ucsH{s(Q)
pour quelque j=0. Alors on a
LD u) = §DE f — LoD u — §,DI7 Dyu — %6, D u — 1€, ., Dt ues LX(Q),
puisque #C=(Q — {(x,0); 0< x <1}). D’aprés le Théoréme 5.2, nous avons

t2*DYEDI u)e LAQ), ¢DiMus L¥Q).

D’ou

teye HiZIMQ), ucsH{z Q).
Donc
(5.4) DiueLic(Q), j=01,2---.

Comme PIéquation Lu = f s’écrit
Diuw= — t*Diu — f
on a
D!DiucLi, (), j=01,2+--.

Nous supposons maintenant
(5.5) DiDiueLfocQ), j=1,2,--"-
pour quelque 7 entier =2. Alors on a

DiD7*'u = DID7™(Dtu) = DiD™'(— t*Dju — f)€ Lioc (Q).

D’ou résulte (5.5) dans le cas » + 1. Donc on a

DiD:uELlZoc @), J4r=012+--.

D’aprés le lemme de Sobolev on a #=C™(Q). C.Q.F.D.
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§6. L’analyticité de la solution des équations —u, — t*u,,=f,
k=01, ---.

DEFNITION 6.1, Soit ® un domaine dans R2.. On dit qu’une fonction
#sC™(D) est une fonction analytique dans D si, pour chaque compact K de
®, il y a une constante C telle que

(6.1) ID&Dul oy = CIFI*1[ 1AL,

On a noté g= (8,B), |8 =B+ B. pour B, B, entiers =0.
Notons @ = 2 x (— T,7T) comme dans le §5.

THEOREME 6.1. Soit k un entier =0. Si ueHX— T,T; LAQ))=H"*Q)
et t*yues¥(—T,T; HR) = H*(Q) et

(6.2) Lu=—uy—t*u,,= f dans @

avec f une fonction analytqiue sur . Alors # est une fonction analytique
dans Q.

Dans la suite, supposons que —E—

< T—--%—. Nous introduisons les notations:

<T et prenons #,>0 tel que 0< ¢,

Q=@J—dx(—T+aY¥wL0<e<%ﬂ
Q:k = Q: (8, 1— 8) X (— tO, tO);
N.(v) = [[vllz2cqo

NXw) = llvllzegn-

LemME 6.1. (c.f. ch. I, [2]). Soient g, &, positifs avec 0<e+51<%.

Il y a des fonctions ¢ = ¢.,,€C5(Q,,) telles que &, =1 sur Q... et

Max | DgD%¢| = Cipe'?l, |8l =2,
©.3) {

D=0 sur (e,1—e¢;) X (— &y ko).
LemMmE 6.2. Il existe une constante C >0, telle que
2 2 .
(6.4) _ZoejMﬂl(DZU) + %611\/‘“1(#"03’;1)) + N&,(v) +
Jj= Jj=

+ 8N?+51(Dzv) + SZNT-HI(D;D.”U) é
= C{&’N,(Lv) + Z}lajN‘l(t2"D£v) + N¥(v) + eNE(Dyw)}
=0,
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pour tout v&C~(Q). La constante C ne dépend pas de ¢,&, (6,6, >0, ¢ + &,
< T—t,) ni de v.

Démonstration. Prenons ¢ = ¢, . introduite dans le lemme 6.2. Nous
substituons ¢v dans I'inégalité (5.3). Alors on a
(6.5) Nevy(Div) + N, (£%D3v) + N&oy(D, Do) <
= C"{N,,(Lv) + e 2N¥&(v) + ¢ 'N¥(Dw) +
+ €7IN, (t*Dv) + 72N, (1%v)}.
D’ou résulte Pinégalité (6.4).
LemME 6.3. (c.f. Ch. 7, [2]) Soit v une fonction analytique sur Q. Il
y a une constante C >0 telle que
(6.6) elPIN; (D& D) < C1PIM si 81 <7,
pour tous les entiers j>0. Réciproquement, si veC=(Q) vérifie (6.6), alors

v est une fonction analytique dans Q. (Si je >%—, N;, = ¢!>

Démonstration du Théoréme 6.1. D’abord, nous démonstrons qu’il existe
une constante B >0, telle que pour tout € >0, et pour tout / entier >0

on a
2 :
e INDID )
2 .
6.7) r‘é‘OET”NLs(t”‘D;”u)’ < Bi+t
3 e INLDE ),
e*INT (DDt u)
si j<ld.

En effet, comme f est une fonction analytique sur @, il ¥ a une con-
stante C, >0 telle que

e*IN,(Dif) = CI™. [Lemme 6.3.]

Donc on a déja le cas /=1 si B est suffisamment grand.

En supposant que (6.7) soit démontré pour / >0, nous allons démontrer
(6.7) pour le cas !+ 1. En remplacant u par ¢'Dlu et &, par le dans (6.4),
on voit que les premiers membres de (6.7) pour le cas /+ 1 sont plus petits
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que 5CB/* si j< I+ 1. Donc il s’ensuit que (6.7) avec / remplacé par / +1
si 5CB*t < B*2,  Cette condition est vérifiée pour tout / si B >Max (5C,1).

Posons Q, = (€0, 1 — &) X (to, to) avec &, réel tel que 0< &< —%—

En vertu du lemme 8.3, on a
2
(6.8) Z}ollD?Diu”z(qo) éc'g+1jj’ 7=01,2, -
pour une constante C, convenable.
L’équation Lu = f s’écrit
Diy = — t*D2iu — f.

En poursuivant la maniére habituelle pour la majoration des dérivées nor-
males (voir [5] par exemple), nous avons

D& D ull o = CJPI ] 171

pour une constante C, >0, C.Q.F.D.

Remarque. On peut étendre le Théoréme 4.2 pour les équations plus
générales (cf. [6]):

(6.9) Lu= —uy—t"Au = f, (e =0),
_ & 2
A= 1 Day@Ds  Di=

a;; réels eC(2), 2 étant un domaine borné dans R™ de
frontiére assez réguliére.

1

élai,(x)eiej;_rlelz, e, §ER", r>0.
Aussi, on peut démontrer, par la méme méthode qu’aux Théoréme 5.1 et
Théoréme (6.1), Phypoellipticité et ’hypoanalyticité (pour le cas ou a;(z)
sont analytiques sur 2) des équations (6.9) avec a =2k, k=0,1,2, -+ et
des équations plus générales.

Ajouté en epreuve: Analyticité jusqu’ au bord pour Popérateur ellipti-
que dégénéré du type différent de (6.9) a été aussi démontré dans la col-
laboration de MM. M.S. Baouendi et C. Goulaouic, C.R. Acad. Sc. Paris,
t 270, 1158-1161.
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