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SUR LES EQUATIONS u,, + ruxx = ΐ (a ̂  0)

TADATO MATSUZAWA

§ 1. Introduction.

Le but principal de cette note est de demontrer les Theoreme 4.2 et 6.1.

Pour Γeffectuer nous utiliserons la methode de developpement par les fonc-

tions propres cf. [6]. Nous ne utilisons pas la methode de la regularisation

elliptique, mais les resultats de Baouendi [1] sont essentiels.

Nous demontrerons la regularite (dans le § 5) et Γanalyticite (dans le § 6)

de la solution des equations

(1.1) utt + t2kuxx= f, 4=0,1,2, •••

comme application de Γestimation obtenue dans le Theoreme 4.2.

Nous notons que Γhypoellipticite des equations (1.1) a ete deja obtenue

comme dans le cas particulier des resultats dans [1] et [3].

§2. Un probleme de Dirichlet.

Soient Ω = (0< x< 1), Q = Ω x (0< t<T) et Γ = dQ.

Pour a reel ^ 0, on considere Γespace de Hubert V= V{Q) comme suit:

V= {u; u^Hl{0,T\ L\Ω), t2 u^L2(0,T; H^Ω)}

avec la norme

\\u\\v = (\\u\\hiQ) + WUMHQ) + Wt^uJh^y

Posons:

V = adherence de C"(Q) dans V = V{Q).

La norme de V est equivalente a

(\\ut\\h(Q)+\\tΎuΛ ~~
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DέFiNiTiON 2.1. Soit /eL2(ζ)), nous appelons u^V une solution du

probleme de Dirichlet:

(2.1) Lu = — utt — tauxx = f dans Q,

(2.2) u\Γ=0

si u verifie

_ α _ _ot_

pour tout v^V. Ici ( , ) designe le produit scalaire dans L2{Q).

Considerons la forme sesquilineaire

<x a.

E(u, v) = {ut9 vt) + (t2 ux9t
2 vx)9 u9 v&V.

Evidemment, pour tout v<=V, la forme u-+E(u9υ) est continue sur V. De

plus, il existe une constante ϊ > 0 telle que

(2.4)

pour tout

Et, la forme

est continue sur V. Alors, par le theoreme de Riesz, nous avons le theo-

reme suivant:

TiϊέoRέME 2.1. Soit f^L2(Q). II existe une solution u unique dans V

pour le probleme de Dirichlet (2.1), (2.2). On a Γinegalite

(2.5) \\u\\t^C\\f\\MQ).

La constante C ne depend pas de /eL2(Q). (Dans la suite, les C designent

des constantes diverses.)

§ 3. La methode de developpement par les fonctions propres.

Considerons le probleme des valeurs propres:

(3.1) X"{x) = λX(x) dans Ω = (0,1),

(3.2) X(0)= X(l)= 0.

Le systeme orthonormal des fonctions propres:
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gv(χ) = —.— sinπyίC, v = 1, 2,
v2

est complet dans Z,2(£?) et verifie

(3.3) -£t~ gv(x) = - M*gv(x), v = 1,2,

(3.4) &<= /ΓHβ) Π C-(5), v = 1,2, .

Pour /(a, 0eL2(j(2 x (0,T)) = L2(Q), l'integrale

Λ(0 = ( f(χ, t)gv(χ)dχ

a un sens p.p. dans (0, T) et on a

et

)\\IHΦ = Σ ll/,(ί)H2 (o.r).

Ensuite, dέsignons par uυ= uv{t), v = 1,2, , les solutions du probleme

aux bords:

(3.5) - utt(t) + (πv)2tau(t) - Λ(0 dans (0,T),

(3.6) «.(0)= «,(7 1 )= 0.

Les solutions uv(t) existent uniquement dans H^O, T)nH2(0, T).

3.1. La fonction

(3.7) u(x,t)= Hgv{x)uv{t)

est la solution du probleme de Dirichet defini dans le § 2 et appartient a

Demonstration. Posons

Uj(x,t)= ilgv(x)uv(t)9
v = l

Fj(x, t) = έ g.(x)f.(t), j = 1,2, .
v = l

Evidemment, U5<=V, j= 1,2, et verifient
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(3.8) E(UJ9v)=(Fj9v)

pour tout vG:V. En vertu de (2.5), on a

et

Pour chaque v fixέ dans V faisons tendre j vers Γinfini dans (3.8) on a

E(u,v)= (f,v). C.Q.F.D.

§4. Estimation principale

Le but de ce § est la demonstration du thέoreme 4.2.

s έtant un nombre rέel, H'iR1) est l'espace de Sobolev des distributions

/, tempέrees sur R1 verifiant

(1+ im

avec la norme

/ designant la transformee de Fourier de /. L+iH'ίR1)) est done l'espace des

distributions u temperees dans Rl = (— oo, oo) x (0, oo) telles que

(1 + \ξ\*)^ύ(ξ, t)<=Ll(H>(R1)) = L\RΪ),

ύ designant la transformee de Fourier partielle de u par rapport a x.

Soit r un nombre reel: notons Tr Γoperateur dέfini par

Tr est une isometrie entre LHH^R1)) et LUH'-'iR1)) pour tout nombre reel

s.

Ensuite designons par W^TyS) (c.f. ch. I. [1]) les classes de fonctions u

telles que

{4.1)

<4.2)
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Nous prenons pour norme:

si ueWKϊ, s), par la condition ut&L2(Rl), il existe la trace u(x,0)^L2(R1).

Designons par W\T9s) les u appartenant a W1^, s) telles que u(x,0)=0.

Nous avons le lemme suivant:

LEMME 4.1. (Le cas particulier des resultats dans le Ch.I. [1]). Pour

tous nombres reels ϊ et β, verifiant — 1 <̂  β <̂  T, nous avons Γinclusion

algebrique et topologique

(4.3) W1(r,s)aΦ(β,s(l-θ)).

avec θ = Ύ~ Λ .

Et aussi, pour tous nombres reels / et β, verefiant — —<β<^ϊ, nous

avons l'inclusion algebrique et topologique

(4.4).

avec

LEMME 4.2. Prenons ?,^eCj((0,l) x [0,T)) telles que η-1 sur le support
o

de ζ. Soient f^L2(Q) et u^V(Q) la solution pour le probleme de Dirichlet

(2.1), (2.2). On a

(4.5)

La constante C ne depend pas de f<=L2{Q).

Demonstration. Nous suivons le raisonnement dans le Ch. II, [1], Soient

Uj = Uj{x,t) et Fj = Fj{x,t) comme dans la demonstration du theoreme 3.1.

Posons M= ηT —-fo ζ, et considerons les expressions

As = E(MUJ9 MUj),

Bj = E(Uj9 M*MUj).

Utilisons le lemme 4.1 en prenant r = - * s = l, β=0 (̂ donc θ=-γ/-γ- +
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les memes calculs qu'en Ch. I, II, [1]) nous donnent:

(4.6) \Aj - BA

(4.7) \B,\^\(F,, M*MUj) ΞS \\FJ\\L!(Φ\\M*MUJ\\L,(Φ

Comme M* est un opέrateur tangentiel d'ordre — et qu'on a

Γinclusion pf^ί-pplJcW^fo,—12 4-1 ) ( P a r ^ e ^ e m m e 4.1), nous obtenons

(4.8) \B,\ ^ II

Nous deduisons de (2.4), (4.6) et (4.8),

) +

D'autre part, d'aprέs (2.4) on a

(4.10)

oύ les constantes C, C" sont independantes de Uj et F^. De (4.9) et de

(4.10) on obtient le lemme 4.2 en faisant tendre j vers Γinfini.

LEMME 4.3. Prenons feCQ((0, 1) x [0, T)) quelconque. Soient f<=L2{Q)

et u(x,t)^V(Q) la solution du probleme de Dirichlet (2.1), (2.2). On a

(4.11) \\tTζ

La constante C ne depend pas de

Demonstration. Soient Uj = Uj{x,t) Fj=Fj{x9t) comme ci-dessus. Comme

t2 ζUjx<BV on a

p' ^" ^ PΓ

jx) ί(2,4)1.Jl , g CE{t
\ 2 ' J

En utilisant (4.5), (2.5) et l'inclusion

) 4.1],
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nous avons

E(t 2 ζUJx, t 2 ζUjx) ^ C^{| |^| |L2 ( β,|U 2 ζUjx

V2~' V

DΌύ resulte (4.11). C.Q.F.D.

Ensuite, prolongeons les fonctions u{x,t) et f{x,t) comme suit:

u{x,t), {x,t)*=Q,

u{x9t) = { —u{x,t), —Kx<0, 0<t<T9

— u{x — l,t) Kx<2, 0<t<T,

f(x,t), (x,t)<=Q,

f(x,t)= ( -f{-x,t), -l<x<0, 0<t<T,

— f(x-l9t), Kx<2, 0<t<T.

Alors, en designant Q = {— 1,2) x (0,T), Γ=dQ, on voit que u(=V(Q), / G L 2 ( Q )

et u est une solution du probleme de Dirichlet:

(2.1Γ -utt-tauxx = f dans ©,

(2.2Γ « l ί = 0 .

Ce qui peut etre formule comme dans le § 2.

On peut proceder comme ci-dessus et en utilisant la division de Γunite

on obtient enίin le theoreme suivant:

THέOREME 4.2. Soit a ̂  0. On considere le probleme de Dirichlet:

(2.1) Lu = — utt— tauxx= f dans Q,

(2.2) u\Γ=0

avec

II existe une solution u unique dans V. De plus, il existe une constante

C telle que

(4.12) Hay + H^ll + \\utt\\ + | | ί ^ J | + l U ^ J I + \\tauxx\\^C\\f\\.

La constante C ne depend pas de f<=L2{Q). Ici on a note par || || la

norme dans L2(Q).
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§ 5. La regularite de la solution des equations — uu — t2kuxx = f,

k= 0,1,2,

Dans ce §, notons Q = (0 < x < 1) x (— T < t < T), Γ = dQ et k un

entier ^ 0.

THέORέME 5.1. Supposons u^H2{-T9T L2(β)) = H%\\ {Q), t2ku e L2

(~T,T;H2(Ω))=H2

x:°t{Q) et L« = - » ί t - / » « M = / ε C " ( Q ) , alors on a u(=C°{Q).

Designons par §l' 2 (Q) = §I(Q) Γespace des distributions & definies dans

Q, et telles que:

(5.1) u<=L2(Q), utt<=L2(Q),

Nous prenons pour la norme:

1

||^ ί||2^2 _j_ | | ^ ί i l | 2 _ n , _ , j _ II I / I 2 4 / ||2 _ _!_ || f / I «*, 112 _ Λ 2

Pour la demonstration du theoreme 5.1 nous preparons le theoreme

suivant.

TH6OREME 5.2. Considerons un probleme de Dirichlet:

(2.1)' Lu = - if„ - ί**ίίM = / dans Q

(2,2/ ^ ! Γ = 0

avec / G L 2 ( Q ) . Alors il existe une solution u unique dans ξ)\k{Q), et on a

Γinegalite

(5.2) ll«ll«4<g)^C||/|L«<g).

La constante C ne depend pas de /.

Nous pouvons formuler le probleme de Dirichlet (2.1)', (2.2)' comme

au §2. Alors en poursuivant le raisonnement donne dans les §2-4, on

obtient le theoreme 5.2 comme au theoreme 4.2. On y utilise (4.4) au lieu

de (4.3). (II s'agit des cas k = 1,2, . ) .

Remarque Compte tenu du Theoreme 4.2, on voit que Γinegalite (5.2)

est equivalente a Γinegalite

(5.3) ll«llw.(β) + \\\t\kDxDtu\\mΦ ^ C'\\f\\

pour une autre constante C.
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Demonstration du Theoreme 5.1. Soient u et / comme au Theoreme 5.1

et Lu~f dans ζ).

Pour tl9t2 fixes, verifiant — T< tx<0< t2<T, prenons ζ(=C°Z(Q) telle

que

-|f-(a?,/)= 0 si (<M)e=Q et t(=(tl9t2).

Nous supposons que

pour quelque y ̂  0. Alors on a

L(ζDί^u) = fPi + 1 / - fίfZ)i+1^ -

puisque u^C°°(Q — {(#,0); 0 < x < 1}). D'apres le Theoreme 5.2, nous avons

t™

DΌύ

Done

(5.4) DiueΞL2

loc(Q), j= 0,1,2,

Comme Γequation Lu = f s'ecrit

£>?a= - t2kDlu-f

on a

DWίusΞLlΛQ), i = 0,1,2,

Nous supposons maintenant

(5.5) D{Dlu^Lloc{Q\ i = 1,2, .

pour quelque r entier ;>2. Alors on a

D'oύ resulte (5.5) dans le cas r + 1. Done on a

D l D r

t u t Ξ L Ϊ o c ( Q ) , ; , r = 0 , 1 , 2 , . . . .

D'apres le lemme de Sobolev on a U<ΞC*(Q). C.Q.F.D.
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§ 6. L'analyticite de la solution des equations —uu — t2kuxx = f,

k = 0,1, .

DEFINITION 6.1. Soit 3) un domaine dans R2. On dit qu'une fonction

ΛeC° (S)) est une fonction analytique dans 3) si, pour chaque compact K de

3), il 2/ a une constante C telle que

(6.1) ll^^t^llx^oo ^ Cl^+1|j8|l*l.

On a note j3 = (βl9β2), \β\ = βi + β2 pour ^ β2 entiers ^ 0 .

Notons Q = Ω x (—T,T) comme dans le §5.

THέoRέME 6.1. Soit k un entier ^>0. Si u<=H2(-T,T; L2(Ω)) = H°>2{Q)

et / 2 % G L 2 ( - T,T; H{Ω)) = H2'«{Q) et

(6.2) Lu= — utt — t2kuxx = / dans Q

avec / une fonction analytqiue sur Q. Alors u est une fonction analytique

dans Q.

Dans la suite, supposons que - 7 ^-<T et prenons to>O tel que 0 < £0

< T — -=-. Nous introduisons les notations:
Δ

α = (δ,l-ε)x (-Γ + 6, T-ε), |

Qf = 0. (s, 1 - ε) x (- ί0, <„),

Ns(v) =

LEMME 6.1. (c.f. ch. I, [2]). Soient ε, εi positifs avec

II y a des fonctions ^ = ^..^eCKQ,,) telles que ^ s > e i = l sur Qs+!1 et

Max |Di»2?ί 0| ^C| , ιe-IΊ, \β\ =S2,
(6.3)

D ^ = o sur (εi, 1 — Si) x (— ίo» ίβ)

LEMME 6.2. II existe une constante C > 0, telle que

(6.4) Σ efN.+ΛDtυ) + Σ e'N.+.^Div) + N*+tl(v) +

+ εN*+n(Dxv) + ε>N*+tl(DtDxv) ^

..(Lt;) + Σ εsNJ

https://doi.org/10.1017/S0027763000014227 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000014227


SUR LES EQUATIONS XJt t + taUχx = F 53

pour tout v^C°°(Q). La constante C ne depend pas de ε,ελ (ε,Si>0, ε -f Si

< T - *0) ni de v.

Demonstration. Prenons φ = φε,εi introduite dans le lemme 6.2. Nous

substituons φv dans Γinegalite (5.3). Alors on a

(6.5) Nε+εi(D*v) + Nε+εi(t™Dxv) + Nt+£l(DtDxv) ^

DΌύ resulte Γinegalite (6.4).

LEMME 6.3. (c.f. Ch. 7, [2]) Soit i; une fonction analytique sur ζ). II

2/ a une constante C > 0 telle que

(6.6) ε^NjSPkDfyυ) < C\βl+1 si |j9| < ,

pour tous les entiers j > 0. Reciproquement, si v^Cco(Q) verifie (6.6), alors

v est une fonction analytique dans Q. (Si jε >-~-, Njε= φl)

Demonstration du Theoreme 6.1. D'abord, nous demonstrons qu'il existe

une constante B > 0, telle que pour tout ε > 0, et pour tout / entier > 0

on a

Σiε^Nlε(Dr

tDiu),
r=0

2

si j < I.

En effet, comme / est une fonction analytique sur Q, il y a une con-

stante Cx > 0 telle que

σ+1. [Lemme 6.3.]

Done on a deja le cas / = 1 si B est suffisamment grand.

En supposant que (6.7) soit demontre pour / > 0, nous allons demontrer

(6.7) pour le cas / + 1. En remplacant u par ειDι

xu et βi par lε dans (6.4),

on voit que les premiers membres de (6.7) pour le cas l + l sont plus petits
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que 5CBj+1 si j < I + 1. Done il s'ensuit que (6.7) avec / remplace par / + 1

si 5CBι+1 < Bι+2. Cette condition est verifiee pour tout / si £>Max(5C,l) .

Posons Oo = (ε09 1 — e0) x (tQ910) avec ε0 rέel tel que 0 < ε0 < - ~ .

En vertu du lemme 8.3, on a

(6.8) ΈQ\\Dr

tDίu\WQo)^C{+1jj, j = 0,1 ,2 , . . .

pour une constante Co convenable.

L'equation Lu = f s'ecrit

En poursuivant la maniere habituelle pour la majoration des derivees nor-

males (voir [5] par exemple), nous avons

pour une constante Co > 0. C.Q.F.D,

Remarque. On peut etendre le Theoreme 4.2 pour les equations plus

generates (cf. [6]):

(6.9) Lu = — Uu — t'Au = /, (α ̂  0),

A = i ^
ciij reels &C°°(Ω), Ω etant un domaine borne dans Rn de

frontiere assez reguliere.

Σ MaO^^rm2, êί2, ee/?*, r>0.

Aussi, on peut demontrer, par la meme methode qu'aux Theoreme 5.1 et

Theoreme (6.1), Γhypoellipticite et Γhypoanalyticitέ (pour le cas ou aiS(x)

sont analytiques sur Ω) des equations (6.9) avec a = 2k, k = 0,1,2, « et

des equations plus generales.

Ajoute en epreuve: Analyticite jusqu5 au bord pour Γopέrateur ellipti-

que dέgέnέre du type different de (6.9) a ete aussi demontre dans la col-

laboration de MM. M.S. Baouendi et C. Goulaouic, C.R. Acad. Sc. Paris,

t270, 1158-1161.
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