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Sommes friables d’exponentielles et
applications

Sary Drappeau

Abstract. An integer is said to be y-friable if its greatest prime factor is less than y. In this paper, we
obtain estimates for exponential sums over y-friable numbers up to x which are non-trivial when y >
exp{cy/logxloglogx}. As a consequence, we obtain an asymptotic formula for the number of y-
friable solutions to the equation a+b = ¢ which is valid unconditionally under the same assumption.
We use a contour integration argument based on the saddle point method, as developped in the
context of friable numbers by Hildebrand and Tenenbaum, and used by Lagarias, Soundararajan
and Harper to study exponential and character sums over friable numbers.

1 Introduction

Soit P(n) le plus grand facteur premier d’'un entier n > 1, avec la convention P(1) = 1.
Un entier n > 1 est dit y-friable si P(n) < y. On note

S(x.y) = {n<x | P(n) < y}

lensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a x. Le cardinal ¥(x, y) de cet
ensemble a fait lobjet d'abondantes études, les techniques variant suivant le domaine
en x et y auquel on s’intéresse (cf. les articles de survol de Hildebrand et Tenenbaum
[HT93] et Granville [Gra08] qui exposent de fagon exhaustive les travaux antérieurs).
Le probléme qui nous intéresse est 'étude des sommes dexponentielles tronquées sur
les friables
E(x,y;9):= > e(n9)
neS(x,y)

ot lon note e(t) := e*'™. Le comportement de E(x, y ;9) differe selon le degré de

proximité de 9 avec un rationnel de petit dénominateur. Pour tout entier Q > 3 et
tout réel 9, il existe au moins un rationnel a/q avec

(.9) =1, q<Q, |9—g\ gqu.

On note g(9, Q) le plus petit des dénominateurs g pour lesquels une fraction a/q
vérifie cela ; dans ce cas a = a(9, Q) est unique. Lorsque 9 est irrationnel, on a

lim q(9,Q) = oo.
Jim 9(9,Q) = o0
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Une question intéressante est de déterminer dans quelle mesure la relation
(1D E(x,y;9) = O(W(x,y))

estvalable lorsque x et y tendent vers'infini, avec 9 irrationnel. Fouvry et Tenenbaum
[FT91, théoréme 10] montrent que la relation (1.1) a lieu pour tout § > 0 et 9 irration-
nel fixés lorsque x et y tendent vers I'infini en vérifiant

x6(10g10g10gx)/loglogx <y<x.

La Breteche [dIB98, corollaires 4 et 5] montre la validité de (1.1) pour tout 9 irrationnel
fixé lorsque x et y tendent vers l'infini en vérifiant
exp{c(logxloglogx)**} < y < x

pour une certaine constante ¢ > 0. Largument présenté ici permet d’étendre encore
le domaine de validité de (1.1). On définit le domaine

(D) exp{c(logx)"*loglogx} < y < x.

Théoréme 1.1 Il existe une constante ¢ > 0 telle que la relation (1.1) soit valable pour
tout 9 irrationnel fixé lorsque x et y tendent vers l'infini en restant dans le domaine D..

Le théoréme 1.1 découle d’une estimation asymptotique plus précise de la quantité
E(x,y;9). On définit

u:= (logx)/logy,

H(u) := exp{ lmg(u%l)Z} , (ux1),
{(ssy):= > n*=T101-p*)" (0>0).
P(n)<y p<y

En remarquant que 1p; ,j(n) < (x/n)? pour tout ¢ > 0, on obtient la majoration de
Rankin [Ran38],
¥(x,y)<x°{(0,y), 2<y<x,0>0.

Le membre de droite est minimal lorsque 0 = a = a(x, y), la solution a

Pour x et y suffisamment grands, ona 0 < « < 1, et plus précisément lorsque 2 < y < x,

log(1+ y/logx loglog(1 +
) = los( : y/log ){1+o( g lg( y))})
ogy ogy
voir par exemple [HT86, théoréme 2]. On a par ailleurs (c¢f. [HT86, lemme 2]),

alx,y

a=1+0(log(u+1)/logy).

La majoration de Rankin fournit en fait une majoration de bonne qualité de ¥(x, y) :
elle nest qu’a un facteur O (log x) de lordre de grandeur exact, obtenu par Hildebrand
et Tenenbaum par la méthode du col (c¢f. [HT86, théoremes 1 et 2], formule (2.3) infra).
Dans ce contexte, le réel a joue le role du point-selle.
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On reprend les notations de La Bretéche et Granville [dIBGI12] pour la région sans
zéro des fonctions L de Dirichlet, et du zéro exceptionnel. Il existe une constante b > 0
telle que pour tout Q > 2 et T > 2, la fonction s — L(s, y) nadmette pas de zéro dans
la région

(L.2) {s=a+iTeC|021 et|T|ST}

b

log(QT)
pour tous les caractéres y de modules g avec 1 < g < Q sauf éventuellement pour
des caracteres tous associés a un méme caractére primitif y; de module noté g;. Si ce
caractere existe, il est quadratique et le zéro exceptionnel, noté 3, est unique, simple
et réel ; si pour une méme valeur de Q et deux valeurs distinctes de T, un tel caractere
existe, alors il sagit du méme et on dira que ce caractére est Q-exceptionnel, tout
en notant que pour des valeurs de T suffisamment grandes en fonction de Q, un tel
caractére nexiste pas. Le “caractére de module 17 désigne ici le caractere trivial, et la
fonction L associée est la fonction s — ((s). On note y, le caractére de module g;r
associé a y;, et on pose q — v(q) la fonction indicatrice des entiers multiples de g; si 8
existe, et la fonction nulle sinon. On garde dans toute la suite la notation s = ¢ + i7.

On désigne par (1, s) la fonction définie pour ¢ > 0 par

. 1

(1.3) do(1,s) = f e(A)F 1 dt.
0

En développant en série entiére le terme e(At) on obtient

do(A,5) = > (2ind)"((n+s)n!),

n>0

et cela permet de prolonger s — ®¢(1,s) en une fonction méromorphe sur C, qui
posséde un pole simple en s = 0 de résidu 1, et lorsque A # 0, un pole simpleen s = —n
pour tout entier n > 1, de résidu (2i7A)" /n!.
Enfin on note respectivement w(n) et 7(n) le nombre de facteurs premiers et le
nombre de diviseurs d’'un entier #n > 1, et on pose
L :=exp+/logx,
(14) T =Ti(x,y):=min{y, L}, T, =Ty(x,y):=min{y"/1o8logloex £

Théoréme 1.2 Il existe des constantes c; et c, positives et une fonction W (x, y; q, 1)
telles que pour tout (x, y) dans le domaine

(15) (logx)“ < y < exp{(logx)/(loglogx)*},

pour tout Y € Ravec 9 = a/q+nou(a,q) =1, q< T, et || < Ty2/x on ait

“qli“ - p*Nd X, 0 X y a X, V5
(2) R{(l PP )@o(nx, ) ¥ (x, y) +v(q) x1(a) W(x, 39, 1)

( 29 =2y (x, y) (logq)(log(2 +|n|x))* + ‘I’(x,y))
$(q)(1+ nx)® u T

(1.6) E(x,y:9) =
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ot y1 est I'éventuel caractére T,*-exceptionnel, et avec, dans le cas v(q) # 0,
(L7)

20t/ /gqi(q/q) ¥ (x, y) N 2004/ /gqi(q/q) ¥ (x, y)
¢(q)(1+ |nlx)ex=FH(u)e ¢(q) T,

W(x, y:9,1) <

Il est possible dobtenir une estimation plus précise de E(x, y; 9), mais valable sous
des conditions plus restrictives sur g et 7. Il convient d’introduire quelques définitions
supplémentaires : suivant De Bruijn [DB51] et Saias [Sai89], on définit

_ xS p(u=v)d(y]/y") sixeR\N,
Axy) = {A(x +0,9) six €N,

ot u — p(u) est la fonction de Dickman, l'unique solution continue sur ]0, o[ de
Péquation différentielle aux différences up’(u) + p(u —1) = 0 (u > 1) satisfaisant
p(u) =1(u € [0,1]). Pour tout & > 0, dans le domaine (H,) défini par

(He) 3 < exp{(loglogx)****} < y < x
ona

(L8) ¥(x, ) = ACx ) {1+ 0:(Y. 1)}
ou 'on a posé pour tout € > 0,

(1.9) Y, := exp{(log y)*/**}.

On pose également, de méme que dans [dIBGI12],
At) = 202 e e [ ((log) togy ) d(1y")1y").
On a Iégalité entre mesures
(1.10) dA(t,y) =AMt y)dt—td({t}/¢).
Par ailleurs, la quantité A(t, y) — y{t/y}/(tlog y) est dérivable par rapport a ¢ pour
tout ¢ > y. On note A’ (¢, y) cette dérivée.

Théoréme 1.3  Sous les hypothéses du théoréme 1.2 et sous les conditions supplémen-
taires (x,y) € (He), g < Y. et|n| < Y./(qx) pour un certain ¢ > 0, on a

(L11) E(x,39) = V(x, y39, 1) +v(q) a(a) W (x, y3 4, 1)

2°D¥(x,y)  ¥(x,y)
(s )

oti lon a posé

Tix viam S EAOk & 1
(L12) V(xyq.m): %‘; 9(9) E ( W(k’y)

et la quantité W (x, y; q, 1) vérifie encore (1.7).
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Les estimations des théorémes 1.2 et 1.3 ne sont valables que lorsque 9 est proche
d’un rationnel a petit dénominateur, ce qui correspond aux arcs majeurs dans la
terminologie de la méthode du cercle. La différence entre les deux estimations pro-
vient d’'un traitement différent des termes principaux qui proviennent des caractéres
principaux et exceptionnels, cf. la proposition 2.10 infra. Les valeurs complémentaires
de 9 sont traitées a l'aide du résultat suivant, déduit de [dIB98, corollaire 3].

Lemme 1.4 ([dIB98, corollaire 3]) Lorsque les réels 9, x, R vérifient x,R > 2 et
q(9,[x/R]) >R, ona

E(x,y;9) < x(logx)*{1/RY* +1/L}.

Démonstration du Théoréme 1.1 Soient ¢; et ¢, les constantes données par le thé-
oréme 1.2 et supposons y'/1°8198108x > [ de sorte que T; = T, = £. On pose
q=q(9,[x/L%]) et =alg+navecn <1/(q[x/L?]);onal|n|x < L. Lorsque y >
exp{(logx)/(loglogx)*}, les résultats de La Breteche [dIB9S, théoréme 2] sappli-
quent, on suppose donc sans perte de généralité que y < exp{(logx)/(loglogx)*}.
Lorsque q > £, d’aprés le lemme 1.4 on a E(x, y;9) <« x/£° pour une constante
c3 > 0. Pour exp{cy/logxloglogx} < y avec c¢ suffisamment grande, cela est
o( W¥(x, y)) Enfin, lorsque g < £, lestimation (1.6) est valable et tous les termes
du membre de droite sont 0( ¥ (x, y)) quand g — oo et x — oo, en remarquant que
Do (7, @) < 1.

La démonstration que lon propose des théoremes 1.2 et 1.3 utilise une majoration
du type H(u) ?(logx) <; 1 pour tout § > 0 fixé, qui nlest pas valable lorsque y
est trop proche de x. Ceci explique la borne supérieure en y du domaine (1.5). La
borne inférieure exp{cy/logxloglogx} dans le domaine (D.) est expliquée par la
condition max{q, |yx|} < T,* dans le théoréme 1.2, qui est due a l'utilisation de la
région sans zéros (1.2).

Le domaine en x et y dans lequel on peut majorer non trivialement E(x, y; 9) pour
9 irrationnel a une influence directe sur le domaine de validité de certains résultats
qui sont liés aux sommes dexponentielles. On en cite deux ; le premier est une
généralisation d’'un théoréeme de Daboussi [Dab75].

Théoréme 1.5 Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction Y:[2, 00 - R
croissante avec (Y(x),x) € D, toute fonction f:N — C multiplicative satisfaisant
pour tous x et y avec Y(x) < y < x,

> (P <Kp¥(x,y)
neS(x,y)

pour un certain réel K¢ > 0 dépendant au plus de f, et tout 9 irrationnel, lorsque x et y
tendent vers linfini avec Y (x) < y < x, on ait

Z f(n)e(nd) = os(K}/z‘I’(x,y)).

neS(x,y)

Cela est une extension de [dIBT05a, théoréme 1.5]. Suivant Dupain, Hall et
Tenenbaum [BHTS82], on peut se poser la question de savoir pour quelle classe de
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fonctions multiplicatives f et quelles suites densembles finis dentiers (Ex)ns1 la

relation
> f(n)e(n9) =o( 3 1f(n))

neEn neEn
est valable pour tout 9 irrationnel fixé lorsque N — oo. Le théoréme 1.5 aborde le cas
particulier Exy = S(N, yn) avec Y(N) < yy < N.
La deuxiéme application que lon considére concerne le probléeme du comptage des
solutions friables a 'équation a + b = c. Posons

(1.13) N(x,y) = card{(a,b,c) € S(x,y)’ |a+b=c}.

Lagarias et Soundararajan étudient cette quantité dans [LS12]. Leur travail, précisé
par lauteur [Dral2], implique en particulier quen supposant 'hypothese de Riemann
généralisée aux fonctions L de Dirichlet, on a

Y(x, )’

2x
lorsque (loglogx)/logy — 0. Dans [dIBGI12], La Bretéche et Granville obtiennent
inconditionnellement, & partir des estimations de E(x, y;9) démontrées dans
[dIB98], que la relation (1.14) est valable, pour tout & > 0 fixé, lorsque x et y tendent
vers l'infini avec exp{(logx)?**¢} < y < x. Les estimations de E(x, y; 9) présentées
ici permettent d’¢tendre le domaine de validité de cette estimation.

(1.14) N(x,y)~

Théoréme 1.6 Il existe c > 0 tel que lorsque (x, y) € D, on ait

o NG - T2 1o D))

Remarque  Le terme derreur dans lestimation (1.15) est attendu comme optimal.
On peut, 3 la fagon de Saias [Sai89], obtenir un développement du membre de gauche
selon les puissances de (log y) .

Dans [dIBGI12], les auteurs étudient la densité sur les friables d’'une suite générale
satisfaisant des hypotheses de crible. Cette application nest pas développée ici mais
les théorémes 1.2 et 1.3 permettent d’étendre leur résultat a tout (x, y) € D, pour un
certain ¢ > 0.

2 Estimation de E(x, y;9)
2.1 Méthode du col

Soit a étudier la fonction sommatoire sur les entiers friables d'une suite de nombres
complexes de modules < 1

A(x,y) = Z a,

neS(x,y)
lorsque x ¢ N, prolongée par A(x,y) := A(x — 0, y) + a,/2 lorsque x est un entier
y-friable. La série de Dirichlet associée

(2.1) F(s,y):= > amn”*
P(n)<y
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converge absolument lorsque ¢ > 0. En appliquant la formule de Perron, on écrit

K+ioco

1 .ds
M) = gz form PO

ou k > 0 est fixé. La méthode du col consiste a modifier le chemin d’intégration pour
faire en sorte que la contribution principale a I'intégrale entiére vienne d’une petite
partie du chemin d’'intégration, suffisamment petite pour pouvoir lestimer par une
formule de Taylor. Dans le cas a, = 1, ol il sagit essentiellement destimer ¥(x, y),
on intégre surla droite 0 = . Le point « estle minimum de la fonction ¢ — x?{(0, y)
et sa dérivée seconde en ce point est non nulle, le point 7 = 0 est donc un maximum
local de la fonction 7 + [x**7{(a + i, y)|. On définit

p*(logp)?
0y = 07\ X, = B E————
2 2( ,V) zgy (p"‘ _1)2

qui est la valeur en « de la dérivée seconde de la fonction s — log{(s, y). Lorsque
2 < y < x, on a dapres [HT86, théoréme 2],

logx 1 1
(22) Oz(x,y)—10gx10gy(1+7){1+o(m+@)}.
Le résultat principal de [HT86] est lestimation, uniforme pour 2 < y < x,
x*{(a, y) 1 logy
2.3 Y(x,y)=——=—=41+0 —+ —=) ¢.
@3) (x.7) oc\/Znaz{ " (u+ y )}

Par rapport aux précédents résultats sur ¥(x, y), cette estimation a l'avantage, au prix
d’un terme principal moins explicite, d’étre valide sans aucune contrainte sur x et y.
Lestimation (2.2) implique en particulier que pour tout (x, y) avec2< y < x,ona

{(a, y)x" < (logx)¥(x, ).

Un autre intérét de la méthode du col est quelle permet une étude uniforme
du rapport ¥ (x/d, y)/¥(x, y), ce qui est utile dans beaucoup d’applications. Cette
question ainsi que d’autres problémes associés sont étudiés en détail dans [dIBTO05b].

Lemme 2.1 ([dIBTO5b, théoreme 2.4]) Il existe deux constantes positives by et b, et

une fonction b = b(x, y;d) satisfaisant by < b < b, telles que pour logx < y < x et
1< d < x on ait uniformément

2\ bu(y,
¥(50) {10 )} (- ) T
oulon aposét = (logd)/log y.

Cela implique sous les mémes hypotheses la majoration
(2.4) Y (x/d,y) < ¥(x,y)/d*,

celle-ci étant valable pour tout d > 1.
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2.2 Somme sur les caracteres, formule de Perron

Pour tout caractére de Dirichlet y de module g, on définit la somme de Gauss 7(y) :=
Yb(mod q) X(0) e(b/q). Onapour tous x et yavecx > y >2, 9 e Ret(a,9) e Zx N
avecd=a/q+n,

2.5 E(x,y;9) = B d .
(25)  E(x,3:9) (% oa/d) X(m(%q/d)x(a)f(x) mes(xZ/d)y)e(m n) x(m)
P(d)<y

1

Une fagon d’étudier E(x, y;9) est donc dobtenir des estimations uniformes de la
somme

(2.6) Yo(z s o9) = D, e(ny)x(n).
neS(z,y)

On rappelle que ®y (1, s) et F(s, y) sont définis respectivement en (1.3) et (2.1).
Lemme 2.2 Soit (a, ) ns1 une suite de nombres complexes telle que labscisse de conver-

gence absolue de la série Y p(,y<, ann”" soit strictement inférieure a1/2. Lorsque x, y >
2,neR T22k¢[1/2,1], c€]0,1/2] et M > 0, et lorsque les inégalités suivantes sont

satisfaites :

Yo an|n < M(x,y) et Yo lanl <MY (x,9)/TC,

P(n)<y P(n)<y
|n—x|<x//T
on a uniformément
1 Kk+iT .
> ane(nn)=—— f F(s, y)x*®o(nx,s)ds
neS(xy) 2im Jx-iT
x*((x, y)
+0(M(logT)(1+ Inxl)Ty)'

Remarque  En particulier, si lon suppose que la suite (a,,) est bornée, un théoréme
de Hildebrand sur le nombre des friables dans les petits intervalles [Hil85, théoréme 4]
ainsi que la majoration (2.4) assurent que les hypothéses sur (a, ) sont satisfaites
pour M absolu et ¢ = a(x, y)/2. Lorsque (logx)X < y < x pour un certain K > 1 fixé,
onaa(x,y) >kl

Le lemme 2.2 découle du lemme suivant, qui est une généralisation d’'un lemme
classique de Perron (cf. [Ten08, lemme I1.2.2]).

Lemme 2.3  Pour tous réels x,k, T et A avec x > 0,k € [1/2,1] et T 22, 0n a

(log T) (1 + [A)x*

<
1+ T|log x|

Kk+iT .
l[l’w[(x)e()t/x)_ﬁfk,m x*Dg(A,s)ds

On énonce pour cela un lemme qui fournit des informations sur la taille de ®,.
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Lemme 2.4 Pourtousse CetAeRaveco >1/2,0na
L sl

¥ . s 1\ 1+ [A|/o
Do(A,s) <<m1n{g,;10g(2+|)t|)(|l| A, ||S||/ }

Preuve On a trivialement ®¢(1,s) <« 1/o. On a d’une part lorsque |A| > 1,

[Ole(At)tS_ldt: [Mts‘l]:—(s—l)folmts‘z dt

2imA 2im)
AP -
<<|/1|*1+|s—1|(‘| L A=A )
o o-1
<« Sioga (A + )
o
en séparant I'intégrale selon la position de t par rapport a 1/|A|, et d’autre part, pour
tout A,
' £yt 1t 1+])
f e(A)rde=[e(r) =] ——f (imh)e(A) dt < TV
0 sdo s Jo Is]

Le résultat suit en notant que [s|log(2 + |A|)/|A|” > 1 pour [A| < 1.

Démonstration du lemme 2.3

Le cas A = 0 étant démontré dans [Ten08, lemme 11.2.2], on suppose A # 0. On
rappelle que la fonction s » ®g (A, s) est prolongeable en une fonction méromorphe
sur C ayant pour tout n > 0 un poéle simple en s = —n, de résidu (2im1)"/n!. On
suppose x < 1. Pour tout réel k > 0, en intégrant sur le rectangle de cotés

k+k+iT, x=+iT
on obtient grace aux majorations du lemme 2.4,

(1+A)x"(1 - x%) . T(1+|A)x*+* - (1+ [A])x"
T|log x| k+x T|log x|

k+iT .
2.7) f X y(hs) ds <

en faisant tendre k vers linfini.
Pour x > 1, d'apres la définition de @y (A, s), on a

_ 1 k+iT ox ~ 1 1 T ir (tx)"
1._%[‘% xCDO(A,s)dS—ZﬂfO(fT(tx) dr)e()tt) e

1 Tlogx gj
:f/ smw (Ae"T Jx) e/ T dw

e
7T oo w
ayant posé xt = ¢"/T. Une intégration par parties permet d’écrire I = I + I, — I5 avec
1 Tlogx 1-
I =~ [ 7CZSW e(/leW/T /x) eI dw,
T J—o0 w
1- Tl
1, i Lo CoS(TI0gX) )y k.
nTlogx
T1 _ ;
Iz = l f o8 lcﬂ( 2imh eMIT +f) e(Aew/T/x)eKW/T dw.
T J-oo w xT T
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Des estimations élémentaires fournissent

®© 1-cosw

I = e(Afx) - SA%) dw

T Tlogx w2

Tlogx 1 _—
+lf 1C%(e(lewﬁ/x)e“W/T—e(/\/x)) dw
T J—o0 w
R (o L)
1+Tlogx T(1+(logx)2) T X
T(logx)x*
1+ (Tlogx)?’

I; <« loﬂ(prM) +M
T X Tlogx

I, «<
I[1,00[ (T logx).
Ainsi, lorsque x > 1,0on a

(2.8) _ O( (log T)(1+ |A])x" )

Kk+iT .
e(A/x) - /KiiT x*®g(A,s) ds Tlogx

etlorsquex =1,0ona

k+iT | loe TY(1+ A
(2.9) [ bo(,s) ds << 1+ UBDULIMD )
k—iT T
Lorsque T|logx| > 1 Testimation voulue découle de (2.7) et (2.8). Sie ™7 < x <
eT, ona
1 Kk+iT . 3 d x¥ T, 1 d
. S(D > = (D > j
2im /x‘fiT *'Bo(4,5) ds 2m [T o(hx+i7) dr
x" T it X .
+—[ (" -1DDo(A,xk +it) dT
2m J-T
< (1+]|A)x"

grice a la majoration (2.9) et au lemme 2.4. Cela implique

1

k+iT .
() e(4/x) = 3 [ * 7 xbo(h,) ds

< (1+|A))x",
" 1+ )

ce qui fournit lestimation voulue pour T|log x| < 1.

Remarque  Un traitement plus fin de I; permet dobtenir dans le cas x =1

k+iT |
ﬂ—if Do(A,s) ds

2 2im Jx—iT

. (ogT)(1+ )
T

mais cela ne sera pas utilisé ici.
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Démonstration du lemme 2.2 Une application du lemme 2.3 avec x remplacé
par x/n et A par x permet d’écrire sous les hypothéses de I'énoncé,
1 Kk+iT .
> awe(nn) =— f _ F(s,y)x’®o(nx,s) ds
neS(x,y) 2im Jx—iT

|an|n~*

+0( (log T)(1+[7x))x* Y W)

P(n)<y

De méme que dans [FT91, preuve du théoréme 4], on sépare la somme dans le terme
derreur selon la taille de |log(n/x)|. Les entiers n € ]x — x/x/T,x + x/7/T[ contri-
buent d’'une quantité

< (log T)(1+ |nx|) > |anl
P(n)<y
x—x/ﬁ<ngx+x/ﬁ

qui est de lordre du terme derreur annoncé grace aux hypothéses sur (a,) ainsi que
la majoration ¥(x, y) < x*{(«, y). La contribution des entiers

est

x* x
< (logT)(1+[nx)—= 3. lanln

qui est a nouveau de lordre du terme derreur annoncé.
On montre enfin le résultat suivant, qui assure que dans le cadre des propositions
2.11 et 2.13 infra, les hypotheses du lemme 2.2 sont vérifiées avec « = a.

Lemme 2.5 Soient q > 1un entier y-friable, et q, un diviseur de q. Soit x, un caractére
primitif modulo q, et pour tout r > 1, x, le caractére modulo qir associé a y;. On note
11 := q/q et on pose pour tout n > 1,

TG )G o (G5)

1
a, = (ryn)

#(a0)8(5o)

Alors lorsque x € [1/2,1],2 < y < x et 2 < T < x, on a uniformément

pw(a/ar) 1-x
5 el e T YT (A) T ),

P(n)<y ¢(q) q
zw(q/ql)ﬁ g\ (x,y)
Yoo an < 7(—) Ta
P(n)<y ¢(Q) q1
|n—x|<x//T
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Preuve On a, en écrivant (n,r;) = r1/d et n = mry/d,

>l - ()T 5 L 5

P(n)<y ¢(q1) a d|r ¢(d) P(m)<y
(d,q1)=1 (m,q1d)=1
Va (g\7" - pr-l
= =) {(xy) TTQ-p7) II (1+
¢(q1)(ql) ( y)p\ql( P )pltjzr/ql( p-1 )
P4

Va g\t w(alar)
< ¢(q)( ql) ()2 '

Par ailleurs, avec les mémes notations, on a

Z |anl
P(n)<y
|n—x|<x//T
_ V4 #(d) Z 1
¢(q1) dir ¢(d) P(m)<y

(d>q1)=1 |mri/d—x|<x//T
(m,q:d)=1

V@ #A) (g N r
“ 9(a) ; ¢(d)(\y( d(1+1VT) r,y) - ¥(xd(1-1VT)/n,y))

(d,q1)=1

Va WDy arir
) o @) T

(d,q1)=1

dapreés [Hil85, théoréme 4]. La majoration (2.4) a lieu avec d remplacé par /Tr/d
et ainsi

> |an|<<7\/@\y(x,y)(q)—“ > pd)d”

p(m<y ¢(q)T Y/ G ¢(d)

|2-1|<1//T (dsq1)=1
¥(x, —a @
(D) (1)
$(q)T? Y qi/ plgje p-1

Pta

< M( 1) " wlala)

$(q)T** \qu

qui est bien la majoration voulue.

2.3 Estimation de L(s, y; y) dans la bande critique
Une application du lemme 2.2 fournit lorsque z ¢ N
K+ioco

1 iy
Yo(z, 5 9) = Yim f -~ L(s, x;9)2° Qo(yx,s) ds

K—1
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ou l'intégrale converge en valeur principale. Le lemme suivant, repris pour lessentiel
de [Harl2b, lemme 1], fournit un contréle sur les variations de L(s, y; ). La qualité
de cette estimation est étroitement liée a notre connaissance d’'une région sans zéro
pour L(s, ¥).

Dans cette section et les suivantes, ¢; et c; désignent toujours des constantes abso-
lues positives, ¢; étant choisie typiquement grande et ¢, typiquement petite.

Lemme 2.6 Il existe des constantes c1,c; > 0 telles que lorsque y est un caractére
primitif de module g > 1, € € 10,1/2], H > 4 et lorsque la fonction L(s, x) na pas de
zéro dans la région

(2.10) {seCloe]0,e]u[l-¢]l],7€[-H,H]},
alors pour tout y > (qH)“' et tout s € C avec o € [0,1] et |7| < H/2, on ait
A(mx(n) _ (9711 e log’(qyH) 1
(2.11) ’% e —O( - {y +T} +log(qH)+;).
Si y est réel et si L(s, x) a dans la région (2.10) un unique zéro f3, qui est réel, alors
(2.12)
Amx(n) _ yP=-1 oy -1y . log’(qyH) 1
=— 0 Q28 1 H)+-).
,Z;, ns B-s " ( -0 {)/ ’ H }+0g(q )+£)

Enfin, si la fonction { na pas de zéro dans la région (2.10) et y > H®, alors

_1+O(y

1-5

1-s 1-o

PO A’(:) -7

n<y

-1 log’(yH 1
- {y“28+7gg )} +logH+;),
Preuve Lestimation (2.11) découle d’un cas particulier de [Harl2b, lemme 1]. Lesti-
mation (2.13) est a rapprocher de [HT86, lemme 8]. Les cas complémentaires
napportent pas de difficulté essentielle. Par souci de complétude on en reprend ici la
démonstration, qui suit celle de Harper [Harl2b, lemme 1]. Afin d’unifier les calculs
dans les différents cas, on se donne y un caractére primitif de module g > 1 qui peut
étre le caractére trivial, et suivant les cas :

* lorsque y =1, on note 0(y) := —let B, := 1,

* sinon, si L(s, x) ne sannule pas dans la région (2.10), on pose 8( ) := 0,

* enfin, si y est réel et si L(s, x) sannule une seule fois dans la région (2.10) en s = §,
onpose 0(y) :=1let B, :=f.

La quantité §, n’interviendra pas dans les calculs lorsque 6(x) = 0. On note

Ss(y) =3 A(m)x(n)n™.

n<y

La majoration triviale S;(y) « 2 11;_1 montre que lon peut supposer ¢ > 1/log y.
Dautre part, sans perte de généralité on suppose que s nest pas un zéro de L(s, y) et
est différent de 0.

On note F(s, x) := L(s, x) (s = B,) "% et on rappelle les faits suivants, énoncés

dans [DMOO, chapitres 15 et 16] :
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¢ F est une fonction entiére de s dont les seuls zéros sont d’une part les zéros triviaux,
qui sont des entiers négatifs ou nuls, et les zéros non triviaux, de parties réelles dans
[0,1],

* le nombre de zéros p = § + iy de F avec § € [0,1] et |y| < T vaut

T T T
;log( Z—ﬂ) -t 0(log(qT)).

Enfin, si y est non trivial et y(-1) = 1, on pose a(y) =1, et a(y) = 0 dans tous
les autres cas. Ainsi, a(y) = 1si et seulement si L(0, ) = 0. Une formule de Perron
[Ten08, corollaire I1.2.4] ainsi que des estimations classiques concernant la densité
verticale des zéros de L(s, ) (voir par exemple [DMO00, chapitres 17 et 19]) fournissent

—S

p-s Br=s _1
(214)  Si(y)=- > %—G(X)yi_sw(x)y

F/
B, s f(s’ X)

P
|Im(p)-7|<H/2
1-o0 2
o, ¥ "log"(qyH)
o(y #)
ol p dansla premiére somme désigne un zéro non trivial de F (s, x). Puisquelog y > 1

quitte a supposer ¢; > 2,0na

y7log’(qyH) _ y"? ~1log’(qyH)
H 1-0 H

qui est admissible.
On suppose dans un premier temps 1 — o < ¢/2. Alors
B -1 fe O F '~ log’(qyH
215) (N +0(NT—— <« ¥ || 1+ y7log (qyH)
[3)(_5 p=P+iy |P—5| F H
lyl<H
Ona
U

F F
F(S’X) < |f(1+8+ iT,X)‘ + & max

F'\' .
o<k<l+e (F) (K I X)| ’
En dérivant une formule explicite pour L'/L(s,y) (voir par exemple [DMOO,
chapitre 12, formule (17)]), on obtient

F'\/ 1 1

(F) Grimn =Y i o ey
L(m,x)=0

ot, dans la premiére somme, p désigne un zéro non trivial de L(s, ), sauf éventuelle-
ment f3,. On a k > 1, la seconde somme est donc O(1). Dans la premiere somme sur

p=p+iy
* la contribution de ceux vérifiant |y| > H est

7y H
[yI>H

grace par exemple a [DMOO, formules (1) des chapitres 15 et 16],
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* la contribution de ceux vérifiant [y| < H et |t — y| > 1 est O(log(qH)) grace a
[DMOO, formules (3) des chapitres 15 et 16],
* la contribution de ceux vérifiant |7 — y| < 1est

1 1 1 1 1 H
< %gfﬁ{e(z 7,)<<—+M
5 l+e+it—p|? "¢ 5 l+e+itT—p 2 £

ly-Tl<1 ly-7|<1

en suivant les mémes calculs que Harper [Harl2a, démonstration du lemme 3] et
en notant que dans le cas (y) # 0,onal/(1+ ¢+ it - f,) < 1/e.

On obtient donc F'/F(s, y) << ¢ +log(qH). Il reste & majorer la somme sur p du
membre de droite de (2.15). On utilise pour cela la majoration suivante, qui découle
de [Hux74, formule (1.1)] et [Jut77, formule (1.8)],

(2.16) card{p =B+iyeC

M M Lp.x)=0.821-8 )| <H} < (qH)’
r<q y’(mod r)

pour une certaine constante ¢3 > 0, uniformément pour § € [0,1/2] ; ici ¥’ parcourt
les caractéres primitifs modulo r. On a ainsi

B—o 1/2-0 [1/(2¢)] 1-o—ke
Z ) « Z J + Z )
p=B+iy |P - 5| p=B+iy 1+ |)’ - Tl k=1 p=B+iy €
ly|<H B<1/2,|y|<H ke<1-B<(k+1)e
lyl<H
yl—nfcze

< y*log?(qH) +

pour une certaine constante ¢, > 0, quitte a supposer ¢; > ¢3. Le second terme est

Cae y1—071

majoré par O(y~“*%—) grace aux hypothéses 1 — 0 < ¢/2 et elogy > 1, ce qui
fournit la majoration annoncée.
On considére maintenant le cas 1 — ¢ > ¢/2. On a par une intégration par parties

_ -0 —0/2 4 —0-1
Q1) 8.() = S(/D) + Sy =SV P w0 [ S at

Soit t € [\/7,y];onat > (gH)/. 1l est nécessaire de distinguer le cas 6(x) = 1 car
alors F(1- 3, x) = 0. On note donc

{1 sif(y) =1,
lg_; =

0 sinon.
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On suppose également sans perte de généralité que 7 # 0. Il découle de la formule
(2.14) avec s et y remplacés respectivement par it et t que

S o)1
ir(1) + —
0+ 005
tﬂ it F! tlfﬁxfi‘r
<« —+la(y)—— - (itx) ~la———
p:;iy lp — i1 ‘ it F 1-B,—it
p#1-By
lylsH
2
- tlog™(gqtH)

H

ot dans la somme sur p la condition p # 1 - 8, nest a prendre en compte que lorsque
0(x) = 1. Daprés [MV06, formules (10.27), (12.9) et théoréme 11.4], on a

it F! tlfﬁlfi‘r

a - (i, ) ~ lgoy ———

|0 P ACY B, it
Ll B 19:1 tl*i‘l’*ﬁl -1
<|=a-iny) - —2 |+ |1y ——
[T-m0) 1—iT—/3X| |911—ir—ﬁx|

t—i‘r_
+|oc()() = |+O(10g(qH))
< log(qyH) +\/tlogt.

Enfin, pour tout p =  + iy zéro non trivial de F(s, y), sauf éventuellement 1 - 8,, on
af > ¢, ainsi

th H1/4 £1/2
o< Y Y —
p=B+iy |P - ZT| p=B+iy e+ |y - T| p=P+iy 1+ |y - T|
P#1-By lyl<H lyI<sH
lyl<H B<1/4 1/4<B<1/2
[1/(2¢)]
+ Z Z tlfks
k=1 p=P+iy
ly|<H

ke<l-B<(k+l)e

<« /tlog*(qH) + t( (qu)) «< e

en supposant ¢; > 2¢3 et quitte a réduire la valeur de ¢;, et ot lon a de nouveau utilisé
la formule (2.16) ainsi que des résultats classiques sur la densité des zéros de L(s, )
[DMO00, formules (1) des chapitres 15 et 16]. On a donc

thit 1
Siz(£) +0(x) ——— <t “** +log(qyH) +
By —it

tlog*(qyH)
H
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et ainsi, en reportant dans (2.17),
yﬁx_s -1

Pr—s
y(ﬂx—s)/z _1‘ . y(l—d)/Z 1 ytoas_ y(l—a—cze)/z

+
By—s

1-0 1-0-ce
+y " log(qyH) +

Ss(y) +6(x)

< ‘9()()
(y7 = y=)log’ (qyH)
(1-0)H ’

Dans le membre de droite, le premier terme est dominé par le deuxiéme. Puisque de
plusonal- o > ¢/2,donc1- o >log y, on obtient

ey O =1 Y7 —1log’(qyH)
1-0 1-0 H

Ss(y) + 9(9()75 <y +log(qyH)

B

qui est la majoration annoncée.

yﬁfs -1
‘-

Remarque  Ainsi qu’il est observé dans la remarque qui suit le lemme 2 de [Har12b],
dans la démonstration qui précéde, la majoration (2.16) en conjonction avec 'hypo-
thése y > (qH)“, remplace avantageusement les résultats classiques sur la densité
verticale des zéros des fonctions L [DMO00, chapitres 17 et 19]. Lutilisation de ceux-
ci induirait un facteur supplémentaire log®(qyH) dans le premier terme derreur de
chacune des estimations (2.11), (2.12) et (2.13) et rendrait celles-ci triviales lorsque
¢ = O( (loglogqyH)/logy). Des valeurs permises pour ¢ dépendent le choix des
parameétres ¢ et T dans les propositions 2.9, 2.11 et 2.13 infra, qui influent sur le
domaine de validité en Q ainsi que la qualité des termes derreur.

Lemme 2.7 1l existe des constantes ¢y, c; > 0 positives, ¢, pouvant étre fixée arbi-
trairement petite, telles que pour tous réels x, y, T supérieurs a 4, € > 0 et tout entier
q > 2, sous les conditions :
* (logx)" < y<x,
* qT <y%,
e clogy>1/cy,
o T > y2¢(logx)?
et pour tout caractére y de module q tel que la fonction L(s, x) ne sannule pas pour
o >1-¢et|7| < 2T, la majoration
L(G +1i1, X’y) «< (o'-0)/2
— L < x
L(o"+it, x3¥)
soit valable lorsque (0,0, |7|) € [a — c2e, a]* x [0, T] et 0 < 0”.
En particulier, cette majoration est valable avec ¢ = b/log QT pour tout Q > 2
vérifiant QT < y°, lorsque y est un caractére de module q < Q qui nest pas Q-

exceptionnel. De plus, elle est également valable lorsque y est Q-exceptionnel et lune
des deux conditions suivantes est vérifiée :

7| > max{1, y*°} oup <1-./c;/logQT.

Dautre part, sous les conditions :
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e (logx) <y<x,
o yallos D) (loglog )™ (Jog 112 < T < 2,

la majoration

{(o+it,y) « 5 (@-0)/2
{(a+iT, )

est valable lorsque (0, |1]) € [a — ¢, (log T)"2/*(loglog T) /3, a] x [y'~%, T7.

Preuve Afin d’unifier les calculs dans les différents cas, on se donne un caracteére y,
qui est soit non principal et de module g > 2, soit le caractére trivial auquel cas Ion
pose g := 1, et on note suivant les cas :

* siy=1,0nposef,:=10" =aete=b(log T)72/3(loglog T) /3,

* si x est un caractére Q-exceptionnel, on pose B, := fet e = b/log QT.

Ainsi L(s, y) est une fonction qui n'a pas de zéro ni de pdle pour o > 1- ¢ et |7]| < 2T,
sauf éventuellement en s = 3,. Dansle cas y = 1, ceci découle de la région sans zéro de
Vinogradov-Korobov [MV06, formule (6.24)] quitte a réduire la valeur de b. Quitte
a choisir ¢; suffisamment grande et ¢, suffisamment petite on a ¢’ > ¢ > 1/2. On

note x* le caractére primitif associé a y et g* son module ; on a pour tout s € C,
L(s, 7) = l'|l(1— K (P)p7)L(s, 5 9)-
Plq

Lorsque g = 1 et xy = 1, le produit sur p est vide, et dans les autres cas, sa dérivée
logarithmique par rapport a s est << ¥, ,(logp)/(1 - p~¢G)) « loggq lorsque
Re(s) >1/2. On a donc dans tous les cas

L(CT+ iT, X;y) o I/ . §
Lo’ +itpy) P ‘fa 7 (k+it x5 y)di+ O(elogq)
avec, pour tout « € [0, 0],

L s A(n)x*(n) A(n)x*(n)
——(k+iT, x5y)= > Ki(,-, =) Ki(,-,
L P(nyzy M n<y 1

+0(1).

Le lemme 2.6 sapplique avec H = 2T. Lorsque y est non exceptionnel, le lemme 2.6
fournit

* 1-k—c3€ 1-x 2
5 A(m)x*(n) ¥ Ly "log (qyT) +log(qT)

iy  nEHT 1-x (1-%)T
yl—oc—qs/Z
« — +log(qT)
-«

pour une certaine constante c; > 0, quitte a supposer ¢; suffisamment grande et ¢,
suffisamment petite. Si y est exceptionnel ou y =1,0ona

—K—iT _ 1

A * 1-a—c3e/2 B
> (n)i((n) «?Z +log(qT)+‘y ! . ‘
ny  HT -« By—x—it
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Lorsque |7] > yP179, le dernier terme du membre de droite est borné, tandis que
lorsque x est Q-exceptionnel et § <1—./c2/1log QT, ce terme est

-k~ /e /b
o)

Ainsi dans tous les cas, quitte a réduire la valeur de ¢,, on a

A(m)x(n)  yevedt

: +1 T
7%/ nk+it 1- Og(Q )
(ef\/aelogy/h_’_%) logx SiX%l
< -1/6 1 1
(eca"* (o8 " (loglog )" +1 880 ) jogx iy =1

grice & [Ten08, formule (I11.5.74)]. Quitte a supposer ¢; suffisamment grande et ¢,
suffisamment petite, on en déduit

A * 1
(m)x"(n) | <28 o)
nK+1T 2
P(n)<y
donc L(o +it, y33)/L(0” + i1, x; y) = O(x(7=9)/?),
Le lemme suivant traite de la situation ou le zéro exceptionnel existe. La démon-
stration est analogue a celle de [Ten90, lemme 1].

Lemme 2.8 Il existe des constantes cy, ¢y strictement positives telles que pour tous
réels Q, T supérieurs a2 et x et y assez grands avec :

* (logx)* <y<x,
* QT < y/(egloglogx),

o T > yai/108(QT) (Jog x )2,

si le zéro exceptionnel B existe et vérifie 1 — < \/c;/log QT, alors pour tout T avec
|7| < T/2 on ait

L(a+it+B-1,xi5y) < {(a, y)H(u)™’.

Preuve Quitte & choisir ¢; suffisamment grande, on suppose « > 2/3. Alors on a

La+it+B-1x5y)={(a,y) eXP{PZ log( - Xlé;)i:xﬁ_“_,-f ) }
<y

_ 1-B-it
(y)ep{- 3 TAPETT o))

<y p*

le logarithme étant pris en détermination principale. La somme sur p s'écrit

(2.18) 5 1- xi(p)p" P cos(rlog p)

Iz =85 +8,+0(1)
p<y
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ou S représente la contribution des p < yo := (2QT)' et S, résulte d’'une intégration
par parties :

S; = Z 1- Xl(p)PliﬁaCOS(Tlogp) ’
p<y0 p
- S0)_S00) 17 S()dz
’ logy logys Jy z(logz)?’
— 1-B
ot S(z):= ZA(n)l Ju(m)n'F cos(logn)

o
n<z n

La somme §; est majorée comme suit :
(2.19)

1
S, « (QT)a1 (2P~ 3 — <« (log(u+ 1))2uc“2/1°glogl°gx = o u/log(u +1)%)
p=yo

lorsque u — oo, ot on a utilisé y'~* < ulog(u +1) [HT86, lemme 3]. Afin destimer la
quantité S, on applique le lemme 2.6 deux fois avec ¢ = b/log QT, H = 2T, y (dans
Pénoncé de ce lemme) remplacé par z € [ yp, y], et s € {a, & + f —1}. On obtient pour
une certaine constante c3 > 0

Z7 -1

l-a _
2200 % A(:’) S

n<e N 1-«

+O( {z‘c3€+lmgz(%T)} +log(QT))

1-«a
A(n)yi(n) ZimemiT ]
(2’21) Z po+it+p-1 -
n<z

l-a-it

e 2
Z2-ap _ l{z_c35 . log”(QzT)
2-a-f T

Quitte & choisir ¢; suffisament grande, dans les termes derreur, le deuxiéme terme

log”(QzT)/T est dominé par le premier z~¢. D'autre part, quitte & supposer ¢,
suffisament petite, on al— 8 < c3¢/2, on en déduit

+O( } +10g(QT)).

ZZ—Ot—ﬁ -1 < el Zl—rx -1

2-a-B l-a

Ainsi les estimations (2.20) et (2.21) fournissent, en intégrant de nouveau par parties
les termes principaux,

y —a —a—iT
(222) 52:[ Refz ™ +z }dZ+O(R),
0 logz

R:=1+

y—C35/2(yl—zx _ 1) . yafﬂ/z(y(l]—(x _ 1) N fy Z—C3£/2(zl—¢x _ 1) dz
(1-a)logy (1-a)logyo yo (1-a)z(logz)? ~

+ 2797} du terme principal est positif ou nul, on a donc

fy g{e{zfa +thx7ir}dz N 1 me{ ylftx . ylfafi‘r } . O( y%)—a)
Yo logz “logy l-a l-a-ir 1-a’)

Le numérateur Re{z™*
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On ayé—a/(l _ (X) « ucz/logloglogx logy, ainsi que

1-a l-a—it
i)f{e{y + ) - } >> logx 3
l-a 1-a-ir (log(u+1))
grace aux calculs de Hildebrand et Tenenbaum [HT86, lemme 8], ce qui fournit
y —a —a—itT
(223) f Re{z™%+z tdz - u N
o logz (log(u +1))

Dautre part, on a daprés les hypothéses y~¢/2 < (loglog x)~%/(2%2)  Ainsi, quitte
a réduire la valeur de ¢, en fonction de ¢3, on a

—c3e/2 yl—a -1 « u
(1-a)logy  (loglogx)3

Par ailleurs, on a de méme que précédemment

y

1-a
Yo ~

7(1 = &) log o <yt yc2/logloglogx log(u +1).
En utilisant la majoration élémentaire
b v ldz a’ bY
. (logz)? < loga +y+ S(logb)?" 0<yp,l1<ac<hb,
ainsi qu'une intégration par parties, on obtient
J G WY i P L By
yo z(1-a)(logz)? (1-a)logye (Q-a)logy Jy logz

log(u +1)’

/}’ Z7C3£/2(zl—zx —l)dZ
V7 (1-a)z(logz)?
A b il NS L B o A3
(I-a)logy (1-a)logy Jy3 logz

Le terme entre accolades est O(u) tandis qu'a supposer ¢, suffisamment petite en
fonction de c3, le facteur y~>¢/* est O(1/(loglogx)*), dot lon déduit

v
(loglogx)3"

En insérant les formules (2.22), (2.23), (2.24) et (2.19) dans la définition (2.18), on
obtient pour un certain § > 0

(2.24) R«1+

o+ -L i o y)exp{ 60—
Lla+it+f-1yy) < {(ay) p{ (log(u+1))2}

qui est la majoration annoncée.
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2.4 Caracteres non principaux, non exceptionnels

On s’intéresse au cas des caractéres non principaux et non associés a I'éventuel
caractére exceptionnel y;. Soit y un tel caractere, de module g. On rappelle que
Wo(z, 5 x» ) est la fonction définie par (2.6).

Proposition 2.9 Il existe des constantes c, et ¢, strictement positives telles que pour
tous réels x, y,y,eet T avec4 < T < y et € > 0, lorsque q et un entier avec2 < q < y©
et y un caractére de module q, non principal et tel que la fonction L(s, x) ne sannule
pas dans la région

{seClo>1-¢l1|< T}
et lorsque 2 < (logx)“ < y < x, et z € [x*/3, x] on ait
oz s 107) < 2°¢(@, y) 1+ yl2) ((log T)xe + T-)

En particulier, pour tout Q avec 2 < Q < y°, ceci est valable pour touts les caractéres
de module inférieurs a Q qui sont non principaux et non Q-exceptionnels, avec ¢ =
b/log QT. De plus la méme majoration est valable lorsque y est Q-exceptionnel mais

B<1-./c;/logQT.
Remarque  Lorsque y = 0, ce résultat est un cas particulier de [Harl2b, théoréme 3].

Preuve La condition sur (x, y) assure que les hypothéses du lemme 2.2 sont vérifiées
pour la suite a,, = e(ny) y(n) avec M absolu. On a de plus « > 1/2 quitte a supposer ¢
assez grande. Le choix x = «(x, y) fournit pour une certaine constante c; > 0

1 a+iT o x N e
Yo(z, 50 9) = in /“_iT L(s, 53 9)2° @o(yz,s) ds+ O(z ((a, y)(1+ |yl2) T 3).

On modifie le contour pour intégrer sur la ligne brisée passant par les points
a—1iT, a—-cae—iT, a-cue+iT, a+iT,

ou ¢4 est une constante absolue choisie plus petite que la constante ¢, du lemme 2.7.
Soit I; la contribution des deux segments horizontaux et I, la contribution du seg-
ment vertical. Les lemmes 2.4 et 2.7 sappliquent ici dans tous les cas envisagés dans
I'énoncé. On a ainsi

I < z“((a,y)% fom(g)x dx

< Z“C(a,y)%,
L <« z%{(a, y)(1+ |y|z) (log T)( g)m
< z2%(a, y) (1 + |y|z) (log T)x_c"s/é,

On obtient la majoration annoncée en regroupant ces deux estimations.
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Dans la somme du membre de droite de (2.5), la contribution des caracteres prin-
cipaux s’écrit, aprés interversion des sommes,

u(q/(g.n))

Voygn) = 3 — &

neS(x,y) ¢( q/(q’ I’l))

et celle, lorsque v(q) =1, des caractéres associés a y; s'écrit y1(a) W(x, y;9,%) ou

(1) 3 u(r)x(r) T (™

$a) o () mesiarjay) DT
On rappelle que T; est défini en (1.4).

e(nn)

W(x, y;q.1) == 1) e (m).

Proposition 2.10 1l existe deux constantes positives c; et ¢, telles que pour tous réels
x, y et 9 et tous entiers q,Q > 1, lorsque (logx)® < y < x,q < ¥y, Q < T* et
9=a/q+navec (a,q) =1, on ait

(2.25) E(x, 79) = V(x, 339, 1) + (@) 1 (a) W (x, y3 9, 1)
+O(¥(x ) (1 + ) (y™2 + Q7))
ou y; désigne le caractére primitif Q-exceptionnel.

Preuve Lapreuve que lon propose ici reprend la structure des calculs de la section 3.3
de [Harl2b]. Les caractéres de modules inférieurs & Q sont traités grace a la propo-
sition 2.9. Pour les caracteres de modules supérieurs, lorsque la fonction L a ses
zéros de petite partie réelle, la proposition 2.9 permet encore de conclure. Cela ne
concerne pas tous les caracteres de modules supérieurs a Q, mais la majoration de
Huxley et Jutila (2.16) permet de dire que les caractéres restants sont en proportion
suffisament peu nombreux pour que leur contribution, méme majorée trivialement,
soit bien contrdlée.

Soient ] et ¢} les constantes de la proposition 2.9. On suppose ¢; > ¢ et ¢; < ¢5. 1
sagit de majorer

1 /
2.26) Y)Y (x/d, y; x,nd
( dZM(q/d)X(m%q/d)x(a)f(x) (x/d, y; x,nd)

ol la somme ¥’ porte sur les caractéres non principaux et non Q-exceptionnels.
Lorsqu’un tel caractére est lui-méme de module g/d < Q, la proposition 2.9 sapplique
avecz=x/dety=nd, T =Ty ete = b/log QT et fournit

Yo(x/d, y; 5, nd) < x%C(a, y)d *(1+ |11|x)(y’“3 +L7% 4 (logx)l/zx’“/l"gQ)

pour une certaine constante ¢ > 0. On sépare la somme sur d dans (2.26) selon si
q/d < Q ou pas. La contribution des d|q avec d > q/Q est certainement

< ¥(x,y)(logx) (1 + |fx) (7 + £7 + (logx) a4/ Q) - 57 \/r(g/r)™®
rlg, r<Q
<Y y) (L4 |nlx) (™= + £7%)
en majorant trivialement la somme sur r par O(min{g, Q}*/?), quitte a réduire la

valeur de ¢, et augmenter la valeur de ¢; afin d'avoir a > 2/3 et pour absorber le facteur
log x. La derniére inégalité fait usage de hypotheése Q < T2, quitte & supposer ¢, < 1.
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Il reste & majorer la contribution a lexpression (2.26) des d|q avec d < q/Q, au-
trement dit des caractéres de modules r|q avec Q < r < y°. Soit y un tel caractére
et cj la constante apparaissant en exposant dans la formule (2.16). On pose ¢3 = 2/c}
etcy = 1/( 10(cs + l)cg). Quitte a diminuer la valeur de ¢,, on a r®* < y°. Lorsque
L(s, x) ne sannule pas pour ¢ > 1— ¢4 et |7] <, on a pour (logx)® < y < x et d|q
la majoration

Wo (x/d, y5 x, nd) < ¥ (x, y) (1 + []x) (x4 + (log x)r72).

La contribution de tous ces caractéres a la somme (2.26) est donc

< ‘I’(x, y)(l + |;7|x)(x—cz + (logx)Q‘l/z) ‘

Pour tout r > 2, notons N, le nombre de caractéres de module r tel que la fonction
L(s, x) sannule au moins une fois pour 0 > 1 - ¢4 et |7| < . La majoration (2.16)
fournit ¥, .x N, < RY'°, Pour un tel caractére, on a 7(})/¢(r) < r /3. 1la
majoration triviale [¥(x/d, y; x, nd)| < ¥(x, y) montre que la contribution de tous
ces caracteres a la somme (2.26) est

—c2/5 i y—cz/S)

<¥(x,y) Y, 1/3
Q<r<yfz

ce qui fournit la conclusion souhaitée.

Remarque 1l est possible de montrer que cette estimation est valable pour g < x2,
¢f. [Harl2b, lemme 2]. Cela n’a cependant pas d’utilité pour les applications que I'on
envisage ici.

2.5 Caracteres principaux par la méthode du col

On note pour tout s = 0 + it avec 0 > 0 et tout entier g qui est y-friable

u(q/(n.q)) q-

L, ¢(a/(n,q)) " ¢(q) H( P (s, p).

{(sq5p) = Z

Pour ¢ < 1, le facteur devant (s, y) est < 2°(1)g'=9/¢(g). On montre une
premiére estimation de V(x, y;¢,#) par la méthode du col. Par rapport a celle de
la proposition 2.12, qui sera montrée dans la section suivante, elle a 'avantage d’étre
valide sous des conditions moins restrictives sur g et 77, au détriment du terme derreur.

Proposition 2.11 Il existe des constantes c; et c, positives telles que pour tout (x, y)
avec (logx)“ < y < exp{(logx)/(loglog x)*}, tout entier q € S(x'/*, y) et tout n € R

https://doi.org/10.4153/CJM-2014-036-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2014-036-5

Sommes friables dexponentielles et applications 621

vérifiant |y|x < x'/4, on ait

(2.27)
o 1-a .
Vi(x,y;9,1) = 1- p* Ho o) ¥ (x,
(x,y59,1) o(2) ;’l{z( P )Do(nx, a)¥(x, y)
( 290 g"*¥(x, y) (logq)*log(2 + Inlx)3)
¢(q)(1+ |nx)* u
2w(q)q1—a\{/(x,y) —c —c2(log x)**(loglog x) /3
(5 gy Qi) (e eeon o)),

. . . 3/5 71/5
Remarque  En particulier, lorsque |5|x < min{ y©2/2, ec2(logx)™" (loglogx)"/2} "oy 5

—a 3
200" (x, y) (log 4)* (log(2 + |n]x))
¢(q)(1+ [nlx)®
Démonstration de la proposition 2.11 Soit T un réel supérieur a 4. La série de

Dirichlet {(s, g; y) est absolument convergente pour ¢ > 0, donc les lemmes 2.5 (avec
q1 = 1) et 2.2 Sappliquent et fournissent

1 a+iT o
V(x,y3q,1) = == [ ((s,q;y)x° Do (nx,s) ds

2im Ja—iT

(2.28) V(x,y:9,17) <

( 290 =¥ (x, y) (1+|n]x)log x log T)
¢(q) T*/2 '

On note ¢ := c3(log T) "% (loglog T)™'/* pour un certain réel c; > 0 fixé plus petit

que la constante ¢, du lemme 2.7, et on choisit T = min{ y2, e(108)" (loglogx)™/*)

Alors les hypotheses du lemme 2.7 sont satisfaites quitte a choisir ¢; assez grande et ¢,

assez petite. D’autre part, quitte & augmenter la valeur de ¢; et diminuer celle de ¢,

on suppose que & — c2¢ > 1/2. On intégre suivant le chemin U]_, €}, o

(i) Cjestlesegment|[a—iT,a—e—iT],

(i) C,estlesegment[a—e¢—iT,a—e—iy

(iii) €3 estle chemin reliant le point & — & — iy'~**¢ au point & — iy'~® en suivant la
courbe 7 = y'79,

(iv) C4estle segment [a — iy, a +iy'™],

(v)  Cs estle chemin reliant le point & + iy'~® au point a — & + iy
courbe 7= -y,

(vi) Cgestlesegment [a — e+ iy **, a—e+iT],

(vii) C; estle segment [a —e+iT,a+iT].

1—zx+s:|’

1-a+¢ opy suivant la

Pour j € {,...,7} on note I; la contribution du chemin €; :

1 s ¥
I;=1i(n) = im fe_((s,q;y)x Dy (7nx,s) ds.
J

La contribution du segment C; est, grace aux lemmes 2.7 et 2.4,

a yw(q) gl-0 w(q) jl-a
I; <<f ziq((oc,y)x”1+|’7|x do « 2 q \I’(x,y) (1+|11|x)]0gx'
o ) T ¢(q) T
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7
T T
Cs
l-a+e -+
Y Cs
yl—tx -+
0 a-¢ o
Cy
_yl—“ T 63
_yl—a+s T
€,
-T T
G
Figure 1

Sur le segment Cg on a |7] > y'77. Le lemme 2.7 est donc encore applicable et on a
Zw(q)ql—oc+s
¢(q)
2900 =¥ (x, y) (1+]|n]x)log Tlog x

¢(q) xe/t '

Sur le segment Cs, le traitement est analogue. On a

Is < 20 (a, )1+ |n|x) log T

Zw(q) o -0 . 1-0 M . 1-0 o,l-0
I5<<m[(x7£q1 [C(o+iy"7, y)Do(nx, 0+ iy 7)|(log y)x"y" 7 do.

Pour tout x € [0, €], on a pour un certain § > 0
{(a—k+iy™ ™ y) < {(a, y)H(u)™°
Do (0, o = & + iy ™) << YT log(2+ |1lx) /(1 + [nlx)* 7

ou la premiére inégalité est conséquence du lemme 2.7 et de [HT86, lemme 8]. Ainsi
on obtient

Is «<

2@ g x*{(, y) (logx) (log y)y* ') e y2q(1+[nlx) | *
Sy (PR
ZM(Q)qlfu\P(x)y)
(1+|nlx)*¢(q) H (1)
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ot Ton a utilisé I'inégalité (log x) (log y) y>("") <« H(u)®/? qui découle de nos hypo-
théses sur (x, y).

Sur le segment Cy, le traitement est identique a celui des segments C;, C4 et Cs
dans la preuve de la proposition 3.5 de [Dral2]. On reprend ici les étapes principales.
La contribution des s vérifiant 1/log y < |7] < y'™* est

2w(q)q1—txxa /yl—a y 2w(q)qlfa\y(x)y)
L —— {a+it)Do(nx,a+it)| dT <
B(a) g, T Dol @i AT < e i ()T

ot Ton a utilisé les lemmes 2.4 et [HT86, lemme 8]. On pose Ty := u~/>(log y) .. La
contribution a I4 des s vérifiant Ty < |7] < 1/log y est
20(q) gl=& 150(2 1/logy
< g~ " log(2 + |n}x) |((a+iT)|x d7
$(q) (1 + |n|x)* To
2°(0g" ¥ (x, y) log(2 + |}x)
¢(q)(1+ |nlx)*u

ou l'on a utilisé les calculs de la démonstration du lemme 11 de [HT86] pour évaluer
lintégrale. Lorsque |7| < Tp, et quitte & changer la valeur de ¢; afin d'avoir « > 1/2, on
apour s = a + iT lestimation

<

1 _ log(2 + |A|)<+!
At)(log )<t dt —_— >
J, cOntog) ™ i< 28 EEC

Cela se montre par en intégrant par partie de fagon similaire aux calculs dulemme 2.4.

k€ {0,1,2}.

Ainsi,
Sql_s s—11 4 aql—a a—1\ 4
1- ) ,8) = 1- () R
¢(q)ﬂl( P )Do(nx, ) 2@ RZ( p* ) @o(nx, @)
w(q) ,1-a 2 3
+/\T+O(2 q'*(log q)* (log(2 +[y|x)) )

¢(q)(1+ |nlx)*

ou le coeflicient A dépend au plus de x, y, g et 7 et vérifie

2000 g"~*log q(log(2 +|n|x)) ’
¢(q)(1+ |nfx)®

Le reste des calculs sont identiques a ceux de [Dral2, proposition 3.5] : en reportant
ce développement dans l'intégrale puis en développant le terme complémentaire
x*((s, y)/s de la méme facon que dans [HT86, lemme 11], on obtient finalement

A<

_ aql—a e\
o(a) prllq(l p* ) @o(nx, a)¥(x, )
( 2000 g2y (x, y) (logq)*(log(2 + Inx))3)
$(q)(1+ [nfx)® u '

Pour j € {1,2,3} ona Ij(#) = Is_j(—#) et on se rameéne aux calculs précédents.
Lestimation voulue suit en regroupant toutes les contributions puisque lon a toujours
elogx > logT.

I4
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2.6 Caracteres principaux par la transformée de Laplace

Une autre facon d’évaluer V(x,y;q,#) consiste a utiliser une estimation de De
Bruijn [DB51] précisée par Saias [Sai89] et utilisée dans [dIBG12]. On rappelle la
définition (1.9).

Proposition 2.12  Pour tout € > 0 fixé, lorsque (x,y) € (He) avec y < \/x, et q € N
etneRavecq<Ycet|n <Ye/x, ona
29Dy (x, ) )
¢(q)Y.

Preuve Cette proposition généralise des calculs faits dans [dIBGI12, théoreme 4.2].
La différence vient du fait que lon calcule uniquement la contribution des caractéres
principaux, pour lesquels on dispose de la région sans zéro de { de Vinogradov-
Korobov, plus étendue que la région de Siegel-Walfisz pour les fonctions L. Notons
Q := x/Y.. Les mémes calculs que [dIBG12, lemme 3.2] montrent que

V(x,y:q.1) = Zy(q/k)k >, e(mkny)
e 24 mesGiig)

IRSYACILILIN Lo (¥ (x.y)
Py Jp et a0 =)

ot Ion a utilisé Festimation (2.4) et le fait que Y2*~! >, Y, sous notre hypothése sur
(x, y). Lestimation (1.8) fournit, en intégrant par parties,

S e ¥ (t/k )y = [ " e(en) d{A(t/k, )

_ fQ “e(tn) d{ O(¥(t/k, y)Y7h) }

¥(x/ky) _ ¥x/ky)
135/2 ) Ye .

Notant V, (x, y) := Xxjq #(q/k)k/$(q)A(x/k, y), on en déduit

V(x,y3.1) = V(xp:0.m) + O

< (1+]9)x)

) WDy,
V(x,y;q,n)=fQ e(tﬂ)qu(t’y)+Os(W)

En utilisant (1.10), on réécrit cela sous la forme

, u(a/k)k = {t}

V(x,y:9.1) % o(2) {fQ e(ktn)A(t, y) dt+f e(ktn)td( )}
( 29D¥ (x, y) )

$(q)Y2e .

En intégrant par parties, on a d’'une part

(q/k)k Ik {t} 20(a) gy, zw(q)\y(x, )
Zﬂ 1 /‘;/k e(ktn)td(T) 1 J

PARAC) “Te@ 5 @Y.
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et d’autre part, en utilisant fot e(vy) dv=E(t, t;1) + O(1),
x/k
e(ktn)A(t,y) dt
Joye etkmACE)
X x x x/k ,

= E( o E;kq)/\( E,y) - fQ/k E(t, t; k)M (t,y) dt + O(yu + ‘I’(Q/k,y)).
Les hypothéses faites sur x et y assurent que yuYo << ¥(x, y) et Y2* > Yy, le terme
derreur est donc O( ¥(x, y)/(kY2¢)). On a de plus la majoration

Y(t,y)log(u+1)

t2logy ’
qui se déduit par différentiation de [dIBG12, formule (2.2)] en utilisant par exemple
lestimation [dIB99, formule (30)]. Cela implique

(2.29) AM(t,y) < y<E<x.

¥ (x/(kYe). )

x/ 125@/4
en séparant l'intégrale en x/Y,/4. Les hypotheses sur x et y impliquent alors que
chacun de ces termes est << ¥ (x, y)/(kY2¢). On a enfin

230)  E(x/k,x/kskm)A(x/k, y) - [lx/kE(t, kA (8 y) dt

S elkmi(my)+ 2y (B iy

Q/k
f E(t,t,kn)A' (¢, y) dt < ‘{’(x/‘dg/4,y)logx+
1

n<x/k logy y<n<x/k x/k h
= Z e(knn)A(n, y) + O(yu).
n<x/k

De méme que précédemment, le terme derreur est O( ¥ (x, y)/(kY,:)). On obtient

donc
e Bk 2°@¥(x, y)
R T A Ty )
e 240¥ (x,y)
= V(x.ysq.m)+O( 6(2) e )

qui est lestimation voulue, ¢ pouvant étre pris arbitrairement petit.

2.7 Caracteres exceptionnels

Soit Q un entier supérieur a 2. On se place dans le cas de lexistence du zéro de Siegel.
Soit g < Q avec v(q) =l et P(q) < y. On définit
™(n) p(r)x(r) @ qury
LW(s,q;y) = —~—= —L= =) L(s; xrs¥)
¢(q1) r\(%:ql) ¢(r) ( q )
- (i)l_ST(Xl) 0

q1 ¢(q) pla/a
ptq

(1= xa(p)p* ") L(s, xi39)-
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Pour o < 1, le facteur devant L(s, y15 ) est < (g/q1)'~°2°(/9) /g1/¢(q).

Proposition 2.13 Il existe des constantes c; et ¢, positives telles que pour tout (x, y)
avec (logx)“ < y < exp{(logx)/(loglog x)*}, tout Q < yc2/1°8108108 yout caractére
x de module q < Q, qui est Q-exceptionnel, et tout € R vérifiant |y|x < x'/*, la
quantité W(x, y;q, 1) soit un grand O de
(2'31<)/ )
20890 g1 (x,y) g\ 1
s o) (e * O hORG@)

ouR(x,y,Q) = y—CZ/logloglﬂgx L (logx)3/2x—cz/log Q

Remarque  La contrainte sur Q nest pas limitante dans les applications que l'on
envisage. Lapproche adoptée dans [Sou08, lemme 5.2], permet dobtenir une majo-
ration moins forte mais qui est valable lorsque Q est de lordre d’une petite puissance
de y. Cela nlest pas étudié ici.

Preuve On pose T := min{y®/108198108% £ ot ¢ = ¢3/log QT, c, étant choisie
suffisamment petite pour que les hypothéses du lemme 2.8 vis-a-vis de T et Q soient
vérifiées, et c3 étant choisie plus petite que la constante ¢, du lemme 2.8. Lorsque
B <1-./c2/logQT, la proposition 2.9 sapplique et on obtient, de la méme fagon
qu’a la proposition 2.10,

W(x, y39,1)

() p(GHnGH)

) ¢(q1) rl(q/q1) ¢(%)

< ¥(x,y)(1+ |77|x)(y_‘“'2 +L% + (logx)3/2x_52/1°gQ)
() w(r)
¢(q1) \ qu rl(a/q1) ¢(r)
zw(q/ql)\/@

¢(q) (;)la‘l’(x,y)(nmm)lz

qui est de lordre de la majoration annoncée. On suppose maintenant 1 — f <
/¢2/log QT. De méme qu’a la proposition 2.11, par les lemmes 2.5 et 2.2, on a

Yo (x/ 3 Xas(ar)> T11)

<

a+iT

1 o
Weeysam) = 5= [© 7 IW(s.gi0)x'do(nx.s) ds

pw(a/a) l-a
+o(\@(q) \P(x,y)logxl(;gT)
¢(q) Qi T/

On déforme le contour pour suivre le chemin U7_, €/, o

(i) Cjestlesegment[a—iT,a+f-1-¢e—iT],

(ii) C)estlesegment[a+B-1-e—iT,a+pf-1-¢e—iy~ "],

(iii) @} estle chemin reliant le point o + 8 —1—&—iy'"**¢ au point & + f —1—iy'™®
suivant la courbe 7 = y#=9,

(iv) €} estlesegment [a+B—1-iy"* a+pf-1+iy"*],

https://doi.org/10.4153/CJM-2014-036-5 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2014-036-5

Sommes friables dexponentielles et applications 627

T T
yl—tx+s -+
yl—tx -+
0
_yl—oc T
_yl—a+s T ,
)
-T T )
e1
Figure 2

(v)  Cf estle chemin reliant le point & + 8 — 1+ iy'™* au point a + f — 1 — e + iy 7%*+¢

suivant la courbe 7 = — yﬁ"’,
(vi) Cfestlesegment [a+Bf-1-e+iy ™ a+B-1-e+iT],
(vii) Cf estlesegment [a+ B -1—e+iT,a+iT].

Pour j € {1,...,7}, on note I la contribution du chemin €} :

! / . 1 . P
I;=T(n) = S fe; LW (s, q; y)x* Do (nx,s) ds.

De la méme fagon que dans la démonstration de la proposition 2.11, on a

o zw(q/ql) 1-o0 (0¢—U)/2 o 1
I <<[ J(i) (o, p)x @ IPx7 (1 + |ylx)

e ¢(q) ‘@ T
« w( i) e (x, y)(1+[n]x) logx
o(a) ‘' T '

Sur le segment G5, on a encore |7] > y#~7, dotl par le lemme 2.7,

T 2“’(‘1/‘11) 2—a—P+e (B-1)/2-¢/2 yax 1
he [ V() O e )
y

rere ¢(q) q T
2 g (4 )lf«wx,y)(n |1lx) logxlog T
(@) ‘@ xe/t
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quitte & supposer ¢, petite, afin d'avoir g/q; < x"/%.
Sur le chemin G, les lemmes 2.7 et 2.8 permettent d’écrire pour un certain § > 0,

IL(o + i1, x139)| < |L(a + B -1+ i1, Xl;y)|x(tx+ﬁ—1—a)/2
< {(a, y)x @B (),

En remarquant que ¢log g << 1, on obtient

a+p-1 2“’(‘1/‘11) 1-o
I« [ J(i) {(a, y)x 102
arp-1-¢  ¢(q)
2(p-0)
H(u)™® (logy)y log(2 +[n]x) do
(1+]nlx)”
2w(q/q1)\/a(i)1fa ¥(x, )
¢(q) @/ (1+|nlx)eP-1x1=FH(u)%/?

<

ot lon a utilisé 'hypothése log y < (log x)/(loglog x)* sous la forme
(logx)H(u)™ <, 1

pour tout 7 > 0.
Sur C les calculs sont similaires : par le lemme 2.8 on a

y=e qw(a/q1) rap
i< f J( LY ) H(w) P B (1+]7)log(2 + [lx)
0

¢(q) (1+[nlx)e+p-
« 2w(Q/'11)\/le(i)l—a ¥(x,y)
¢(q) ‘@’ (L+|glx)erBFlx-FH(u)®?

ce qui est de lordre de grandeur souhaité.
Pour j € {1,2,3}, le caractére y; étant réel, la méme remarque qu’a la démonstra-

tion de la proposition 2.11 est valable : on a I'(#) = Iy_;(~#) et les majorations qui
concernent Ig_; sappliquent.

En regroupant les différentes contributions et en observant que
1 1 logxlogT <

T“/2+T+ 0 <R

quitte a réduire la valeur de c,, on obtient la majoration annoncée.

2.8 Démonstration des théorémes 1.2 et 1.3

On pose Q = [T,*], en observant que logx/log Q > log L lorsque ¢, < 1. Quitte
a supposer ¢; suffisamment grande et ¢, suffisamment petite, x, y et Q vérifient les
hypotheses des propositions 2.10, 2.11, et 2.13. Le terme derreur provenant de lesti-
mation (2.25) est < (1+ |5]x)¥(x, y)(y~/1osloslosx o £=¢) « W(x, y) T, * pour
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une certaine constante c3. Le terme derreur provenant de lestimation (2.27) est

w(q) ,1-a
2 (xy)

¢(q)
3
(logq)*(log(2 + [nlx)) s o —er(logx) s
1 c3 c3(logx)*> (loglog x)
(e kO e ))
3
2000 g2 x, y) (logq)*(log(2 + |n|x)) . ¥(x,y)
$(q)(1+nlx) u I
Enfin, la quantité R intervenant dans (2.31) est << T, 2. Ceci implique lestima-
tion (1.6).

Si on suppose de plus que (x, y) € (He), g < Ye et |n|x < Ye/q pour un certain
€ > 0, alors en évaluant V(x, y; ¢, 1) par la proposition 2.12 plut6t que 2.11, on obtient
estimation (1.11).

3 Ennorme L2

On sintéresse ici a lobtention d'une majoration pour le deuxiéme moment de
V(x,y:9.n) et W(x,y;9,71). Lorsque2< y < x,ona

1
[ 1By )P 49 =W (x, ).
0

Le lemme qui suit est une majoration de méme ordre de grandeur pour les normes L2
sur les arcs majeurs de V(x, y;q,71) et W(x, y;9, 1), qui sont les termes principaux
apparaissant dans lestimation (2.25). Ces calculs sont analogues de ceux réalisés
dans [dIBGI2, section 5.2].

Proposition 3.1 Lorsque2<y<x,Q>2etR<x,0ona

> (@) [ VGl d < R (log ) ¥ (x.)

q<R

. 2 G ia 5
% (a0 Lo Wy an < SR 0g )W (. ).

On note que q;/¢(q1) < loglog q;.

Preuve Soit q avec v(q) = 1. On note pour simplifier r; := g/q;. Ona
X _ (1) u(r)(r) mry m
Weeran = goy i oo
Ct(n) w5 xs (m)
B O(q1) 7, mes(xiry) ()
_t(n) AENE: )X 1 (57)

 d(q) neS(x,y) r’\(rzl,n)e(nn) o(3)

e(mr'n)
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Notons temporairement w,(n) = u(r1/r") x1(r1/r") xr,jr (n/t")[$(r1/7"). La pré-
sence du terme en y,,/,» annule w,(n) sauf si (n/r’,q/r") = 1soit r' = (g,n). En
particulier, lorsque r’ < (r1,n) onaw,/(n) = 0 et on obtient

X, V3 :M e(nn)w n
W( ’y’q’rl) ¢(61) nes%,y) ( }7) ("h”)( )

On a donc
I—Zfﬁ(q)f W ysa )P dn
g<R 1/(qQ)
qilq
T(?(l)2 2 2
===, ¢(q) —W(ry,m) (1)
(/)(ql)z q;{ (nes%,y) qQ ( )
qilq
Zn(m n)
sin(==222)
+ W) ()W () )
n,meS(x,y) ”(m - n)
m#n

Onasin(Zn(m—n)/(qQ))/(n(m—n)) <« 1/(qQ+|m-n|). Lamajoration w,- (n) <
1/¢(r1/r") fournit donc

Sé@) Y ——

¢(q )2 q<|R neS(x,y) ¢( (r:,ln))
9119

I<

1 1 1
x - - -
( qQ n<m<zn:+qQ (/5( (r1, m)) n+qQZ<:m<x (Wl n)¢( (r1, m) ))
Le premier terme dans la parenthese intérieure est
1 1 T(rl)

gaéiﬁﬁéﬁwwﬁ o(n)’

Le second terme est
1 1

<%¢mmuwzx d

7(r1)
¢(r)

En utilisant (2.4), on obtient donc, en utilisant ¥ (x/d, y) < ri"*¥(x, y)/d (d < r1),

¢(r1/d) quo 1 td dt « (logx)

d|r1

¢(q)7(r1) 1
I« (1
«°W¢MV§ 0(n) 4 ity $(n/d)
qilq djn
« (logx) Y(x,y) >, M

‘/’( )2 n<R/q ¢(r)?
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Ona ¢(qir1) < q1¢(r1), la somme en r; est donc
«< R"%gi(logR)* < R"*q,(logx)*,

et on obtient

2
91 l-a 5
I« R™*(logx)>¥(x, y).
¢(q1)?
On remarque que lon na fait aucune hypotheése spécifique a y, et q; pour mener
ce calcul. Le cas q; = 1, y, étant alors le caractére principal de module r, méne a la
majoration

1/(aQ)
So) [

V(x,y;q,m)* dn < R"*(logx)*¥(x, ).
g<R 1/(qQ)

4 Application a un théoreme de Daboussi

Démonstration du théoréme 1.5 On suit la démonstration de [dIBT05a, théoréme
1.5]. Le lecteur peut s’y référer pour les détails. On ne reprend ici que les étapes
intermédiaires. Soit ¢ la constante donnée par le théoréme 1.1 et Y:[2, oo[— R une
fonction croissante telle que pour tout x > 2, on ait (x, Y(x)) € D.. Soit I un
irrationnel et f:N — C une fonction multiplicative, on suppose

S (P <Kp¥(x.y), Y(x)<y<x,
neS(x,y)

pour un certain réel Ky > 0 dépendant au plus de f. On suppose Y(x) < y < x; en
particulier « > 3/4 pour x et y assez grands. On note

Ef(x,y:9) := S; )f(n)e(nS).
neS(x,y

Les calculs faits dans [dIBT05a, formule (8.6)], qui découlent d’'une forme duale de
linégalité de Turan—Kubilius [dIBT05a, théoréme 1.2], montrent que pour tout z > 2,
1

B8 =i XS (s melmp) + o YLD

L(z) = meS(x/py) VL(2)
I (p)I<2

ou lon a noté

L(z):= ), l_piax > !

p=<z P p<z P .
IF(p)ls2 If(p)l<2
On a également, d'aprés [Dab75, lemme 1], pour un certain réel zg = zo(f) > 2 et tout

z Z ZO)
1
L(z)>» Y, ’ > loglog z

p<z

If(p)I<2
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grace a ’hypothese faite sur f. Toujours dapres les calculs faits dans [dIBT05a], par
une inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(4.1)

> 2 f(p)f(m)e(mp9)

P<z  meS(x/p,y)

If(p)l<2
1/2
<Ky X vapn s 3 B/ (p-09)])
p=z p<q<z
If(p)l<2 If(P)LIf (@)]<2

Le théoréme 1.1 dans le cas y < exp{(logx)/(loglogx)*}, et par exemple [dIBT05a,
théoréme 1.5] dans le cas contraire impliquent que chaque terme de la seconde somme
du membre de droite est 0, ,4( ¥(x/q,y)) lorsque x et y tendent vers l'infini en
vérifiant Y(x) < y < x. Le nombre de termes est borné par une fonction de z, par
estimation (2.4), le membre de gauche de (4.1) est donc < /Ky ¥(x, y)(/L(z) +

09,2(1)) pour tout z > z, fixé, ainsi

lim sup By ys ) !
e VBN VI

et le résultat voulu suit en faisant tendre z vers I'infini.

5 Application aux sommes friables d’entiers friables

On rappelle que N(x, y) a été défini en (1.13).

Démonstration du théoréme 1.6 On a pour tous x et y avec2 < y < x,

1
N(x,y) :'/0 E(x,y;S)zE(x,y;—S) do.

Soit ¢ > 0 et (x,y) € D.. Lorsque y > exp{(logx)/(loglogx)*}, le résultat
de La Breteche et Granville [dIBGI12, théoréme 1.1] est valable, on suppose donc
y < exp{(logx)/(loglogx)*}. On note Q := [x/£], R := [£], et on suppose ¢
suffisamment grande et ¢, suffisamment petite pour que les hypothéses des proposi-
tions 2.10, 2.11 et 2.13 soient vérifiées pour x, y et R (dans le role de Q). Lorsque 9
vérifie g(9, Q) > R, on a d’apreés le lemme 1.4,

E(x, 339) < xL7% < ¥(x,y) Lo/

pour une certaine constante c; > 0, quitte a supposer ¢ > 2/c3. La contribution des 9
vérifiant (9, Q) > R est donc

PRICS)) 2 Y(xp)?  Y(xy)
o [ B,y )P d9 = — 22« — 2

quitte & supposer ¢ > 4/c3. Lorsque g = q(9,Q) < R, on écrit 9 = a/q + y avec
|7] < 1/(gQ). On remarque que q(-9,Q) = q(9, Q). La proposition 2.9 assure
lexistence de ¢4 > 0 telle que

E(x,y:9) = V(x, y30, 1) + () xa(a) W(x, y39, 1) + O(W(x, ) L7%).
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Grace a la proposition 3.1, on a

¥(x,y) 1. r1/(aQ)
2 [ V) @@ W g dy
qu(aa:)11 -1/(qQ)
q)=

= O( (loglogx)z(logx)s\y(x’)’)zﬁiu) = O( \1;(27;4)2)

quitte & supposer ¢ > 2/c4. En notant que lon a y;(a)* = 1lorsque (a,q) =1, et que
Y (a,q)=1 X1(a) = 0, on obtient pour un certain réel cs > 0

~ ¥(x,y)*
N(x,y)=NV(x,y) + NW(x,y) + O( W)
avec
1/(qQ) )
NV(x,y):= ), ¢(q)f V(x,y34,m)°V(x, y:9,-1) dn
ik -1/(4Q)

~ 1/(4Q) _ o
NW(x,y):= q;vw)sb(q) L/(QQ) (2V(x, y3q, )W (x, y3 0, 1)

+ V(% 339,-m)W(x, y:q,1)%) dn.

On considére l'intégrant de NW (x, y). On applique les estimations (2.28) et (2.31)
(avec R dans le role du paramétre Q de ces estimations), en remarquant que (1 +
In|x)>*# = O(1) et ¢"* = O(1). On obtient pour deux réels 8,cs > 0 (cs ne
dépendant pas de c,),

2900 (log x)*2¥ (x, y)
¢(q)(1+|nlx)
240 /qr¥ (x, y) { 1
¢(q) (1+ [nx)x1=F H (u)?

En intégrant par rapport a 7 € [-1/(qQ),1/(gQ)], on a

V(x,y:q,1) <

W(x, 39, 1) < +(1+ Inlx)ﬁ’“}-

1/(4Q) ,
f V(X y59,m)W(x, y:9,1)°| dn
-1/(qQ)

7:18“V (logx)**¥(x, y)* 1 X N2 g
o = e (g0) <7

En sommant sur les entiers g multiples de g;, puis en utilisant x/Q <« £, ainsi que
le fait que H(u)® > (log x)*/2, on obtient finalement pour un certain c; > 0

NW(x,y) <

89y (x, y)3 ( 1 L) ¥ (x,y)logu
q1x H(u)0x2-26 Lo xlogy
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On fixe un réel ¢ > 0 tel que 1/Y,. < (logu)/log y. Grace a la majoration (2.28),

on obtient
Y./ (g%) ,
NV(x,y)= . ¢(q)f V(x,y59:1)"V(x, y39,-1) dn
P )
w(g) 2 3 1/(9Q) (log(2 + d
+o(28 (o80)"¥(x, )" 1 (log(2- i) n)
e ¢(q) 0 (1+ [nlx)
3
(Z 8“’(‘“(10gq)2‘1’(x,y)3f°° (log(2 +|nlx)) d'?)
=1 ¢(q)* Ye/(4x) (1+ |nfx)?

Les termes derreur sont << ¥(x, y)*/(xY¢). La proposition 2.12 fournit alors, pour

q<Yeetnlx <Ye/(gx),

V(x,y:9,1)*V(x, y3q, 1) =

8w(Q)\{/(x’y)3 )

V(X,}/; 9 ;7)2\7(36,}/; g-1) + O( #(q)*(1+ 7]x)%Y,

on obtient donc

Ye/(qx) ~ \I’(x,y)s
NV(x,y) = f V(x,y:9,m)*V(x, 559, 1) dnp+ O :
(x,7) quﬂq) sy Y@V (6 y,m) dr ( Ty )

On fait maintenant appel aux estimations suivantes, qui sont respectivement la
formule (4.22) et le lemme 5.1 de [dIBGI2].

Lemme 5.1 Soit € > 0. Lorsque (x,y) € (H¢), ona

(5.0) V(x,y5q,1) <e §<l-“>u(1;zg:))|;gq>w(x,y)’ 1< 9110
(5.2) ZA(%y) [11//((22: e((n'=n)y) dny
kln
_ /\(n'ik,y) (')
o( min{|x - nk|y£(1lo|iyz KL ) (W eNks<yo).

Preuve Dapres les calculs de la proposition 2.12 et en particulier lestimation (2.30),
on a pour tout diviseur k de g,

Y. e(nkn)A(n,y) = E(x/k,x[k;kn)M(x/k, y) - fx;ws) E(t, t;kn)A' (¢, ) dt

n<x/k
Y(x,)
O —~ 77
()
2-2«
« Y2 ulogu‘l’(x,y).
klnlx
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En reportant cette majoration dans (1.12), on obtient lestimation (5.1).

En ce qui concerne lestimation (5.2), on peut suivre la méme preuve que celle de
[dIBG12, lemme 5.1], en remarquant que les seules estimations utilisées sont A(¢, y) <«
1 (t, y > 2) ainsi que (2.29), toutes deux valables sous nos hypotheéses.

Lestimation (5.1) fournit

1/(2 3)~

NV (x, y)—q% ¢>(q)f1/( ", (%, 3501V (x, y39,—1) dn

. 8°q” ¥(x,y)*  ¥(x,y)°
4—-6a 3
O(Hs (ulogu) qgs 5(0)? St o )

Sous nos hypotheses sur x et y,onau = HZ(I) et = 1+ o(1) lorsque x et y tendent
versl'infini, le terme derreur est donc O( ¥ (x, y)*/(xY,.) ) . En développant le terme

V(x, y;9, 1), on écrit

Y(x,y)?
(5.3) NV(x,y) = Z nv(x, y3q9) + R(x, y) + O( ﬁ)
9<Y. xY2e
ou Jon a posé, de méme que dans [dIBGI12],

kiky
nv(x, yq) = Y, ['l(kil)‘u(ki)ﬂ(ki) $(q)?

kika.kseN
< B AGMGENEER)

kilq
n1,n€N
np+n<x
k,»|n,~

et la majoration (5.2) fournit

Ry <2 -1 % w( L) (ki) (li)klkzkg
1

logy a<Y. $(q)? kukaokslg ky

m 1 1
M —, , + .
,,Z:x ( y) (k y){|x—n1—n2|+1 |ny+ny — ks| +1 n1+n2}
na<x
k,‘ln,‘
En majorant trivialement A(n;/k;, y) par O(1), puis la somme sur (n;,n,) par

O(xlogx), on obtient

Y(xy)
XY2e
Lorsque gy < n < x,ona A(n/k,y) <« (kx/n)"%p(u). Par ailleurs,

(5.4) R(x,y) < xyuY$ «

3a-1
Z (1’111’[2(1’!14’?’12) < f f tltz(t1+t2) dtz dtl <L — X
qy<n;<x klk k1k2
kiln;

En utilisant gyx << ¥ (x, y)*/x, on obtient
v (x, y3q) < 8D (x, )/ ($(q)*x).
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La série de terme général nv(x, y; q) est donc convergente et on a

¥(x,y)°
NV(x,y)=) nv(x,y;q9) + O ————).
(5.7 = (i 39) ()
En utilisant la notation de [dIBG12, lemme 5.5], on écrit
(55) va(x)y; q) = z g(kl) k2) k3)s(k1’ kZ’ k3)
g>1 (ki>k2,k3)eN3

ou l'on a posé

(5.6) S(ki, k2, k3) = (m,nzz)eNz)L( %’y)/l( Z—j,y)/l( m];nz,y)
kiln;
ny+ny<x

et ou g(ky, ka, k3 ) vérifie

g(k1,k2,k3) -1 |g(k1,k2,k3)|(k1kzk3)1/4
(kokakens  Kike (kiskz,ks)eN? ki
Daprés ce qui précede, on a S(ky, ky, k3) << (kikaks) "W (x, y)*/(kikyx). 1l en
découle que dans la somme du membre de droite de (5.5), la contribution des triplets
(ki ks, k3) avec kikaks > (log y)® est O(¥(x, y)*/(xlog y)). Etant donné un triplet
(ki k2, k) vérifiant k;ky k3 < (log y)°, dans le membre de droite de (5.6) :

* La contribution des (7, ny) vérifiant n; < k;y ou ny < kyy est O( (logy)syx) , ce

«< 1.

qui est largement O( ¥ (x, y)*/(xlogy)).
e La contribution des (1, ny) vérifiant k,y < n, < kox/(log y)® et ny > ky y est

k1k2k3 1_“\1” X, 3 a-1
< ( ) 30 ( y) Z (1’!11’12(1’[1+1’l2))
x kiy<mi<x
kay<na<k;x/(log y)°
kiln;

(kikaks)'™ ¥ (x, y)? « ¥(x, )’
kikyx(log )% kikyxlogy

puisque & =1+ 0(1) lorsque x et y tendent vers linfini.

* Lacontribution des (11, n,) vérifiant k1 y < ny < kyx/(log y)® et ny > ky y se majore
de fagon identique.

e Lorsque n/k > x/(log y)®, ona

n log(n/k logu
(1) o(280) 1 o )

O e

La contribution des (1, ny) vérifiant n;/k; > x/(log y)® vaut donc

Y(x,y)3 log u) log(kik; ks
(ny) {1+o(( 8 )IOS; ))}

ot lon a utilisé la majoration Y. /(10g y)s<mex/k [0g(x/m) < x(logk)/k.
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En regroupant les résultats, on obtient

qZZ:lnv(x,)’;q) = \P(;C)xy)S{lJrO(izz;)}

et lestimation (1.15) en découle en reportant cela avec (5.4) dans (5.3).
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