ESPACES HOMOGENES DE STEIN DES
GROUPES DE LIE COMPLEXES

Y0ZO0 MATSUSHIMA

Introduction

A. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-groupe
compact maximal de G. Soient ¢ et t les algébres de Lie de G et K respective-
ment. f est une sous-algebre réelle de l'algébre complexe 8. Soit f=t+7-1
(= —1). Alors T est une sous-algébre complexe de 9. Soit X le sous-groupe
de Lie complexe et connexe de G correspondant & f. Dans cet article nous
démontrerons d’abord le théoréme suivant qui est un analogue analytique du

théoréme de Cartan-Malcev-Iwasawa (cf. [8]).

TuéorEME 1. La variété d'un groupe de Lie complexe et connexe G est
holomorphiquement homéomorbhe @ la variéié C'x K, C' désignant Pespace

numérique complexe de dimension complexe 1.

Un groupe de Lie complexe G sera dit un groupe de Stein, si la variété de
G est une variété de Stein. Dans le mémoire [10] nous avons donné une con-
dition algébrique pour qu’un groupe de Lie complexe et connexe soit un groupe
de Stein. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-
groupe compact maximal de G. G est de Stein si et seulement si N7+t =(0),
f désignant la sous-algebre réelle de lalgébre de Lie complexe de G corre-
spondant a K (voir [10], Théoreme 1). Alors le sous-groupe K de G défini ci-
dessus est le complexifié de K. (Nous dirons qu'un groupe de Lie complexe et
connexe H est le complexifié d'un sous-groupe compact maximal L de H, si l'on
abh=147-1, [Ni-{=(0), § et [ désignant les algebres de Lie de H et L re-
spectivement.) D’aprés des résultats de Chevalley, la variété d’'un groupe de
Lie complexe et connexe qui est le complexifié d'un sous-groupe compact maxi-
mal est une variété algébrique afline complexe (voir [2], Chapitre VI et I'ap-

pendice de cet article). Il résulte de la et du théoreme 1 le théoréme suivant.
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TuéoreME 2. La variété d'un groupe de Stein connexe est une variété algé-

brique affine complexe.

Remarque. Par le raisonnement ci-dessus, on retrouve que si t Nz t=(0),
la variété de G est une variété algébrique affine complexe et donc une variété
de Stein. Clest une partie du théoréme 1 de [10] (cf. la remarque 2 a la fin

de cet article).

B. Dans le mémoire [10] nous avons démontré le théoréme suivant: Soit
P(B, G) un espace fibré principal holomorphe dont la variété P est une variété
de Stein et dont le groupe structural G est connexe et le complexifié d'un sous-
groupe compact maximal de G. Alors la base B est aussi une variété de Stein
(voir [10], Théoréme 5).

Nous obtenons immédiatement de ce théoréme le résultat suivant: Soit G
un groupe de Stein et soit H un sous-groupe fermé, complexe et connexe de G.
Si H est le complexifié d'un sous-groupe compact maximal de H, 'espace quotient
G/ H est une variété de Stein.

Dans cet article nous démontrerons que, si G est semi-simple, la réciproque

est aussi vraie. Nous démontrerons, en effet, le théoréme suivant.

TuaforEME 3. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit
H un sous-groupe fermé, complexe et connexe de G. Si lespace quotient G|/H
est une variété de Stein, H est le complexifié d’un sous-groupe compact maximal
de H.

D’autre part, Iwahori et Sugiura ont démontré récemment le théoréme
suivant en généralisant les raisonnements de Chevalley dans le chapitre VI de
[2]: Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit A un
sous-groupe fermé, complexe et connexe de G. Si H est le complexifié d’un
sous-groupe compact maximal de H, l'espace quotient G/H est une variété
algébrique affine complexe (voir [7]).

Nous obtenons de ce théoréme d’'Iwahori-Sugiura et du théoreme 3 le

corollaire suivant.

CoroLLAIRE. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit
H un sous-groupe fermé, complexe et connexe de G. Si Iespace quotient G/H

est une variété de Stein, c’'est une variété algébrique affine complexe.

https://doi.org/10.1017/50027763000007662 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000007662

ESPACES HOMOGENES DE STEIN 207

A. Structure analytique des variétés des

groupes de Lie complexes

1. Pour démontrer le théoréme 1, montrons d’abord que K est fermé dans
G. Le lemme suivant est dii a Goto [4].

LemMme 1. Soit G un groupe de Lie connexe et soit H un sous-groupe de
Lie connexe de G. Si H n'est pas fermé dans G, il existe un sous-groupe a un
parametre L de H tel que la fermeture L de L ne soit pas contenue dans H.

De plus, H est un sous-groupe invariant de H, H désignant la fermeture de H.

LEMME 2. Soit G un groupe de Lie connexe et soit K un sous-groupe com-
pact maximal de G. Soit H un sous-groupe de Lie connexe de G conienant K.
Alors H est fermé dans G.

Soit H la fermeture de H. Supposons H = H. Il existe alors un sous-
groupe a4 un parametre L de H tel que la fermeture L de L ne soit pas con-
tenue dans H (Lemme 1). L est un sous-groupe fermé connexe abélien de
de dimension >1. L étant partout dense dans L, Z doit étre compact. K étant
un sous-groupe compact maximal de H, il existe un élément x de 77 tel que
L CxKx™' (cf. [8]). Alors LCxKx™'CxHx™'. H étant invariant dans H
d’apres le lemme 1, on a xHx '=H et par suite L C H. Cette contradiction
montre que H = H et par suite H est fermé dans G.

Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un sous-groupe
compact maximal de G. Soit K le sous-groupe de Lie complexe et connexe de
G correspondant a la sous-algébre complexe fT=1t+i+t de l'algebre de Lie

complexe ¢ de G, f désignant la sous-algébre réelle de ¢ correspondant a K.

LemMe 8. Le groupe K est fermé dans G et Uespace quotieni G/K est

simplement connexe.

K est fermé d’apres le lemme 2. On sait que l'espace quotient G/K est
homéomorphe a un espace euclidien [8]. G/K est un espace fibré de base G/K
et de fibre K/K. La fibre K/K étant connexe, la base G/K est simplement

connexe.

LeMmMmE 4. Les notations étant comme ci-dessus, la variété complexe G|K

est isomorphe & la variété complexe C' (1=0).

Nous démontrons le lemme 4 par récurrence sur la dimension complexe
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de G. Si la dimension complexe de G est égale a 1, le lemme 4 est triviale-
ment vérifié. Supposons donc que le lemme 4 soit démontré pour les groupes
de Lie complexes et connexes de dimension complexe plus petite que ». Soit
G un groupe de Lie complexe et connexe de dimension complexe n. Si G est
semi-simple, on a G = K et il ne reste plus 2 démontrer. Nous supposons donc
que G ne soit pas semi-simple. Supposons d’abord que G soit abélien. D’apres
le lemme 3, le groupe quotient G/K est simplement connexe. Il en résulte
immédiatement que G/K est isomorphe a C'. Nous supposons donc que G ne
soit pas abélien. Soit ¢ l'algébre de Lie de G. Soit a un idéal réel abélien
maximal de g. Alors a est un idéal complexe. En effet, soit a=a-+7+a. Alors
@ est un idéal abélien de § contenant a. a étant un idéal abélien maximal de
g, on a a =4, ce qui montre que a est un idéal complexe. Soit A le sous-groupe
de Lie complexe et connexe de G correspondant a a. Alors A est fermé dans
G. En effet, soit A la fermeture de A. Alors A est un sous-groupe invariant,
abélien, connexe et fermé de G. Alors la sous-algébre n de ¢ correspondant a
A est un idéal réel abélien de § contenant a. Par suite on a @=a, ce qui
entraine A = A. A est donc fermé. Puisque G n'est pas semi-simple, la di-
mension de A est positive et puisque G n’est pas abélien, A est différent de G.
Soit G'=G/A et soit = la projection canonique de G sur G'. Alors I'image
~(K) de K est un sous-groupe compact maximal de G' [8]. Soit ¢’ 'algébre de
Lie de G’ et soit =’ la projection canonique de 8 sur &'. Alors ='(t) est l'algebre
de n(K). On voit alors que l'algébre de =(K) est égale a #'(1)+i- /(). La
dimension complexe de G’ étant plus petite que 7, d’aprés I'hypothése de ré-
currence, G'/n(K) est isomorphe a C°. L'image inverse de =(K) dans G étant
AK, le sous-groupe AK est fermé dans G et la variété G'/ 2(K) est isomorphe
2 la variété G/AK. Par suite, la variété G/AK est isomorphe a C°. D’autre
part, G/K est un espace fibré holomorphe de base G/AK et de fibre AK/K.
La base G/AK étant isomorphe a C%, il résulte d’un théoréme de Cartan-Grauert
(voir [5] et [6]) que cette fibration est holomorphiquement triviale. Par con-
séquent, G/XK est isomorphe & C° x (AXK/K). Supposons d’abord que G + AK.
Il résulte alors de I'hypotheése de récurrence que AXK/X est isomorphe a C'.
Alors G/K est isomorphe 2 C°*'. Supposons maintenant que G= AX. Alors
A opére holomorphiquement et transitivement sur G/X et le groupe d'isotropie

est égal 4 AN K, Par suite, la variété G/K est isomorphe a la variété du-
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groupe abélien complexe et connexe A/ANK. Dapres le lemme 3, G/K est
simplement connexe et par suite A/A N K Vest aussi. A/A N K étant un groupe
de Lie complexe abélien, il en résulte immédiatement que A/ANK est iso-
morphe a C’. Par conséquent, la variété G/ K est isomorphe a C’ et le lemme
4 est établi.

Démonstration du théoréme 1. G est un espace fibré principal holomorphe
de base G/K et de groupe structural X. La base G/K étant isomorphe a c
(Lemme 4), cette fibration est holomorphiquement triviale d’aprés un théoréme
de Cartan-Grauert ([5] et [61). Par suite, la variété de G est isomorphe au
produit C*x K. Le théoréme 1 est ainsi démontré.

Le théoréeme 2 résulte du théoréme 1 et de la proposition dans l'appendice

de cet article, comme nous l'avons indiqué dans l'introduction.

2. Concernant la structure du groupe X nous démontrons ici la proposition

suivante. Nous utiliserons les notations introduites au paragraphe 1.

ProrosiTiON. [l existe des sous-groupes de Lie complexes, connexes, fermés
et invariants S et Z de K satisfaisant aux conditions suivantes:

1) K=8+Z et §NZ est un groupe fini;

2) S est semi-simple ;

3) Z est le centre connexe de K et isomorphe & un groupe quotient de C*™
par un sous-groupe fermé isomorphe a C°, C*™ désignant le produit des m
groupes isomorphes au groupe multiplicatif C* des nombres complexes %0,

4) on a tNit=1(0), si et seulement si Z = C*™,

t étant lalgebre de Lie du groupe compact X, ! se décompose f=8+3
(somme directe), ot 3 est le centre de t et 8=1[F 1] est I'idéal semi-simple de
t. Solent § =8+i+8 et 3 =4+4+3 On voit facilement que 3 est un idéal semi-
simple de T et 3 est dans le centre de . On a 8N 3 = (0), car § N\ 7 est dans
le centre de ¢ et car § est semi-simple. Alors ¥ =&+ 3 (somme directe) et 3 est
le centre de ¥. On va montrer que tNi-t=3MNi+3 Soit ¢ la représentation
Alors ¢(Y) Cal(n, C),
8l(n, C) désignant I'algébre de Lie des matrices de degré # a coefficients com-

adjointe de T et soit # la dimension complexe de ¥.

plexes. K étant compact, on peut supposer que ¢(!) Cu(n), u(n) désignant
l'algebre de Lie du groupe unitaire U(n). Alors ¢(t Nzt Culn) Ni-uln).
On voit facilement que u(n) Ni-u(n)=1(0). Alors ¢(tNieH =0 ce qui
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entraine que tNi-tC3.  Alors tNit=NFPHNi-(EN3F). Soit XetNj
et soit X=Y+Z, Yes, Z<3 Puisque X3, X sécrit X=X1+17* X, Xi,
X3, Alors Y=(X1—Z)+i+X.€3N3. Puisque §N3=(0),ona Y=0et
par suite X=3. Onadonc tN3 =3 et par suite tNz-t=3MNi-3 Il en résulte
que 8Ni+8=(0). Soient S et Z les sous-groupes de Lie connexes de K corre-
spondant aux idéaux 8 et 3 de T respectivement. Puisque F=§+3, on a K
=8 +Z. Le groupe SN Z étant dans le centre de S et le centre d’'un groupe
complexe semi-simple connexe étant fini, SN Z est un groupe fini. On va
montrer que S et Z sont fermés dans K. Pour cela, soit K=8xZ et soit
’homomorphisme de K sur K défini par a(x, y)=x-y(x€8§,yeZ). SNZ
étant fini, le noyau de « est fini. Il en résulte que I'image par a« d'un sous-
ensemble fermé de K est fermée dans K. En particulier, S et Z sont fermés
dans K. Soit Z le sous-groupe de Lie connexe de Z correspondant 2 3. Alors
Z est le sous-groupe compact maximal de Z, car 3=tN73. Soit m la dimension
réelle de 3 et soit s la dimension complexe de tNi«t=3MNz7+3 Nous allons
montrer que Z est isomorphe 4 un groupe quotient de C*™ par un sous-groupe
fermé isomorphe a C°. Soit ¢ la dimension complexe de Z et soit Z=A/D, A
désignant un espace vectoriel complexe de dimension complexe ¢ et D désignant
un sous-groupe discret de A. On voit facilement que ¢ =m —s. La dimension
réelle du groupe compact maximal Z de Z étant égale a m, D est un groupe
abélien libre a m générateurs libres. Soient di, . . ., diy des générateurs libres
de D. Alors di, . . ., dm sont linéairement indépendants sur les nombres réels.
Soit B le sous-espace vectoriel réel de A engendré par d, ..., dn. Alors
D C B et 'image de B dans Z est égale 2 Z. Puisque 3=3+7+3, ona A=B
+i+ B. Soit B® la complexification de I'espace vectoriel réel B. Alors B° est
un espace vectoriel complexe de dimension complexe 7 et on peut identifier B
avec un sous-espace vectoriel réel de B°. Alors d, . . . , d constitue une base
complexe de B® et D est un sous-groupe discret de B°. Puisque A=B+i+ B,
il existe l'application linéaire complexe canonique 6 de B® sur A telle que 6(x)
=x pour tout ¥ B. Alors ¢ induit 'homomorphisme y de I =B°/D sur
Z =A/D. Le sous-groupe compact maximal L de I, étant B/D, L est appliqué
par » isomorphiquement sur Z. Soit N le noyau de 7 et soit N, la comi)osante
connexe de I'élément neutre de N. Alors LN N=(e). 1l en résulte que N,

est simplement connexe et donc isomorphe a C'. Nous allons montrer que
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N=N, Soit ¢ 'homomorphisme canonique de L/Ny sur Z. LN,/N, est le
sous-groupe compact maximal de L/N, et ce groupe est appliqué par ¢ iso-
morphiq.uement sur Z. N/N, est un sous-groupe discret de L/N, et égal au
noyau de ¢. N/N, est fini, sinon la dimension du groupe compact maximal Z
de Z serait plus grande que celle de LN,/N,. Il en résulte que N/Ny C LNy/No
et par suite NC LN,. Soit x& N et soit x=y+2 yeL, z& N, Alors 27"+«
=y NNL. Puisque NNL=(e), ona y=e et par suite x=2z=N,. Ona
donc démontré que N=N, et N=C". La dimension complexe de L/N (resp.
de Z) étant égale & m—1 (resp. m—s) et L/IN=Z, on a l=s. s étant la
dimension complexe de tNi+t on a tNz-¥t=(0), si et seulement si L=Z
On va montrer maintenant que L = C*™ d,, ..., dn étant une base complexe
de B° tout élément x de B° sécrit x=zi+di+ -+ +2m*dn (zi€C). Soit ¢
’homomorphisme de B® sur C*™ défini par ¢(x)=(exp2nri* 2z, ..., €Xp27i* 2y).
Alors le noyau de ¢ est égal a D. Par conséquent, ¢ définit un isomorphisme

de I =B°/D sur C*™ La proposition est ainsi démontrée.

B. Espaces homogeénes de Stein des groupes
de Lie complexes semi-simples
1. Soit V une variété complexe et soit A? I'espace vectoriel complexe des
p-formes différentielles holomorphes sur V et soit Z? le sous-espace de A? des
p-formes fermées. Soit H?(V, A)=2P/dA?™" (p=0,1,2,...).

LemMmE 5. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple comnexe de di-

mension complexe n. Alors H*(G, A) = (0).

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. On sait que G est le
complexifié de K. Désignons par L. la translation a gauche de G par un élé-
ment @ de G. Soit dg la. mesure de Haar sur le groupe compact X dont la

mesure totale est égale & 1. Pour toute p-forme holomorphe o sur G, soit
Iw = Lf-vdg
K

Alors I(w) est une p-forme holomorphe et dl(w) = I(dw) et L} + I(0) = I(w)
pour tout g K. Nous allons montrer que L; * I(w) = I{w) pour tout a< G.
On peut choisir un voisinage ouvert U de 1'élément neutre ¢ de G satisfaisant

aux conditions suivantes: Il existe un systéme de coordonnées locales (z,
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., 2») de G dans U tel que le sous-ensemble des points x de U ayant les
coordonnées zi(x) (i=1, 2, ..., n) toutes réelles soit égal 2 UN K. Soit V
un voisinage ouvert de e tel que V2CU. Soit I(w) =% Si @ z€V, Li+y
s’ecrit

Li-n= 23 wipip@ 2)dai, N+ - N dzi,
L

iy
ol 7,.--i,{a, z) sont des fonctions holomorphes sur V' x V. Fixons le point z& V.
Si a€ VNK, on a L7 +y=7 et par suite »i,..i,(a, 2) =7i.i,(e, 2) pour tout
ae VN K. Les fonctions 7;,...;,(a, 2) étant des fonctions holomorphes de e € V
et VN K étant 'ensemble des points de V dont les coordonnées sont toutes
réelles, il résulte de ce que nous avons montré que 7i,..i(a, 2) = Piyiple, 2)
pour tout ¢< V. Par conséquent, on a Lj +7 =7 dans V pour tout a= V. Les
p-formes L) + 5 et » étant holomorphes, on a L; =7 dans G tout entier pour
tout e V. Dautre part, G étant connexe, tout élément e de G s’ecrit
a=a, - - a avec a; € V. Par suite, on a L * 7 =7 pour tout a € G.

Soit maintenant ¥ l'espace vectoriel complexe des p-formes holomorphes
sur G invariantes a gauche et soit K? le sous-espace de 1 des p-formes fermées.
Soit

H?(G, I) =K?/dPP™".
On a H™G, I)=C, car H"(G, I) est isomorphe a l'espace de cohomologie de
dimension 7 de l'algébre de Lie de G (voir [9]). L’application identique 5 de
1” dans A? induit un homomorphisme j*: H?(G, I) » H?(G, A). L’homo-
morphisme j* est injectif. En effet, soit w e K? et soit w=dy, < A?™. Alors
w=1I(w)=1(dy) =dI(y) et I(y) €', ce qui montre que j* est injectif. Alors
FYeH™G, I)=C et j*+« HYG, 1) C H™G, A) et par suite H*(G, A) = (0).

\

LEMME 6. Soit Vi une variété complexe isomorphe a C' et soit V. une

variété complexe de dimension complexe m. On a alors H™ (V% Vi, A) =(0).

Soit {Ui, i€ I} un recouvrement ouvert de V. tel que dans chaque U,, il
existe un systéme de coordonnées locales de V.. Soit ¢ une (m41)-forme
holomorphe sur V; x V.. Soit w une coordonnée globale de Vi(=C"). Soit
(21, . . ., 2m) un systéme de coordonnées locales dans U;. Alors 6 s’ecrit dans
Vix U; sous la forme 6 =j;(w, zi, . .., 2m)dw Ndz N\ - -« Ndzm, 01‘1. filw, 2)
est une fonction holomorphe dans V; x U;. Soit gi(w, 2) = S:)fi(C, z)d¢ et soit

ni=gi(w, 2)dzt N+ - - N\ dz,,.  Alors 7; est une m-forme holomorphe définie dans
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VixU; (i€I) et on a dp;=0 dans V; x U;. On voit facilement que » =7;
dans Vi x (U;N D"j) (7, 7€ I). 1l existe alors une m-forme holomorphe » sur
Vi x V2 telle que y =7; dans Vi x U; pour tout s . Alors § = dy, ce qui montre
que H™ (Vi x Vs, A)=(0).

LemMme 7. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit A
un sous-groupe fermé complexe de G isomorphe & C' (1=1). Alors U'espace

gquotient G/ A w'est pas une variété de Stein.

Supposons que G/A soit une variété de Stein et nous en déduirons une
contradiction. G est un espace fibré principal holomorphe de base G/A et de
groupe structural A. Soit F le faisceau sur G/A des germes d’applications holo-
morphes de G/A dans A. A étant isomorphe a C', le faisceau F est analytique
cohérent. Puisque nous avons supposé que G/A soit de Stein, on a H'(G/A, F)
=(0) daprés le “Théoréme B” de H. Cartan [1], ce qui montre que tout
espace fibré principal holomorphe de base G/A et de groupe structural A est
holomorphiquement trivial. En particulier, la variété complexe G est isomorphe
a la variété complexe A x (G/A). A étant isomorphe a C, il résulte de 1a et
du lemme 6 que H"(G, A) = (0), n» étant la dimension complexe de G. D’autre
part, on a H"(G, A)=(0) d’apres le lemme 5. Cette contradiction montre que

G/A n'est pas une variété de Stein.

2. LemMmE 8. Soit G un groupe de Lie complexe et soit H un sous-groupe
fermé, complexe et conmnexe de G. Soit R le radical de H. Alors pour que
Uespace quotient G/H soit une variété de Stein, il faut et il suffit que I'espace
quotient G/R est une variété de Stein.

L’espace quotient G/R est un espace fibré principal holomorphe de base
G/H et de groupe structural H/R. Le groupe H/R étant semi-simple, H/R est
une variété de Stein (cf. [10]). Si G/H est une variété de Stein, G/R l'est
aussi d’apres [10], Théoréme 4. Si G/R est une variété de Stein, G/H lest
aussi d’aprés [10], Théoréme 5, car tout groupe complexe semi-simple connexe
est le complexifié d’'un sous-groupe compact maximal. Le lemme 8 est ainsi
établi.

LeMME 9. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe et soit R
un sous-groupe résoluble, fermé, complexe et connexe de G. Soit [R, R] le groupe
dérivé de R. Alors [R, R] est fermé dans G et simplement connexe. De plus,
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le groupe quotient R/LR, R] est un groupe de Stein.

On sait que G est isomorphe a un sous-groupe fermé complexe de GL(#, C)
pour certain z# (cf. [10], Proposition 1 et 'appendice de cet article). On peut
donc supposer que R soit un sous-groupe résoluble, fermé, complexe et connexe
de GL(#n, C). Soit 4(#n, C) le sous-groupe de GL(n, C) des matrices de la forme

ay
A2 0

an

et soit N(#n, C) le sous-groupe de GL(n, C) des matrices de la forme

D’apres le théoreme de Lie, on peut supposer que RC 4(n, C). Alors [R, R]
C N(n, C). N(un, C) étant nilpotent et simplement connexe, tout sous-groupe
de Lie connexe de N(n, C) est simplement connexe et fermé [3]. En particulier,
[R, R] est simplement connexe et fermé dans N(n, C) et par suite fermé dans
G. On va montrer que R/[R, R] est un groupe de Stein. Le sous-groupe L
de 4(n, C) des matrices de la forme
exp i0;
0 0 (6; étant réels)
exp iy,

est un sous-groupe compact maximal de 4(n, C). En prenant un groupe
conjugué de R dans 4(»n, C) au besoin, on peut supposer qu'un sous-groupe
compact maximal K de R soit contenu dans L. On a alors K=RN L. Soient
r et t les algébres de Lie de R et K respectivement. Alors l'algébre dérivée
[r, t] est lalgebre de [R, R]. Ona (t+:+t) N[, t1=(0), car les matrices
dans f+ 7+t sont toutes semi-simples et les matrices dans [r, t] sont toutes
nilpotentes. Soit 7 la projection canonique de R sur R/[R, R] et soit =’ la
projection canonique de t sur t/[r, t]. [R, R] étant connexe, I'image »(K) de
K est un sous-groupe compact maximal de R/[R, R] et ='(}) est son algébre de

Lie. Il résuite immédiatement de la relation (f+7+1) N[r, t1=(0) que ='(¥)
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Ni- 7 ={0). Alors R/[R, R] est un groupe de Stein (voir la remarque

dans lintroduction et [10], Théoréme 1). Le lemme 9 est ainsi établi.

LeMmMmE 10. Les notations étant celles du lemme 9, supposons que l'espace
quotient G/R soit une variété de Stein. Alors G/LR, R] est aussi une variété
de Stein.

En effet, G/LR, R] est un espace fibré principal holomorphe de base G/R
et de groupe structural R/[R, R]. D’aprésle lemme 9, R/[[R, R] est un groupe
de Stein. Donc, si la base G/R est une variété de Stein, G/[R, R] lest aussi

([10], Théoreme 4). Le lemme 10 est ainsi démontré.

LemMmE 11. Les notations étant celles du lemwme 9, supposons que lespace
quotient G|R soit une variété de Stein. Alors R est isomorbhe au groupe C*™

pour certain entier m = 0.

Montrons d’abord que R est abélien. Supposons [R, R] = (e) et nous en
déduirons une contradiction. Définissons par récurrence R, =[R, R], R:=[R:, R,

., Ri=[Ri-1, Ri-i]. Daprés le lemme 5, les sous-groupes R; de G sont tous
fermés dans G et simplement connexes. Utilisant le lemme 10 plusieurs fois,
on voit que G/R; (i=1, 2, ...) est une variété de Stein. R étant résoluble, il
existe un entier k=1 tel que Re=> (¢) et Rr.1= (e). Alors R est abélien et
simplement connexe et par suite isomorphe a C' (I=1). Comme G/R; est une
variété de Stein, c’est une contradiction d'aprés le lemme 7. On a donc
démontré que R est abélien. R étant fermé dans G et G étant une variété de
Stein, R est aussi une variété de Stein. Alors R est isomorphe au groupe C”
x C*™ pour certains entiers n, m =0 ([10], Proposition 4). Soit R= R, X Rs,
ot Ri=C" et R.=C"™. Alors G/R: est un espace fibré principal holomorphe
de base G/R et de groupe R/R, (=C*™). D’aprés le théoréme 4 de [10], G/R
est une variété de Stain. D’aprés le lemme 7, on a alors R, = (¢) et par suite

R=R,=C*™ Le lemme 11 est donc établi.

LemmMmE 12. Soit H un groupe de Lie complexe et connexe et soit R le radical

de H. Si R est isomorphe au groupe C*™ (m=0), R est le centre connexe de H.

Soit K un sous-groupe compact maximal de R. R étant isomorphe a C*™,
R est abélien et le complexifié de K. Soient §), v et t les algebres de Lie de H,

R et K respectivement. Soient ¢ et ¢' les représentations adjointes de H et de
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) respectivement. Le groupe K étant compact, il existe un sous-espace vectoriel
complexe m de % tel que §=m+1 (somme directe) et que ¢(g) - m Cm pour
tout g€ K. Soit Xet. Alors ¢"(X) e m=[X, m]Cm. Dautre part, tCr etr
étant un idéal de Y, on a [X, m] Ct et part suite [X, m]=(0). Puisque t=1%
+i+t onalY, ml=(0) pour tout Y=r. Dautre part, ¢ étant abélien, [V, ]
=(0) pour tout Yet. Il en résulte que r est contenu dans le centre 3 de b,
car h=m-r. 1 étant le radical de ¥, il est clair que r D3 et par suite r=3.

R est donc le centre connexe de H.

Démonstration du théoréme 3. Soit G un groupe de Lie complexe semi-
simple connexe et soit H un sous-groupe fermé, complexe et connexe de G.
Supposons que l'espace quotient G/H soit une variété de Stein et soit R le
radical de H. D’aprés le lemme 8, G/R est aussi une variété de Stein. Alors,
d’apres les lemmes 11 et 12, R est isomorphe au group C*™ et coincide avec
le centre connexe de H. Il en résulte immédiatement que H est le complexifié

d'un sous-groupe compact maximal de H. Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Remarque 1. Les notations étant celles-du théoréme 3, soient K et L des
sous-groupes compacts maximaux de G et H respectivement tels que X D L.
On peut montrer facilement que l'espace quotient G/H est différentiablement
homéomorphe au produit (K/L)x R°, R® désignant 'espace numérique réel de
dimension s (s=n—m, n et m étant les dimensions complexes de G et de H

respectivement).

Remarque 2. Des propriétés de G que nous avons utilisé essentiellement
dans la démonstration du théoréme 3 sont les deux suivantes; a) G est le
complexifié d’'un sous-groupe compact maximal de G; b) G est isomorphe a
un sous-groupe fermé de GL(n, C) pour certain #». Mais on peut montrer que
a) implique b) (cf. [2], Chapitre VI et I'appendice de cet article). Par con-
séquent, on peut démontrer le théoréme 3 sous la condition un peu moins
restrictive que G est le complexifié d'un sous-groupe compact maximal de G.

En particulier, le lemme 7 est valable pour les groupes isomorphes a C*”,
Alors le sous-groupe fermé Z de K dans la proposition de A, 2 est de Stein si
et seulement si Z est isomorphe a C*”. 1l résulte alors de la méme proposition
que, si G est de Stein, on a tNz+t=(0). Mais la démonstration originale de

ce fait donnée dans [10] est plus simple et plus directe,
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Appendice

Soit K un groupe de Lie compact. D’aprés Chevalley, nous pouvons associer
a K un groupe de Lie complexe M(K) satisfaisant aux conditions suivantes:
1) La variété de M(K) est une variété algébrique affine complexe; 2) M(K)
est un groupe algébrique complexe; 3) il existe Iisomorphisme canonique de
K sur un sous-groupe compact X' de M(K); 4) si 'on désigne par K; (resp.
My(K)) la composante connexe de I'élément neutre de K' (resp. de M(K)), K,
est un sous-groupe compact maximal de My(X) et My(K) est le complexifié de
K§ (voir [2], Chapitre VI).

Soit G un groupe de Lie complexe et connexe qui est le complexifié d'un
sous-groupe compact maximal X. Soit M(K) le groupe de Lie complexe associé
a K. K étant connexe, M(K) lest aussi. Il existe I'isomorphisme canonique
¢ de K sur un sous-groupe compact maximal K' de M(K) et M(K) est le
complexifié de K'. Nous allons voir que 'isomorphisme ¢ peut étre prolonger
en un isomorphisme de G sur M(K). Pour cela, il suffit de démontrer la propo-

sition suivante.

ProrosiTioN. Soient G et G' des groupes de Lie complexes et connexes.
Soient K et K' des sous-groupes compacts maximaux de G et G’ respectivement.
Supposons que G (resp. G') soit le complexifié de K (resp. de K'). Supposons,
de plus, qu'il existe un isomorphisme ¢ de K sur K'. Alors nous pouvons pro-

longer ¢ en un isomorphisme de G sur G'.

Soient g et ¢’ les algébres de Lie de G et G'. Soient t et t' celles de K et
K'. On aalors d=t+7f tNi-t=(0) et @=t+7t, !Ni+t'=(0). L’iso-
morphisme ¢ de K sur K' définit un isomorphisme ¢’ de t sur t. Soit ¢’
Papplication de ¢ sur ¢ définie par ¢/ (X+3+Y) =¢(X)+i+¢/(Y). On voit
facilement que ¢’ est un isomorphisme de l'algébre complexe § sur l'algebre
complexe ¢'. Soient G et G' les revétements universels de G et G'. Alors ¢
définit un isomorphisme ¢ de G sur ¢'. Soit = (resp. z') la projection canonique
de G sur G (resp. de G’ sur G'). Soit D (resp. D') le noyau de = (resp. de =').
Nous allons montrer que ¢(D)=D'. Pour cela, soit K limage inverse de K
dans G. On sait que 'espace quotient G/K est isomorphe a un espace euclidien
[8] et par suite G est rétractile sur K. En particulier, tout chemin dans G

joignant I’élément neutre et un point de K est homotope a un chemin dans K
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joignant les mémes points. Il en résulte les faits suivants: K est connexe et
le revétement universel de K et K contient le noyau D de ». Soit maintenant
K I'image inverse de K' dans G'. Par un raisonnement analogue, on voit que
K' est connexe et le revétement universel de K' et que K' contient D'. On
voit facilement que ¢(K) =K' et que n'(¢(x)) = ¢(z(x)) pour tout x< K. Soit
xeD. Alors x< K et par suite 7'(¢(x)) = @(n(x)) =¢(e) =e, ce qui montre
que ¢(x) e D'. Soit, réciproquement, y & I'. Puisque D' C K’ et puisque ¢(K)
=K', il existe un élément x € K tel que ¢(x)=y. Alors ¢(z(x)) =="(¢(x))
=n'(y) =e. ¢ étant un isomorphisme, on a n(x) =e et par suite x =D et
y=¢(x)e ¢(D). On a donc démontré que ¢(D) = D'. L’isomorphisme ¢ de G
sur G' définit alors un isomorphisme ¢ de G=G/D sur G'=G'/D'. 11 est facile
de voir que ¢ est le prolongement de ¢. La proposition est ainsi démontrée.

Il résulte de ce que nous avons montré les faits suivants: Soit G un
groupe de Lie complexe et connexe qui est le complexifié d'un sous-groupe com-
pact maximal. Alors la variété de G est une variété algébrique affine complexe

et G est isomorphe & un groupe algébrique complexe.
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