
SUR LΈNSEMBLE D'ADHERENCE FINE DES
FONCTIONS ALGEBROIDES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction
Dans ce mέmoire, on fera pour les fonctions algebroϊdes des έtudes analogues

a ceux des fonctions mdromorphes dans | z |<co faits dans Doob [3], Toda

[7]

Soit g(z) une fonction meromorphe dans |2 |<co ayant un point singulier

essentiel isole a Γinfini. J.L. Doob a obtenu le theoreme suivant en utilisant la

topologίe fine pour g(z).

THEOREME DE J.L. DOOB

L'ensemble d'adherence fine Cg{oo) de g{z) en oo est total ou se reduit a un

point et dans ce cas g(z) n'a pas de valeurs exceptionnelles au sens de Picard

(Doob [3]).

On definie, d'abord, l'ensemble d'adherence fine pour les fonctions algebroϊdes

aussi et obtient un resultat analogue a celui de J.L. Doob. Et apres, on

considere quelques aspects des fonctions algebroϊdes caracterises par des

propriety de l'ensemble.

2. Definitions et Notations

1) Fonction algebroϊde—On appelle fonction algέbroϊde meromorphe

pour \z\< oo, la fonction f(z) definie par une equation algebrique

(1) fn+(h(z)f^ + +an(z) = 0

oύ les coefficients at{z) (i = l, 2, n) sont des fonctions donnees de^; meromor-

phes pour \z\< oo et au moins un n'est pas rationnel. On suppose qu'elle ne

soit pas reductible. Quand tous les coefficients sont holomolphes, on dit que

f(z) est fonction algebroϊde entiere.

2) a) Z: Surface de Riemann dέfinie par f(z) comme surface de recouvre-

ment du plan fini;
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ID) Zr: Partie de Z sur \z|^ r

<ή n(r, w)\ Nombre des poles de f(z) ou des racines de Γequation f(z) —w=0

sur Zr. On ecrit pour w=oo n(r, oo) = w(r, / ) ;

d) iV(r > W )=^-} o

r n ( ^ t < ; ) ^ n ( O ' t t ; ) rff+.n^w) logr,

•e)
1

f{reiθ)—w
W

o ύ Γ(r) est courbe sur \z\=r de Z;

f) T(r, f) = m(r, f)+N(r, /), T(r, w)=m(r, w)+N(r, w) (w ψ oo).

3) Ensemble d'adherence fine—Soit /(«) une fonction algebroϊde meromorphe,

V=(v; voisinage fin de oo dans le plan). On definie Γensemble d'adherence

fine Cf{oo) de f{z) en oo comme suivant:

(2) C/(oo)= n W)
υ<=V

oύ vr est Γensemble le plus grand sur Z dont la projection sur le plan fini est υ

et f{υr) est Γensemble des points f(zf) dans la sphere de Riemann pout tout zr

de υ'.

Cf (oo) est non-vide, compact dans la sphere de Riemann.

3. Sur Γensemble d'adherence fine des fonctions algebroϊdes
On considere quelques proprietes de Cf(oo) dans ce paragraphe.

LEMME 1

Les racines de Γequation algebrique

aQzn+a1z
n-1+ +« n = 0

sont les fonctions continues des coefficients (voir Takagi [6]).

THEOREME 1

Dans Γequation (1), si tous les coefficients admettent des limites fines finies en oo,

Cf (oo) se compose d'au plus n points.

Demonstration

D'apres Γhypothese, il existe un ensemble dont le complementaire est efiilέ
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en oo et sur lequel toutes les fonctions ai(z)(i = \, 2, ή) tendent vers ses limites

fines finies grace a un thέoreme de H. Cartan (voir Brelot [2]). Soit v cet

ensemble. Quand z tend vers oo dans v, Γequation (1) devient

(1') fn+A1f
n~1+ +An = 0

ou Ai est la limite fine de at(z) (i = 1, 2, n) en oo. On applique ici le Lemme

1, c'est-a-dire, les racines de (1) tendent vers les racines de (Γ) si z tend vers

oo dans υ. Cela veut dire que Cf(oo) contient les racines de (Γ) seulement, par

consequent, Cf(oo) se compose d'au plus n points.

THEOREME 2

Soit f{z) une fonction algebroϊde meromorpke definie par Γequation (1). Alors, Cf{<χ>}

est total ou se compose d'au plus n points.

Demonstration

Si Cf (oo) n'est pas total, on peut supposer que f(z) soit bornee dans un v de

V: \f(z)\< M<+oo dans v. En vertu des relations entre les racines et les

coefficients de Γequation algebrique, on a dans υ

(3)

pour tout i. Alors, d'apres le Theoreme de J.L. Doob ecrit dans Γintroduction,,

C«4(oo) se reduit a un point pour tout i. L'inegalite (3) entraίne que la limite

fine de at(z) est finie pour tout z, de sorte que, grace au Theoreme 1, Cf(oo) se

compose d'au plus n points.

Comme l'inverse du Theoreme 1,

COROLLAIRE 1

Si Cf(oo) ne contient pas Γinfini, chaque at(z) admet une limite fine finie en oo.

4. Sur les valeurs exceptionnelles

D'abord, on considere le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de

Picard. En general, une fonction algebroϊde admet au plus 2n valeurs excep-

tionnelles (Remoundos [5]).

THEOREME 3

Soit f(z) une fonction algebrodϊde comme dans le Theoreme 2. Si Cf(oo) n'est pas

total, f(z) rΐa pas de valeurs exceptionnelles au sens de Picard.

Demonstration

Ce theoreme est un corollaire immediat du Theoreme 4, mais on donne ici

https://doi.org/10.1017/S0027763000012538 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000012538


298 NOBUSHIGE TODA

une dέmonstration directe.

On peut supposer que Cf(oo) ne contient pas l'infini d'apres l'hypothese et la

transformation linέaire. D'abord, l'infini n'est pas exceptionnelle, parce que,

au moins un coefficient admet un nombre infini de poles, grace au Corollaire 1

et au Theoreme de J.L. Doob. Pour a fini, on considere

n

(4) Aa(z)=TL (fi(z)—a) = an+ai{z)an~1+ +an(z)

ou fi(z) est une branche de f{z) (/ = 1,2, n). En vertu du Corollaire 1,

chaque at{z) admet une limite fine finie en oo5 de sorte que Aa[z) est rationnelle

ou non-rationnelle et admet une limite fine en oo.

II est facile de voir qu'il existe au plus n-\ valeurs alf a2, αn-i telles que

A<n(z) {i = 1, 2, n— 1) sont rationnelles.

Quant a a pour que Aa(z) n'est pas rationnelle, puisque Aa(z) admet une limite

fine en oo, d'apres le Theoreme de J.L. Doob, AΛ(z) n'a pas de valeurs ex-

•ceptionnelles au sens de Picard; en particulίer, 0 n'est pas valeur exceptionnelle.

Cela veut dire que a n'est pas valeur exceptionnelle au sens de Picard pour

Pour a tel que A^z) est rationnelle, on considere comme suivant. A tous les

poles de f{z) a un nombre fini pres, A*{z) est fini. L'inegalite (4) entraine que

>a n'est pas valeur exceptionnelle pour f(z).

On a le resultat.

On sait le fait que "si a[z), meromorphe non rationnelle dans \z\< oo, admet

une limite fine en oo, elle n'a pas de valeurs exceptionnelles au sens de Nevan-

Jinna et de Borel (Toda [7])".

On considere ici si le fait precedent est vrai pour les fonctions algebroϊdes.

.LEMMA 2

Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par (1). Alors> pour tout w

(5)

.{Selberg [4]).

Pour tout w de la sphere de Riemann, on dέfinie

T{r',f)

<qui est έgale a
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i [r, j)

d'apres le Lemme 2 (voir Selberg [4]).

LEMME 3

Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par (1). Pour tout i= 1, 2, n,

{voir Selberg [4]).

LEMME 4

Soit u(z) une fonction surharmonique dans un domaine D tel que le point a Vinfini est

un point-frontiere irregulier de D. Si u(z)βog\z\ est bornee inferieurement dans un

voisinagefin de oo, alors u{z)βog\z\ admet une limite fine finie en oo (Brelot [1]).

LEMME 5

Si un ensemble E quelconque dans le plan est effile en oo5 U existe des circonferences

•arbitrairement grandes de centre 0 ne rencontrant pas E (Brelot [2]).

LEMME 6

Dans Vequation (1), f{z) est algebrique si et seulement si

<+oo
log r

(voir Selberg [4]).

THEOREME 4

Soit f{z) une fonction algebroϊde definie par (1). Si Cf(oo) rΐest pas totals pour tout

w de la sphere de Riemann, δ(w) = 0: il rϋy a pas de valeurs exceptionnelle au sens de

Nevanlinna pour f{z).

Demonstration

On peut supposer que Cf{oo) ne contient pas oo. D'apres le Thέoreme 2,

C/(oo) = (β1, β2, β j . Grace au Corollaire 1, soit At une limite fine finie de

Λi{z) en oo (ί = l,2, n).

1) le cas oύ wψ^t (ί = l,2, n)

Comme dans la demonstration du Theoreme 2, il y a un v de V tel que a^z)

tend vers At pour tout i et l'ensemble d'adherence ordinaire de f[z) sur v en

oo est (β1? β2, β j . Grace au Lemme 5, il existe une suite de nombres
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positifs (rJ telle que rn/+<χ>, {\z\ =rn)ΠCv = φ pour tout n et fi(rne
iθ) tend

vers βi(/ = 1, 2, n) uniformement par rapport a θ, de sorte que Γon a

Notre fonction /(z) n'est pas algebrique, en consequence, d'apres le Lemme 6,

δ{w) = 0 .

2) le cas o u w=B.£(i = l , 2 , n)

Soit β un des β<(ί = l, 2, w) et F{z)=l/{f(z)-B). On applique le Lemme 3

pour F{z). Alors, pour tout k {0^k^n—l)

(6)

ou chaque bk est forme lineaire de {al9 a2, an) et bo^ly bn?£θ. C h a q u e bk

admet une limite fine finie en oo. Soit Bk la limite fine de bk (k= 1, 2, ή).

Comme dans le cas 1) il existe une suite (rn) telle que rn/*+oof

(IzI =rn) f]Cv = φ pour tout n oύ υ est le voisinage fin defini dans 1) et bk(rne
iθ)

tend vers Bk uniformement par rapport a θ quand n tend vers oo. Pour cette

suite, on a de (6)

tn(rn, ®)^\ *Σw(rn, bt)+m(rn9

On a

w(r

et, d'apres le Lemme 4,

de sorte que

En appliquant le Lemme 6, on obtient

Par 1) et 2) on a le resultat.

N.B. II est facile de voir que le Theoreme 3 est un corollaire immddiat de

ce theoreme.

On dira que w est valeur exceptionnelle au sens de Borel pour f(z) si
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log r *•->«> log r

THEOREME 5

Soit f{z) une function algebroϊde definie par (1). Si Cf(oo) rfest pas total, il n'y a

pas de valeurs exceptionnelles au sens de Borel pour f(z).

Demonstration

On peut supposer que Cf{oo) ne contient pas l'infini. Alors grace au

Thέoreme 2, C/(oo) = (β1, β2, βn), oύ chaque β* est ίini. Soit At la limite fine

de ai(z) en oo (i = 1, 2, n). Comme dans la demonstration du Theoreme 3

(Toda [7]), il existe vt de V tel que la frontiere de vt est analytique et sur
n

lequel a^z) tend vers At. Pour υ— Π vt et w ψ β̂  (i = 1, 2, w), on applique

la methode du cas oύ f(z) est meromorphe (voir Toda [7]), alors, on obtient

tout de suite que

log r r-»oo log r

Soient bk(z) les fonctions deίinies comme dans la demonstration du Theoreme

4, uk de F tel que la frontiere de uk est analytique et sur lequel bk(z) tend vers

Bk enoo (fc=l32, n— 1) et

oύ ^Λ est la limite fine de log] llbn{z)\llog\z\ en oo et e est un nombre positif

quelconque.
n

Pour u= Π uk et β, on applique la mέthode du cas de fonction mdromorphe

(voir Toda [7]), et on a

log r »-->oo log r

On peut prendre comme β,β* (/ = 1,2, n), par consequent, on a le rέsultat.

N.B. On peut donner facilement un exemple d'une fonctin algebroϊde tel que

Cf(oo) n'est pas total.
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