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MODELES ADDITIFS ET NON ADDITIFS EN ACTUARIAT

PHILIPPE VINCKE

De nombreux modeéles, en actuariat, se basent sur l’existence d’une fonction
d’utilité additive. Le but de cet article est de montrer que cette hypothese enléve
au probléme traité son caractére dynamique et que la suppression de l'additivité
conduit & une solution plus réaliste.

INTRODUCTION

Il arrive fréquemment, dans les applications, et notamment en actuariat, que
la décision & prendre consiste en une suite de choix qui s’échelonnent dans le
temps. Cette décision est donc représentée, non par une variable ¥ mais par un
vecteur (x1, #s, ..., xy) ol chaque #; correspond a une période différente, la
politique s’étalant sur un horizon de N périodes. L’attitude généralement
adoptée dans ce cas consiste a construire une fonction d’utilité additive du type

U(x1, .. .,xN) = X Ui(x{).

Néanmoins, le choix d'un tel modeéle exige des conditions assez restrictives
sur les préférences que cette fonction d’utilité est sensée représenter (en plus
des conditions impliquées par I'existence de la fonction U).

Bien rares sont les travaux qui mettent en évidence les hypothéses qu'im-
plique un tel modeéle. Le but de cet article est de montrer, a 1’aide d’un pro-
bléme de la théorie du risque, que I’additivité de la fonction d’utilité enléve au
probléme traité son véritable caractére dynamique et que la suppression de

cette hypothése peut conduire & un modele plus réaliste, fournissant une
politique plus “‘raisonnable’.

UTILITE ADDITIVE -— INDEPENDANCE PREFERENTIELLE
Soit > la relation représentant les préférences d’un individu dans l’ensemble
des décisions {(x1, %2, ..., xn)}. Soit U une fonction (supposée exister) telle que
4 s 4
(1, Xgy o vvy xy) > (X7, Xy, - v, Xy)
ssi
Ulxy, %, -, xy) > Ulry, 4, ..., xy).

\

L’hypothése d’additivité consiste a supposer 'existence de fonctions Uy
telles que

Ux1, %2, ...%n8) = % Ug(xi);

i=1
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elle implique, pour la relation >, des propriétés qui peuvent s’exprimer en
termes d’indépendance préférentielle.

Un sous-ensemble E de l'ensemble {1,2, ..., N} est préférentiellement
indépendant (ou indépendant au sens des préférences) dans {1, 2, ..., N} ssi
les préférences entre des politiques qui ne différent que par les composantes
correspondant a4 K sont indépendantes des autres composantes. Autrement

dit, E c{1, 2, ..., N} est préférentiellement indépendant dans {1, 2, ..., N}
ssi

(1) (%1, %y <oy Xy) > (Fg, - .- Xy)

et

(2) % = x, ¥ie{1,2 ..., N}\E

entrainent

’

(yl) Yoy « > yN) > (y;_, .. yN)

ol

(3) yi = %, ¥ i€k,

(4) Vi = %, ¥ i€k,

(5) v = v5 ¥1€{1,2,...,N}\E

De maniére intuitive, cela signifie que les préférences du décideur concernant
le sous-ensemble E de périodes ne dépendent pas de ce qui s’est passé ou de ce
qui pourra se passer au cours des autres périodes.

On peut montrer aisément que 'additivité de la fonction d’utilité nécessite
I'indépendance préférentielle de tout sous-ensemble E de {1, 2, ..., N}. En
effet:

N N
(1) 3 Z Uylxy) > I Uylxy)
=1 i=1
d’oly, grice 4 la relation (2)
S U > T U
i€E i€E

ou encore, par les relations (3) et (4)

2 Uy > & Ui(y%)

1 4

et, en vertu de la relation (5)

N N
2 Ugy) > Z Uyyy)
i=1

i=1

par conséquent,
Yo Yo - vw) > - 9N
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Sous certaines conditions concernant les espaces X; auxquels appartiennent
les %3, I'indépendance préférentielle de tout sous-ensemble E de {1, 2, ..., N}
est aussi suffisante pour que la fonction d’utilité soit additive. Pour plus de
précision sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux travaux de DEBREU (1959),
FisHBURN (1970), GORMAN (1968), KoopPMaNs (1960), TiNG (1971), ...

L’indépendance préférentielle n’est cependant pas toujours une hypothése
trés réaliste. Ainsi par exemple, en supposant qu’a chaque période le décideur
ait intérét & maximiser x;, les fonctions U; du modéle précédent seront crois-
santes. Par conséquent, parmi les deux vecteurs suivants, c’est le premier qui
aura la préférence:

(1) (3,5,2,2,3,4,3)
(2) (1’ 2’ 21 2) 3) 3) 3)

Ce résultat est naturel si ces 2 vecteurs représentent par exemple les profits
réalisés par une entreprise suite 4 z investissements qui lui coiitent le méme
prix. 11 est peut-étre beaucoup moins naturel si les 2 vecteurs représentent les
dividendes versés i des actionnaires a la fin de chaque année (une politique
stable inspirant souvent une plus grande confiance) ou le pouvoir d’achat de la
population pour 2 plans de développement différents (pour des raisons psycho-
logiques ou politiques).

L’hypothése de l'existence d’une fonction d’utilité additive supprime en fait
le véritable caractére dynamique d'un probléme puisqu’elle implique que les
préférences du décideur relativement & chaque période soient indépendantes
des autres périodes.

C’est ce que nous nous proposons d’illustrer ici au moyen d’un probléme de la
théorie du risque. Apres avoir défini le probléme et rappelé un modéle additif
construit par FRISQUE (1974) pour le résoudre, nous présentons un modeéle qui
ne nécessite pas d’hypothese d’indépendance préférentielle. La comparaison des
deux modéles montre que la suppression de I'hypothése d’additivité conduit &
une politique plus stable et, & notre avis, plus réaliste.

LE PROBLEME

Une compagnie d’assurances verse, a la fin de chaque période, des dividendes
4 ses actionnaires et fixe, pour la période suivante, la part de son portefeuille
qu’'elle engage dans un systéme de réassurance. Le probléme consiste a déter-
miner une politique de “‘dividendes’ optimale, le but de la compagnie étant de
maximiser I'utilité moyenne des dividendes. Cette utilité sera sensée représenter
les préférences des actionnaires. L'horizon considéré et le montant total des
primes versées a la compagnie au cours de chaque période sont des données du
probléme. La distribution de probabilité caractérisant les sinistres i couvrir au
cours de chaque période sera fixée par le modele.
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Notations

Soit

So la réserve initiale,

N I'horizon considéré,

Si la réserve a la fin de la période 5 (j=1, 2, ..., N),

Fy la distribution de probabilité qui caractérise le montant total des
sinistres pendant la période j (j=1, 2, ..., N),

P; le montant total des primes versées au cours de la période j (7=1, 2,

.o N),
S le montant des dividendes versés aux actionnaires a la fin de la période

j(j=1,2,...,N),
kj-1 la partie de portefeuille gérée par la compagnie durant la période

j{j=1,2,..., N),

U(sy, ..., s14x) Vutilité des dividendes s1 ... siqx (R=0,1, ..., N—1),
Ubi%i-1 (s5 ... sjp) L'utilité des dividendes s; ... sj4x sachant que l'on a
versé les dividendes s; ... sp1 au cours des périodes précédentes

(j=2,...,N; k=o,1, ..., N—j).
Comme, ¥ kef{o,1,... N—1}:

k
Ulsi, ..., s14x) = Ulsy) + X U5t (s149)
i=1
les préférences des actionnaires sont entiérement caractérisées dés que l'on
connait Ul(sy) et Use-%i-1 (s5), ¥ je{2, ..., N}

Soit encore

Usr--81-1[S;] I'utilité moyenne optimale pour la période allant de la fin de la
période 7, avant le paiement de s;, jusqu’a la fin de ’horizon, apres le
paiement de sy, sachant que la réserve a la fin de la période j est S; et
que Yon a versé les dividendes si1 ... s;—1 au cours des périodes pré-
cédentes,

U[S1] V’utilité moyenne optimale pour la période allant de la fin de la premicre
période, avant le paiement de s1, jusqu’a la fin de I’horizon, apres le paie-
ment de sy, sachant que la réserve a la fin de la premiére période est Sy,

U[So] l'utilité moyenne optimale pour tout ’horizon considéré, sachant que
la réserve initiale est So.

Le principe d’optimalité de la programmation dynamique permet d’écrire:
Uter-8i-2[S;] = max {Usefi-3(sy) + [ US3[S;— s+ ky(Pya — %)) dF (%)}

sous les contraintes

A
VAN

s (0] Sj Sj

20<kj<1
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Modéle de Frisque

Dans ce modele, la distribution des sinistres et les primes sont caractérisées,

¥ 7, par:
So x<o0
Fi(x) = < p 0L x <2
o aes

ol p > 12, et Pj=1.
D’autre part,
Uls,) = st
et, ¥ je{2, ..., N}
Usl"‘sf-l(sj) — vj—l s;/z

Le facteur » n’a pas nécessairement un lien avec le taux d’intérét. Il peut
aussi exprimer ‘‘limpatience” des actionnaires, c’est-a-dire “le degré qui
caractérise la préférence d’'un paiement récent sur un paiement ultérieur”
[BorcH (1968)]. Ainsi, par exemple, soit v < 1 et

Usv-+Si-1 (4, Sp41) = $;+ vSj41
Il vient
Uoesima(y, 3) = Useioaly, x) = a{t=v) = y(1=0)

expression qui sera positive ssi ¥ > y: le décideur préfére recevoir la plus
grande somme en premier lieu. C’est la définition de I'impatience donnée par
Koopmans (1960).

Le modeéle de FrisQUE (1974) conduit a la solution suivante:

Sj :

1+K+Ket ... +KN-7 T etz ..

N}

Sj =
2_q2 .

kj = (Sj—sj) m, ]6{1,2, o, N— 1}

p2_q2

P+ g

Useesi-[S;] = v P SE1+ K+ ... + KV %, je{z, ... N}

US] = Sta+K+...+K¥N-hH%

USel = S¢ Yz (" +¢)% (+K+ ...+ KV Y%

ko = So

K = 20 (p*+¢?)
g= 1—2p.

12
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Modeéle non additif
En vue de faciliter la comparaison de ce modele avec celui de Frisque, nous
définirons Fj(x) et P; de la méme maniére que ce dernier. D’autre part, sup-
posons que
Uls,) = s,
et ¥ je{z, ...,N},
Usieti-a(s;) = v/ Y jsj—s;—s5— ... — S;_1)%
La résolution du probléme a I'aide de ce modele a été conduite d’'une maniére

analogue a celle de Frisque. Nous ne reproduisons pas ici les calculs, qui sont
assez lourds. Le lecteur intéressé les trouvera faits en détails dans VINCKE

(1977)-
Ce modele conduit a la solution suivante:
J [ JLj-4 1] .
= — - _— * s . —_ I —_' b ’ '."N
sp = S; (+1,)B; (s1+ +85-1) +L)B 7 je{z }
S1
1= (1+L1)Bl
i
kj = [Sj—sj-—-Lj(Sl+ +Sj)] W’ 7 6{1,2, ...,N—l}
p2_q2
T
Bj % 17 .
Usee8i-1[S;] = o1 (1 +Lj> [S;= Ly alsy+ ... 5, )% jefz,...,N}
B, >/=
— Yo
vis) = (o) s
2, oy (B % %
ULSd = Yz (¢ +q)2(1+L1> s¥
ol
1+ L1 |
Ly =Lja + Tt ,je{1,2, ..., N—1}
LN = 0

By = j + 2v2(p2+q2) (1+Ly) ,je€{1,2, ..., N—-1}

T
1+Lj+1
By = N.
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COMPARAISON DES DEUX MODELES

Les tableaux qui suivent permettent de comparer les valeurs numériques
auxquelles conduisent les deux modeéles dans différentes situations. L'horizon
choisi est de 5 périodes (IV =35). La notation o11o00 signifie qu’il n’y a pas
sinistre au cours des premiére, quatriéme et cinquiéme périodes et qu’il y a
sinistre au cours des deuxiéme et troisiéme périodes. Les nombres qui ap-
paraissent dans les tableaux doivent étre multipliés par Se.

TABLEAU 1: p=.7,9=.3,v=.2

01100 o1111 11100 00000

non non non non

Frisque additif Frisque  additif Frisque additif  Frisque additif
ko .690 .690 .69 .69 .69 .69 .69 .69
S:1 1.690 1.690 1.69 1.69 .31 .31 1.69 1.69
s1  1.610 .490 1.61 .49 .3 .09 1.61 49
k1 .o50 .150 .05 .15 .009 .028 .05 .15
Sz .030 1.050 .03 1.05 .001 .192 .13 1.35
ss  .028 272 .028 272 .00095 .0488 .124 4
ks .0009 .014 .0009 014 .00003 .0032 .004 .032
Ss  .o01: .76 .0011 76 .00002 .14 .01 .82
S3 .001 .25 .001 .25 .000019 .046 .0095 .35
Ra .00003 .009 .00003 .009 .0000006 .0018 .0003 .017
Ss  .000133 .519 000067 .5 .0000016 .096 .00075 .65
S4 .000127 .261 .0000604 .255 .0000015 .05 .000%7 .33
ks .000004 .0005 .000002 .00025 000000048 .0002% .00002 .003
S5 .00001 .25 .000001 .246 000000148 .046 .00072 .323
Ss .00001 .25 .000001 .246 .000000148 .046 .00072 .323
TABLEAU 2. p=.7;,¢=.3; V=.5
01100 01111 11100 00000
non non non non
Frisque additif Frisque additif Frisque additif  Frisque additif

ko .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69
S1 1.69 1.69 1.69 1.69 .31 .31 1.69 1.69
S1 1.2 17y 1.2 177 .22 .032 1.2 177
k1 33 -79 33 79 .06 -145 33 .79
S .16 723 .16 723 .03 .133 .82 2.3
Sz .11 .162 .11 .162 .02 .03 .58 .48
k2 .031 .16 .031 .16 .006 027 .16 .8
Ss .019 -4 .019 4 .004 .076 .4 2.62
S3 .014 .14 .014 .14 .003 .026 3 1.01
k3 .0035 .016 .0035 .016 .00075 .0025 .075 .536
Ss .0085 .276 .0015 .244 .00175 .0525 175 2.14
Sy .0066 14 .0011 .12 .00135 .026 .135 1.17
ks .0013 .01 .0002 .002 .00027 .002 .027 .33
Ss .0032 .126 .0002 122 .00067 .0285 .067 1.3
S5 .0032 .126 .0002 122 .00067 .0285 .067 1.3
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TABLEAU 3. p=.7;¢=.3,v=.9

01100 o1111 11100 00000
non non non non
Frisque  additif Frisque additif  Frisque additif  Frisque additif
ko .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69
S1 1.69 1.69 1.69 1.69 .31 .31 1.69 1.69
S1 .38 .0236 .38 .0236 .07 .0043 .38 .0236
k1 .89 1.115 .89 1.115 .164 2 .89 1.115
Se .42 .55 .42 .55 .076 .1 2.96 2.78
S2 115 .042 .115 .042 .02 L0076 811 .175
ke 21 .3 21 .3 .038 .054 1.48 1.64
Ss .095 .2 .095 .2 .018 .038 3.83 4.245
S3 .033 .04 .033 .04 .0004 .0075 1.29 .624
ks .0422 .075 .0422 .075 .008 .014 1.61 2.2
S .1 .235 .02 .085 0196 .045 3.95 5.8
sS4 .053 .089 .01 .038 .01 .017 2 2.06
ka .034 .0819 .0068 .013 .0066 .0142 1.34 2.18
Ss .081 228 .0032 .034 .016 .0422 3.29 5.92
S5 .081 228 .0032 .034 .016 .0422 3.29 5.92
TABLEAU 4. p=.7,4=.3;0v=1.5
01100 01111 11100 00000
non non non non
Frisque additif Frisque additif Frisque  additif Frisque additif
ko .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69 .69
S1 1.69 1.69 1.69 1.69 .31 .31 1.69 1.69
S1 014 .0006 .014 .0006 0026 .0001 014 .0006
k1 1.15 1.16 1.15 1.16 .21 214 1.15 1.16
Sa .526 .53 .526 .53 .097 .096 2.82 2.85
Sz .005 .0026 .0035 .0026 .001 .00045 .03 .0123
2 .357 -359 .357 -359 .066 .065 1.91 1.949
Ss .164 .168 .164 .168 .03 .03 4.7 4.78
S3 .02 .006 .02 .006 .0036 .001 .56 144
ks .098 .1 .098 .1 .018 .0196 2.82 3.146
Sa 242 .26 .046 .062 .0444 .0486 6.96 7.782
S4 .0726 .045 .0138 0115 .0133 .0085 2 1.346
k4 .116 .137 .022 .031 .02 .025 3.34 4.23
Ss .28 .352 .01 .02 .05 .065 8.3 10.6
S5 .28 .01 .02 .05 .065 8.3 10.6

.352

https://doi.org/10.1017/50515036100006498 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0515036100006498

MODELES ADDITIFS ET NON ADDITIFS 181

TABLEAU 5. p=.9;¢=.1;0=.5

01100 O1111 11100 00000

non non non non
Frisque  additif Frisque  additif  Frisque additif Frisque additif

ko
S1
S1

Ss
s2

Sa
S3

Sa
Sa

Ss
S5

-975 -975 975 -975 975 -975 975 -975
1.975 1.975 1.975 1.975 025 -025 1.975 1.975
1.185 .15 1.185 .15 .015 .0019 1.185 .15

77 1.48 77 1.48 .00975 .01875 77 1.48

.02 .345 .02 .345 .00025 .00435 1.56 3.3

.012 .082 012 .082 .00015 .001 .036 .62

.0078 .034 .0078 .034 .0000975 .00036 .6 1.82

.0002 .23 .0002 .23 0000025 .003 1.22 4.5

.000128 .076 .000126 .076 .0000015 .001 77 1.43

.000072 .003 .000072 .003 .0000009 O .44 1.9

.000146 157 .000002 .15 .0000019 .002 .89 4.97

.0001 .0733 .0000014 .07 .0000013 .00097 .63 2.54

.00004 .0025 .0000005 © .0000005 .00001 .25 1.44

.000086 .08 .0000001 .08 .0000011 .001 .51 3.87

.000086 .08 .0000001 .08 .0000011 .001 .51 3.87

Ces tableaux permettent de voir:

— que les variations de dividendes d’une période a I'autre sont beaucoup

moins fortes dans le modéle non additif que dans le modéle de Frisque:
la suppression de ’hypothése d’additivité (de I'indépendance préférentielle)
conduit a une politique plus stable;

que les dividendes sont plus petits dans le modele 2 que dans le modéle 1
en début de politique et deviennent plus grands par la suite: le modéle
non additif conduit a une politique plus prudente;

que la part du portefeuille que 'on engage dans un systéme de réassurance
est moins importante dans le modéle 2 que le modéle 1;

que le facteur v joue un réle prépondérant dans la facon de distribuer les
dividendes: plus v est petit, plus les dividendes sont grands en début de
politique;

que les différences entre les modéles 1 et 2z sont d’autant plus grandes
que v est petit: la forme de la fonction d’utilité dans le modéle non additif
a un effet opposé a celui de v lorsque celui-ci est petit;

que lorsque la probabilité de sinistre est petite (g petit), la politique de
dividendes est fortement influencée par la réalisation d’un sinistre (com-
paraison des tableaux 2 et 5).

CONCLUSION

Comme nous l'avons dit précédemment, l'attitude généralement adoptée,
lorsqu’on cherche une politique s’étalant sur plusieurs périodes, consiste a se
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baser sur une fonction d’utilité additive, ce qui exige des hypothéses tres
fortes et trés restrictives. Le modeéle non additif présenté ici n’a pas la préten-
tion d’étre le plus adéquat pour le probléme posé mais il montre & notre avis
que la suppression de I'additivité conduit & une solution plus raisonnable et
plus réaliste.

De maniére générale, nous pensons qu'une attention plus soutenue devrait
étre consacrée aux hypothéses qu’entraine le choix d’un mode¢le mathématique
en vue d'un probléme d’actuariat, non seulement pour ce qui concerne les
aspects purement actuariels du probléme (distributions des sinistres, primes,

.) mais aussi pour la détermination des fonctions & maximiser, qui sont
sensées représenter les préférences du décideur.
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