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DIRECTION DE JULIA DE SYSTEMES ET

SOMME DE FONCTIONS NORMALES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction. Dans ce memoire, on etend quelques resultats obtenus

dans [10] au systeme et comme application, on considere sur la somme

de fonctions normales.

Soient D un domaine dans le plan \z\ < oo, gQ(z), gx(z), ,gn(z)

(n ^ 1) n + 1 fonctions holomorphes dans D n'ayant pas de zeros communs

a toutes et g = (g0, ••-,£«) un systeme de ces n + 1 fonctions dans D.

On dit qu'une combinaison lineaire a coefficients constants

+ o>iQi(z) + + angn(z) (=£0)

est

1) lacunaire dans D si elle n'admet pas de zero dans D;

2) exceptionnelle au sens de Picard dans D si elle n'admet qu'un

nombre fini de zeros dans D au plus.

Soit / = (/0, ,fn) un systeme transcendant dans le plan \z\ < oo

c'est-a-dire, ies fonctions /0, ••-,/„ sont entieres sans zeros communs a

toutes et

lim oo
r-oo log r

oύ T(r, f) est la fonction caracteristique du systeme / definie par

Cartan [1],

DEFINITION 1 (Direction de Julia). On dit que J\^xgz — θj

(0 fg θj < 2ττ) est une direction de Julia du systeme / s'il n'y a qu'au

plus 2n combinaisons lineaires des fonctions /0, ••-,/„, homogenes a

coefficients constants, lineairement independantes n + 1 a n + 1 et ex-

ceptionnelles au sens de Picard dans Ae(θj) = {z; |arg z — θa\ < ε}, ε etant

positif quelconque.
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146 NOBUSHIGE TODA

Sur les fonctions exceptionnelles au sens de Julia que Γon utilise
souvant, Ostrowski [7] et Lehto-Virtanen [5] etudient beaucoup de choses
en detail.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna-Selberg
([6], [8]) librement.

2. Systemes a au moins une direction de Julia. Correspondant aux
fonctions algebroϊdes dans \z\ < oo ([10]), on a le

THEOREME 1. Soit f = (/0, ,/n) un systeme transcendant dans le
plan \z\ < oo. SHI y a au moίns un rapport entre les fonctions f0, - ,fn

n'etant pas exceptίonnel au sens de Julia, le systeme f admet au moins
une direction de Julia.

On peut demontrer facilement ce theoreme en modiίiant un peu la
demonstration du theoreme 1 dans [10].

LEMME. Soίt f = (/0, -9fn) un systeme dans le plan \z\ < oo oύ
/o> - - -,fn sont entieres. Alors, pour tout i -ψ j , on a

Tirtftlfj) - 0(1) < Γ(r,/) < Σ T(r,fklfj) + 0(1)
kΦj

oύ fj & 0 ([1], [9]).

COROLLAIRE 1. Soit / = (/0, -- , / J un systeme transcendant dans
le plan \z\ < oo tel que

lim sup oo .
r^ (logr)2

Alors, le systeme f admet au moίns une direction de Julia.

En effet, d'apres le lemme, il existe au moins un rapport fi/fj tel
que

lim sup oo .
(log r)2

Alors, grace a un resultat dans [5], la function fi/fj n'est pas exception-
nelle au sens de Julia. Done, en vertu du theoreme 1, le systδme /
admet au moins une direction de Julia.

COROLLAIRE 2. Soit f — (l,/i, ,/TO) un systeme transcendant dans
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DIRECTION DE JULIA 147

le plan \z\ < oo. Alors, le systeme f admet au moins une direction de
Julia.

En effet, d'apres le lemme, il existe au moins une fonction ft

(1 ^ i <̂  n) qui est transcendante. Par consequent, la fonction ft —fill
n'est pas exceptionnelle au sens de Julia [7], Done, grace au theoreme
1, le systeme / admet au moins une direction de Julia.

THEOREME 2. Soίent f = (/0, .. . , /J un systeme transcendant dans
le plan \z\ < oo a au moins une direction de Julia et A une (n + l,n + 1)-
matrίce rέguliere a elements constants. Mettons

alors, un nouveau systeme F = (Fo, , Fn), qui est transcendant dans le
plan \z\ < oo, admet au moins une direction de Julia.

En effet, soit arg z = Θf une direction de Julia de /. Alors, on peut
prouver facilement qu'elle est aussi une direction de Julia de F.

N.B. 1. L'inverse du theoreme 1 n'est pas valide en general. En
effet, on peut donner facilement un exemple-contre en utilisant une fonc-
tion meromorphe dans \z\ < oo qui est exceptionnelle au sens de Julia,
mais admet au moins une direction de Julia, qui est donnee par Zinno
[12].

3. Systemes sans direction de Julia. Dans ce paragraphe, on recherche
sur le systeme qui n'admet pas de direction de Julia.

THEOREME 3. Soient f = (/0, ••-,/») un systeme transcendant dans

le plan \z\ < oo sans direction de Julia et

deux combinaisons lineaίres a coefficients constants. Alors, le rapport
F/G est exceptίonnel au sens de Julia.

Demonstration. Supposons que F/G ne soit pas constante. Alors au
moins une valeur des afij — afii (i Φ j) n'est pas egale a zero. On peut
supposer que αo&i — αA φ 0 et /„ φ. 0, fλ -φ 0. Soit
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148 NOBUSHIGE TODA

A =

la0 a, a2 >an\

b0 bx &2 bn

1 0
'•I/\

0
alors \A\ = aobx — axbQ Φ 0 et

Par consequent, d'apres le theoreme 2 le systeme (F, G,/2, •••,/») n'admet

pas de direction de Julia. Cela veut dire que F/G est exceptionnelle au

sens de Julia en vertu du theoreme 1.

COROLLAIRE 3. Soit f un systeme comme dans le theoreme 3. Alors,

le systeme f n'admet pas de combinaίsons lineaires, homogenes a coeffi-

cients constants et exceptionnelles au sens de Picard, c'est-ά-dire, chaque

combinaison a coefficients constants

F = £aίfi (ξέO)
ΐ = 0

admet le zero une infinite denombrable de foίs.

Demonstration. Par Γhypothese, tous les rapports entre les fonc-

tions /o, ••-,/« sont exceptionnels au sens de Julia et d'apres le lemme

au moins un rapport est transcendant, de sorte que chaque fonction ft

est transcendante ou egale a zero identiquement. II y a au moins deux

f onctions transcendantes et elles admettent le zero une infinite denombra-

ble de fois. Soit F la combinaison donnee dans ce corollaire. Alors,

d'apres le theoreme 3, les fonctions

sont exceptionnelles au sens de Julia, de sorte que F admet le zero une

infinite denombrable de fois dans le plan \z\ < oo.

THEOREME 4. Soit f = (/0, ••-,/„) un systeme transcendant dans le

plan \z\ < oo sans direction de Julia tel qu'une des fonctions f09 .,/„

(soit /0) est un produit canonique. Alors, chaque combinaison '(^0)

lineaire des fonctions /0, ,/ra, homogene a coefficients constants n'admet

pas de valeurs asymptotiques finies en point a Vinfini.
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Demonstration. D'apres Γhypothese, Γinegalite (voir [1])

entraίne que Γordre de /0 est zero. De plus, grace au lemme, pour tout
i = 1, , n, on a

T(τ,f0) + 0(1) ,

de sorte que toutes les fonctions /0, ,/TO sont d'ordre nul. Soit

F = Σ (lift (*0)
i = 0

une combinaison lineaire a coefficients constants. Alors, F est trans-
cendante d'apres le corollaire 3. Si F admet une valeur asymptotique
finie, il faut que Γordre de F soit plus grand que 1/2 d'apres un resultat
connu bien de Wiman. Mais, Γordre de F est nul parce que /0, -,fn

sont d'ordre nul. Cela veut dire que F n'admet pas de valeurs asympto-
tiques finies en point a Γinfini.

DEFINITION 2. Soient / = (/0, , /J un systeme transcendant dans
le plan \z\ < oo et

F = aQf0 + - - + anfn (=£0)

une combinaison lineaire a coefficients constants. On dit que F est ex-
ceptionnelle au sens de Valiron si

N^°F) >0 .f
T(r, f)

THEOREME 5. Soient f = (/0, ••-,/«) un systeme transcendant dans
le plan \z\ < oo sans direction de Julia et

F = α o / O + ••• + anfn

une combinaison lineaire quelconque a coefficients constants. Alors, on a

Δ(F) - 0 .

Demonstration. On peut supposer que αo/o ^ 0. D'apres le theoreme
3, F/fQ es exceptionnelle au sens de Julia et F est transcendante. En
appliquant un resultat d'Ostrowski [7] a F/f0, il y a un nombre KF

independant de r tel que pour tout r > 0
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|n(r,0,F)-w(r,0,/ 0)| <KF ,

par consequent, on a

\N(r, 0, F) - N(r, 0,/0)| < 0 (log r) ,

de sorte que / etant transcendant

(1) Δ{F) = J(/o) .

Maintenant, considerons la fonction w(z) definie par Γequation

fo(z)w» + Uz)wn~ι + . . . + fn(z) - 0 .

Alors, d'apres un resultat de Valiron [11], on a

\T(r,w)- T(r,f)/n\<O(ΐ)

et

Par consequent, on a

(2) liminf N ^ w ) =liminf
Γ ( )

De plus, comme on a demontre dans [10], on peut donner dans notre
cas

En consequence, de (1) et (2), on a

Δ(F) = 0 .

COROLLAIRE 4 .

ΛΓ.β. 2. Ce theoreme est une precision du corollaire 3.

4. Somme de functions normales. Soient hίy h2 deux fonctions ex-
ceptionnelles au sens de Julia. On ne sait pas si la somme de deux
fonctions

hλ + h2
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est exceptionnelle au sens de Julia en general. On donne ici une con-

dition suffisante pour qu'une somme de fonctions exceptionnelle au sens

de Julia le soit aussi.

Soient gl9 - ,gn (n ^ 2) n fonctions transcendantes, exceptionnelles

au sens de Julia et g un produit canonique des poles des fonctions gί9

• , gn. On met

/o = Offi = 99ι> ••-,/* = 99n

Alors, les fonctions /0, > ,fn sont entieres sans zeros commnus a toutes.

Dans ce cas, on a le

THEOREME 6. Si le systeme f — (f0, ,fn) n'adniet pas de direc-

tions de Julia, alors

i) 2] <Xi9u (<Xi) Φ (0)? est exceptionnelle au sens de Julia,

ii) pour tout i Φ j, gt\gj est exceptionnelle au sens de Julia.

Demonstration. Considerons la combinaison

F - /o + Σ ottfi .
ΐ = l

Alors, d'apres le theoreme 3, F/f0 est exceptionnelle au sens de Julia.

Maintenant,

ΊP n f n

/o ^ /o ί = 1

et la fonction

JΓ n

7 - l = Σ««ft

est exceptionnelle au sens de Julia.

Puis, en vertu du theoreme 1, Γhypothese entraϊne que pour tout

iφ j

fi/fj = 9i/9j

est exceptionnelle au sens de Julia.

5. Dans le cercle-unite. Dans ce paragraphe, on considere des

analogues aux resultats donnes dans les paragraphes 2, 3 et 4 pour le

systeme defini dans le cercle-unite.
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Soit / = (/o, •••,/») un systeme dans \z\ < 1, c'est-a-dire, les fonc-
tions /0, •••,/« sont holomorphes sans zeros communs a toutes dans
| z | < l .

DEFINITION 3. On dit que / : arg z — θf est un rayon de Julia de
/ s'il n'y a qu'au plus 2n combinaisons des fonctions/0, ,/w lineaires,
homogenes a coefficients constants, lineairement independantes n + 1 a
n + 1 et exceptionnelles au sens de Picard dans Δt(θf) Π (\z\ < 1), ε etant
positif quelconque.

THEOREME 7. Soit f = (f09 " ,fn) un systeme dans le cerde-unite
tel qu'au moins un rapport entre les fonctions /0, ,/n w'esί pas normal.
Alors, le systeme f admet au moins un rayon de Julia.

Demonstration. D'apres Γhypothese, on peut supposer que fjfo

(^0) n'est past normale. Alors, il y a une suite {£*}£=! contenue dans
\z\ < 1 telle que

- \zk\)p(g(zk)) = oo
k-*oo

oύ p(g(z)) est la derivee spherique de g(z) ([4]). Soient

zk = r*exp(i0*) (fc = 1,2, . . . )

et ΘQ un des points d'accumulation de Γensemble {θk}k=i* Alors, on peut
demontrer que arg z = θ0 est un rayon de Julia de / comme dans le cas
du plan.

THEOREME 8. Soient f = (/0, ,/n) un systeme dans le cer de-unite
sans rayon de Julia et

deux combinaisons lineaires a coefficients constants. Alors, la fonction
F/G est normale dans \z\ < 1.

En effet, on peut demontrer ce theoreme comme dans la demonstra-
tion du theoreme 3.

Soient g19g2 deux fonctions normales dans le cercle-unite. On sait
que la somme

9i + Qi
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n'est pas normale necessairement. Correspondant an cas du plan \z\ < oo,

on donne ici une condition suffisante pour qu'une somme de fonctions

normales le soit aussi.

Soient g19 , gn in ^ 2) n fonctions normales, non-eonstantes dans

le cercle-unite et g un produit canonique des poles des gu •• ,flrn (S'il

n'y a pas de pole, soit g — 1.) On met

alors, les fonctions / 0 J ,/n sont holomorphes sans zeros communs a

toutes dans \z\ < 1. Dans cette situation, on a le

THEOREME 9. Si le systeme f = (/0, . , /J n'adrnet pas de rayon
de Julia, alors

Σ "Mi, (ctt) Φ (0)

et

9il9j d Φ ί)

sont normales dans \z\ < 1.

On peut demontrer ce theoreme comme dans le theoreme 6 en utili-
sant le theoreme 8 au lieu du theoreme 3.
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