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DIRECTION DE JULIA DE SYSTEMES ET
SOMME DE FONCTIONS NORMALES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction. Dans ce mémoire, on étend quelques résultats obtenus
dans [10] au systéme et comme application, on considére sur la somme
de fonctions normales.

Soient D un domaine dans le plan |z]| < oo, 9,(2), 9.(2), - -+, 9.(2)
(n = 1) n+1 fonctions holomorphes dans D n’ayant pas de zéros communs
a toutes et g = (9, -+, 9,) un systéme de ces %+ 1 fonctions dans D.
On dit qu’une combinaison linéaire a coefficients constants

090(2) + @,9,(2) + - -+ + 0,9,(2) (#0)

est

1) lacunaire dans D si elle n’admet pas de zéro dans D;

2) exceptionnelle au sens de Picard dans D si elle n’admet qu’un
nombre fini de zéros dans D au plus.

Soit f = (fy, - -+, fa) un systéme transcendant dans le plan |z| < oo}
c’est-a-dire, les fonctions f;, - - -, f.» sont entieres sans zéros communs a
toutes et

lim -—-——T(T’ ) = oo

r-e  lOg T
ou T(r,f) est la fonction caractéristique du systéme ;j définie par
Cartan [1].

DEFINITION 1 (Direction de Julia). On dit que J:argz =46,
(0 < 6, < 2r) est une direction de Julia du systéeme f §’il n’y a qu’au
plus 2n combinaisons linéaires des fonctions fy, ---, f,, homogénes a
coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 & n+1 et ex-
ceptionnelles au sens de Picard dans 4,(6,) = {z;|argz — 0,] < ¢}, ¢ étant
positif quelconque.
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146 NOBUSHIGE TODA

Sur les fonctions exceptionnelles au sens de Julia que ’on utilise
souvant, Ostrowski [7] et Lehto-Virtanen [5] étudient beaucoup de choses
en détail.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg
([6], [8]) librement.

2. Systémes a au moins une direction de Julia. Correspondant aux
fonctions algébroides dans |z] < co ([10]), on a le

THEOREME 1. Soit f = (fy, - -+, fu) un systeme transcendant dans le
plan (2| < co. Sl y a au moins un rapport entre les fonctions fy, «++, fa
nétant pas exceptionnel au sens de Julia, le systéme f admet au moins
une direction de Julia.

On peut démontrer facilement ce théoreme en modifiant un peu la
démonstration du théoreme 1 dans [10].

LEMME. Soit f = (fy -+, fa) un systéme dans le plan |z| < oo o
Sor + s fn SONL entiéres. Alors, pour tout ¢ + j, on a

I(r, f:ilfp — OQ) < T(r, f) <k; T(r, fulf) + O

on f; = 0 ([1], [9D.

COROLLAIRE 1. Soit f = ([ -, [fn) Un systéme transcendant dans
le plan |z| < oo tel que

TCr, () _

lim sup = oo
r-w  (log 7)?

Alors, le systeme f admet au moins une direction de Julia.

En effet, d’aprés le lemme, il existe au moins un rapport f;/f; tel
que

man T

= .

BN

Alors, grace a un résultat dans [5], la fonction f;/f; n’est pas exception-
nelle au sens de Julia. Donc, en vertu du théoreme 1, le systéme f
admet au moins une direction de Julia.

COROLLAIRE 2. Soit f = (1,1}, -, ) un systéme transcendant dans
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le plan |z| < co. Alors, le systéme f admet au moins une direction de
Julia.

En effet, d’aprés le lemme, il existe au moins une fonction f;
(1 £¢ < m) qui est transcendante. Par conséquent, la fonction f; = f;/1
n’est pas exceptionnelle au sens de Julia [7]. Done, grice au théoréme
1, le systéme f admet au moins une direction de Julia.

THEOREME 2. Soient f = (f,, -+, fn) Un systéme transcendant dons
le plan |z] < co & au moins une direction de Julia et A une (n+ 1,n + 1)-
matrice réguliére a éléments constants. Mettons

(Fo, ""Fn)t :A(f(}’ "'yfn)t ’

alors, un nouveau systéme F = (F, ---,F,), qui est transcendant dans le
plan |z| < o, admet au moins une direction de Julia.

En effet, soit argz = 6, une direction de Julia de f. Alors, on peut
prouver facilement qu’elle est aussi une direction de Julia de F'.

N.B. 1. L’inverse du théoréme 1 n’est pas valide en général. En
effet, on peut donner facilement un exemple-contre en utilisant une fonc-
tion méromorphe dans |z] < co qui est exceptionnelle au sens de Julia,

mais admet au moins une direction de Julia, qui est donnée par Zinno
[12].

3. Systemes sans direction de Julia. Dans ce paragraphe, on recherche
sur le systéme qui n’admet pas de direction de Julia.

THEOREME 3. Soient f = (fy, - - -, fn) Un systéme transcendant dans
le plan 2| < oo sans direction de Julia et

F=Xafi (20, G=30bJ (20

deux combinaisons linéaires 4 coefficients constants. Alors, le rapport
F|G est exceptionnel au sens de Julia.

Démonstration. Supposons que F'/G ne soit pas constante. Alors au
moins une valeur des a;b; — a;b; (¢ # 7) n’est pas égale & zéro. On peut
supposer que ab, — a;b, # 0 et f, #0, f;, = 0. Soit
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Uy A Oy~ Oy
b, b, b,-- by

)
ot

alors |A| = ayb, — a,b, # 0 et

(F,G’fz’ "',fn)t = A(fo,fu . '9fn)t .

Par conséquent, d’aprés le théoréme 2 le systeme (F, G, [, - - -, f») n’admet
pas de direction de Julia. Cela veut dire que F/G est exceptionnelle au
sens de Julia en vertu du théoréme 1.

COROLLAIRE 3. Soit f un systéme comme dans le théoréme 3. Alors,
le systéme f n’admet pas de combinaisons linéaires, homogénes @ coeffi-
cients constants et exéeptionnelles au sens de Picard, c’est-d-dire, chaque
combinaison & coefficients constants

F = ;:) a; fi (#£0)
admet le zéro une infinité dénombrable de fois.

Démonstration. Par 1’hypothése, tous les rapports entre les fonec-
tions fy, - -+, /. sont exceptionnels au sens de Julia et d’aprés le lemme
au moins un rapport est transcendant, de sorte que chaque fonction f;
est transcendante ou égale a zéro identiquement. Il y a au moins deux
fonctions transcendantes et elles admettent le zéro une infinité dénombra-
ble de fois. Soit F' la combinaison donnée dans ce corollaire. Alors,
d’aprés le théoréme 3, les fonctions

F|f; @;a,+0,f;, 0

sont exceptionnelles au sens de Julia, de sorte que F admet le zéro une
infinité dénombrable de fois dans le plan |z| < co.

THEOREME 4. Soit f = (fy, - -+, fa) un systéme transcendant dans le
plan |z| < co sans direction de Julia tel qu'une des fonctions f,, .-, f
(soit f,) est um produit canonique. Alors, chaque combinaison (=£0)
linéaire des fonctions fo, - - -, fn, homogéne a coefficients constants n’admet
pas de valeurs asymptotiques finies en point A Uinfini.
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Démonstration. D’aprés ’hypothése, I'inégalité (voir [1])

N(r,0,f) = T(r, /) + O(1)

entraine que ’ordre de f, est zéro. De plus, grace au lemme, pour tout
t=1..--,m, on a

T(/ryfi) é T(/I', f) + T(’l", f()) + 0(1) )

de sorte que toutes les fonctions f, - -, f, sont d’ordre nul. Soit
F = io o f (=0)

une combinaison linéaire & coefficients constants. Alors, F est trans-
cendante d’aprés le corollaire 3. Si F' admet une valeur asymptotique
finie, il faut que l'ordre de F' soit plus grand que 1/2 d’aprés un resultat
connu bien de Wiman. Mais, 'ordre de F' est nul parce que fo, -+, s
sont d’ordre nul. Cela veut dire que F' n’admet pas de valeurs asympto-
tiques finies en point & l’infini.

DEFINITION 2. Soient f = (f,, - -+, f) un systéme transcendant dans
le plan |z| < oo et

F=af+ - +0.fu (£0)

une combinaison linéaire a coefficients constants. On dit que F' est ex-
ceptionnelle au sens de Valiron si

AF) =1 — limint N©OF) - o
T T(T’ f)

THEOREME 5. Soient f = (f,, - -+, fn) Un systeme transcendant dans
le plan |z| < co sans direction de Julia et

F=a/0fo+ +anfn (5—t0)
une combinaison linéaire quelconque & coefficients constants. Alors, on a
A(F)=0.

Démonstration. On peut supposer que a,f, # 0. D’apres le théoréme
3, F'|f, es exceptionnelle au sens de Julia et F' est transcendante. En
appliquant un résultat d’Ostrowski [7] & F/f,, il y a un nombre K,
indépendant de r tel que pour tout r > 0
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[n(r, 0, F) — n(r,0, fy)| < Kz,
par conséquent, on a
|[N(r,0,F) — N(r,0, )| < O (log ),
de sorte que f étant transcendant
(1) A(F) = A(f) .
Maintenant, considérons la fonction w(z) définie par 1’équation
So@w" + fi@w ™t + o+ fo(?) = 0.
Alors, d’aprés un résultat de Valiron [11], on a

|T(r, w) — T(r, f)/n] < OQ)
et

N(r,w) = N(r,0, f)/n .

Par conséquent, on a

(2) liminf Y% fim ing N0/
ree  T(r, w) 7oo T(r, f)

De plus, comme on a démontré dans [10], on peut donner dans notre
cas

Ao, w) =0.
En conséquence, de (1) et (2), on a
AF) =0 .

COROLLAIRE 4.

) N(r,0,F)
F)=1—limsup-——22-~2 =90
e T(r, 1)

N.B. 2. Ce théoreme est une précision du corollaire 3.

4. Somme de fonctions normales. Soient &, s, deux fonctions ex-

ceptionnelles au sens de Julia. On ne sait pas si la somme de deux
fonctions

hy + R,
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est exceptionnelle au sens de Julia en général. On donne ici une con-

dition suffisante pour qu’une somme de fonctions exceptionnelle au sens
de Julia le soit aussi.

Soient g, ---,9, (®m = 2) n fonctions transcendantes, exceptionnelles
au sens de Julia et ¢ un produit canonique des pdles des fonctions g,
< oy 0n. On met

fo = g9f1 = 09, 9fn = 9Gn .

Alors, les fonctions f,, ---,f, sont entiéres sans zéros commnus a toutes.
Dans ce cas, on a le

THEOREME 6. Si le systeme f = (fy, -+, fn) n'admet pas de direc-
tions de Julia, alors

i) iaigi, (o)) #+ (0), est exceptionnelle au sens de Julia,
t=1

il) pour tout i + j, 9:/9; est exceptionnelle au sens de Julia.

Démonstration. Considérons la combinaison
n
F=fi+ Ziaif i
=

Alors, d’aprés le théoreme 3, F'/f, est exceptionnelle au sens de Julia.

Maintenant,
E—l'*‘iZ:;aiﬁ—l‘l';azgi
et la fonction
F N n
ffTo - 1 - ;L;laigt

est exceptionnelle au sens de Julia.
Puis, en vertu du théoréme 1, ’hypothése entraine que pour tout

R
Jilfi = 9:/9;

est exceptionnelle au sens de Julia.

5. Dans le cercle-unité. Dans ce paragraphe, on considere des
analogues aux résultats donnés dans les paragraphes 2, 3 et 4 pour le
systéme défini dans le cercle-unité.
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Soit f = (fy, ++-,f») un systeme dans |z| < 1, c’est-a-dire, les fonc-
tions f,, ---,f.» sont holomorphes sans zéros communs a toutes dans
lz| < 1.

DEFINITION 3. On dit que J:argz =6, est un rayon de Julia de
f §’il n’y a qu’au plus 2n combinaisons des fonctions fj, - - -, f, linéaires,
homogenes & coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 &
n+ 1 et exceptionnelles au sens de Picard dans 4,(6,) N (|z] < 1), ¢ étant

positif quelconque.

THEOREME 7. Soit f = (fy, -+, z) un systéeme dans le cercle-unité
tel qu’au moins un rapport entre les fonctions f, - - -, fn West pas normal.
Alors, le systéme f admet au moins un rayon de Julia.

Démonstration. D’aprés I’hypothése, on peut supposer que f,/f,
(#0) n’est past normale. Alors, il y a une suite {z,};., contenue dans
|2] <1 telle que

}Hff 1 — |zxDo(g(2x)) = o

ol p(g(2)) est la dérivée sphérique de g(z) ([4]). Soient
2, = 71, exp (1) k=12,-..4)

et 6, un des points d’accumulation de I’ensemble {6,};.,. Alors, on peut
démontrer que argz = 6, est un rayon de Julia de f comme dans le cas
du plan.

THEOREME 8. Soient f = ([, -+, [fn) Un systeme dans le cercle-unité
sans rayon de Julia et
F=Z_.;0«ifi (#0), G:Z(:)bifi (0)
deux combinaisons linéaires & coefficients constants.  Alors, la fonction
F|G est normale dans |z| < 1.

En effet, on peut démontrer ce théoréme comme dans la démonstra-

tion du théoréme 3.
Soient g,, 9, deux fonctions normales dans le cercle-unité. On sait
que la somme

9+ 9.
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n’est pas normale nécessairement. Correspondant an cas du plan |z| < oo,
on donne ici une condition suffisante pour qu’une somme de fonctions
normales le soit aussi.

Soient g, --+,9, (n = 2) n fonctions normales, non-constantes dans
le cercle-unité et g un produit canonique des pdles des ¢,, - -+, 9,. (S’il
n’y a pas de pole, soit ¢ =1.) On met

fo: g)fl = ggu"';fn = g9 »

alors, les fonctions f,, ---,f, sont holomorphes sans zéros communs a
toutes dans |z| < 1. Dans cette situation, on a le

THEOREME 9. Si le systeme f = (f,, -+, n) Wadmet pas de rayon
de Julia, alors

3

) 9, () # (0)

K

et
9:/9; @+
sont normales dans |z| < 1.

On peut démontrer ce théoréme comme dans le théoréme 6 en utili-
sant le théoréme 8 au lieu du théoréme 3.
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