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SUR L’EXISTENCE ET LA NON-EXISTENCE DES
ALGEBRES DE DIRICHLET

MASAYUKI ITO

1. Résultats

Cette mémoire sera consacrée a 1’étude sur l’existence et la non-
existence des algébres de Dirichlet sur un ouvert de I’espace euclidien
R* 3 n(=1) dimensions. La notion des algébres de Dirichlet a été in-
troduite par A. Beurling et J. Deny (cf. [1]).

(I) Pour tout ouvert non-vide 2 de I’espace euclidien R"(n = 2), il
n’existe aucune algébre de Dirichlet sur 2.

(II) Pour tout ouvert 2 de la droite réelle R, il existe toujours
algébres de Dirichlet sur Q.

On discutera finalement son application & une noyau-fonction continue.

2. Préliminaires

Dans toute la suite X désigne un espace localement compact et & base
dénombrable. On supposera toujours qu’il existe une measure de Radon
positive & partout dense dans X; c’est-a-dire, quel que soit w un ouvert
non-vide de X, &(w) > 0. On note M = M(X; ¢ I’ensemble des fonctions
réelles et localement é-sommables dans X, M = M (X ;&) le sous-ensemble
des fonctions bornées de M et & support compact, C, = Cy(X) ’espace des
fonctions finies, continues dans X et s’annulant & l’infini (si X n’est pas
compact), et muni de la topologie de convergence uniforme, Cx = Cx(X)
I’espace des fonctions, continues dans X, & support compact, et muni de
la topologie usuelle.

On désigne respectivement par M*, M%, C¢ et Ci leur sous-ensembles
des fonctions non-négatives. La relation d’équivalence f ~ g sur M
signifie f(x) = g(x) presque partout pour & (noté désormais &-p.p.) sur X,
et on note M = M/ ~.

D’aprés A. Beurling et J. Deny [1], un espace de Dirichlet D relatif
" Received June 21, 1971.
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a X et a & est, par définition, un espace hilbertien dont 1’élément est de
M et qui vérifie les trois conditions suivantes:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante A(K) > 0
telle que ’on ait, quelle que soit « de D,

[ Juiae < 4@ u.

(b) CxND est dense dans Cx et dans D.

(¢) On a, quelles que soient # de D et v une contraction normale de
u,veD et |v| < |lul.

Un élément de M est souvent écrit par son élément représentatif.
On note respectivement |u| et (u,v) la norme de v dans D et le produit
scalaire associé.

Une contraction normale de » est, par définition, une fonction v telle
que, quels que soient z,y de X,

[v(@)| < lu@)| et |v(@) — vy < |v(@) — w(y)] .

Si, pour une mesure de Radon réelle 4 dans X, il existe un élément
u, dans D tel que, quelle que soit ¢ de Cx N D,

(u,, p) = fsodp ,

il est alors unique et s’appelle le potential de ¢ dans D. La condition
(a) implique que, quelle soit f de Mg, u, a un sens. On identifie ici f
et f&.

D’aprés A. Beurling et J. Deny [1], on définira la capacité d’un
ouvert v de X relative & D. On pose

Ew;D)={ueD;wx) =1 &p.p. dans o},

et alors cela est un ensemble convexe et fermé de D. La capacité
cap (w; D) de o relative & D est, par définition, inf {|u|’; u e E(w; D)} ou
bien + oo d’accord avec E(w; D) + 0 ou bien E(w; D) = 0. Pour un com-
pact K de X, on définit

cap (K; D) = inf {cap (v; D); o est ouvert D K} .

La capacité intérieure cap; (A; D) et la capacité extérieure cap,(A; D)
d’un ensemble quelconque A sont définies de la maniére usuelle. Si
cap; (A; D) < 4+ oo (resp.cap,(4;D) < + o), il existe alors une mesure
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Radon positive 1t (resp. %) portée par A et telle que l'on ait us €D
(resp. u,c € D) et

ca, (43 D) = [ = fluglf (resp. cap, (43 D) = [dy; = uup;nZ) :

Si cap; (A; D) = cap, (4; D), cette quantité s’écrit simplement cap (4 ; D)
et A est dit d’étre capacitable par rapport & la capacité relative a D.
I1 est connu que tout I’ensemble analytique de X est capacitable (cf. [2]).

3. Quelques propriétés des algébres de Dirichlet

Un espace de Dirichlet D relatif & X et a & s’appelle une algébre de
Dirichlet si la condition suivante (d) est vérifiée:

(d) On a, quelles que soient %, v de D,uv e D et |uv| < C(D) ||u]| ||v|,
ou C(D) est une constante positive qui dépend seulement de D.

LEMME 1. Soit D un espace de Dirichlet relatif & X et a & Alors
les trois énoncés sont équivalents:

(1) D est une algébre de Dirichlet.

(2) inf {cap ({«}; D); x e X} > 0.

(3 Cy, DD et sup {glgflu(x)l/llull;uel)} < 4 oo

A. Beurling et J. Deny ont énoncé, sans aucune démonstration, que
(1) implique (2), et sa démonstration était fournie dans [2].
Montrons que (2) implique (3). On pose
inf {cap ({x}; D); x € X} = ¢*,
et alors il suffit de voir que, quelle que soit ¢ de Ci N D,

c (Izlezfx‘x (@) = ol ,

car, quelle que soit u de D,|u|eD et sa norme dans D est < |u|, et
Cx N D est dense dans D. Supposons qu’il existe une fonction ¢, de
C:N D et un nombre 6 > 0 tels que o, = {reX; cplx) > (1 + 9) |}
soit non-vide. Il existe donc une mesure de Radon positive v;(# 0) dans
X, portée par @, et une seule telle que 'on ait u,,e D et

., = fdw = cap (0,; D)?
et par suite, on a

@ On dit que u,; et v; sont réspectivement le potentiel d’équilibre de w; et 1a mesure
d’équilibre de ;.
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¢ ol Il Z elny ) = [ = @ + ) il

Mais cela est en contradiction avee cap (0,; D) = ¢2.

En utilisant la contraction normale généralisée, A. Beurling et J.
Deny ont montré, en général, que, quelles que soient u,v de Cx N D,
uve D et

luv]] = (max [w(@)] ||v] + (max [v(@)]) |« .
xEX TEX
Voir [1]. Done I’implication (8) = (1) en résulte immédiatement.

Dés maintenant dans cette section, D désigne une algébre de Dirichlet
relative a X et a &.

COROLLAIRE 1. Pour une mesure de Radon réelle p dans X et avec
Idlyl < 4o, on a u,eD et

CD) )| < jdml :

En effet ’application D s u — |udy est linéaire et bornée dans D, car
on a

[ude| < max uc@) [2141 = c@) ul [d1ul,
et donc, d’aprés le théoreme de Riesz, on a u,eD et

CD) | < [dal
On utilise ici 'égalité
max |u(x)|

ax Awoll_ _ (inf cap ({«}; D))""* = sup =X,
uwed |lull||v] seX ued flull

D’aprés ce corollaire, on a, quel que soit # de X,u, €D, oli’s, est
la mesure de Dirac au point . On pose
(9o, y) =) 9(x,y) = (U, %) ,
et alors g(x,y) = 9(y,x) et, quelle que soit ¢ une mesure de Radon réelle
dans X telle que w, ait un sens dans D, g, est finie et continue dans X,
oun g,(r) = fg(x,y)dp(y). Dans ce cas, évidemment u, = g, §-p.p. sur X.
On dit que ¢ est le noyau de D.

Remarque. Pour un point fixé y de X, la fonction g(x,y) de =z
appartient 4 C,. Mais nous ne connaissons pas si g est finie et continue
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dans l’espace produit X X X. On affirme seulement que l'application
& — g(x, x) est semi-continue inférieurement, car x — u,, est faiblement con-
tinue dans D.

COROLLAIRE 2. Soit p une measure de Radon positive dans X. D,
désigne un espace complété de Cx N D par la norme

loll = (JIoF dpe+ o) "

Alors D, est aussi une algébre de Dirichlet relative @ X et a &.

D ,, est évidemment un espace de Dirichlet, et notre corollaire résulte
immédiatement du fait que, quelle soit ¢ de Cx N D,

llell llell,
max 9@ = 2y = o)

Pour une algébre de Dirichlet D et pour un nombre p > 0, D, désigne
T’algébre de Dirichlet obtenu par la complété de Cx N D par la norme
lolley = llellws- On note g, le noyau de D, et alors (g,),-, est une
résolvante; c’est-a-dire, quels que soient p >0 et ¢ > 0,

950, W) — 9o, 9) = (@ — p)Sgp(x,z)gq(z, DAEE) .

On a g =limg, et, quel que soit p > 0,

-0

pfose view < 1.

LEMME 2. Soit D une algébre de Dirichlet relative & X et a &, et
supposons &(X) < +oo. Alors, & une mesure de Radon réelle p dans X
et avec Idl u#l < 4 o0, on peut associer une autre mesure de Radon réelle
v, dans X, avec Idlyzl < oo et tell que (u,) = u,,.

En effect, on a, quelle que soit u de D,I|ul2 dé < 4 oo. Done, pour
deux fonctions u,v de D, on a

(1, v) = lim (p w(@)v(@) (1 - pjgp(x, y)d&(y)) dea)

p—roo

+ %“(u(x) — u)(@) — v(Y)pgY,(, y)ds(y)dg(x))
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= lim (pju(x)ux) (1 - pjg,,(x, y)dS(y)> de(@)

+p ju(x)(v(x) — W)Yy, y)dsde) .

Cela est un résultat de A. Beurling et J. Deny (cf. [1]). Notons v la
limite vague de p<1 — pj‘gp(x,y)dé(y))é lorsque p — . On a alors,
quelle que soit ¢ de Cx N D,

(), o) = I(gy)zsodv
+ ligj p-U((g,,(oc))2 — (9. (M)ep(@)ng (@, YAE(W)dE(T) .

On a ensuite
p|[(w@r — a@Pe@pe, nawis@
= 21)”(%,,(96) — w, (N, (2)p(x)D9, (2, Y)AE(Y)dE ()
— »[[e@0@) — w,@)pg,@ VWS .
On a, d’autre part,
Jw@rp@is@ + timp| @@ — u@u@e@po,@ NiEWiE)

= (1,0 = [p@0, @@ = (0,0,

Ayant
%U(u,,(x) — u, (W)Y, (x, YdE(YdE@) < |lu, P,

on peut supposer que la famille

(pj(u,,(x) — w, (W)Y, y)dS(y)) 3

converge vaguement vers une mesure de Radon positive » dans X de

masse totale finie avec p — co. On a finalement I(gﬂ)zdu < 400, car

(g.(0) = max l9.W]9,(0)] < max 9. 9,.()

et
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j(gp)zdv = max lg,,(x)ljgmdv < max Ig,‘(y)lfd lpl < +oo .
Par conséquent, quelle que soit ¢ de Cx N D,

((up)z, 90) = (uzgﬂ,u - u(g”)zv - uﬂ’ 90) ’

d’oll notre lemme.

LEMME 3. Soit g le noyau de D. Pour une mesure de Radon positive
p dans X a masse totale finie et pour un fermé F de X, il existe ume
mesure de Radon positive p/ dans X, portée par F, et une seule telle que
que Uon ait g,(x) = g,(x) partout sur X,g,(x) = g,(x) partout sur F et
_{dﬁ = jdp’.

D’aprés le corollaire 1, u, a un sens dans D. Donc notre lemme
résulte du théoreme de A. Beurling et J. Deny (cf. [1]) et du lemme 1.
On doit utiliser ici g,, car u, est un élément de M dont I’élément repré-

sentatif est égal a g,. On dit que p/ est la mesure balayée de x sur F
relativement 4 D (ou au noyau g).

LEMME 4. Soient o un ouvert relativement compact de X et K un
compact C o. Si une suite (u,) de mesures de Radon positives portées
par K converge vaguement vers une mesure de Radon positive p dans X,
on a alors, quelle que soit f une fonction continue et bornée dans X,

lim | fdy, = I fdy .

ot ), et p sont respectivement les mesures balayées de p, et de p sur
%o relativement a D.

En effect, on désigne par ¢ le noyau de D. On a

Sup (9,(@) — 9,,@) < 400,
&

/

ol g, = p et gl =¢/. On pose, quels que soient z,y de o,
9.,y = 9=, v) — 9.,(2) ,

et alors g, (x,2x) > 0 pour tout = de w et

9,,(®) — 9,,(x) = fgw(x,y)dyn(y) .
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Il existe donec une mesure de Radon positive v dans X, portée par K et
telle que

0.0) = 9.@) = (0.2, DB Z D (9,,@) — 9,,@)
ZEX
sur K. Rappelons le principe complet du maximum pour g¢,? et le
théoréme de représentation de A. Beurling et J. Deny (ef. [1]). On a
alors v = ¢, et v/ = ¢/ dans l'intérieur de ¥w. Done, pour un nombre
d > 0 donné, il existe un autre compact F de X tel que

U(CF) <6 et V(GF) <34.

D’autre part, (u,) est vaguement bornée, car Idy; < Jdpn. On a ensuite,
quelle que soit ¢ de Cx N D,

lim (u,,, ¢) = lim (u,,, ¢) = (U,,¢") = U, ) ,

n—oo n—

ol ¢ est la projection de ¢ sur le sous-espace Dy, de D qui est ’adhérent
de ’ensemble {u,e D; S, C ¥o,v est une mesure de Radon réelle dans X}.
On note S, le support de v. Cela résulte du fait que u,, est la projection
de u,, sur D;,. Donc, quelle que soit ¢ de Cx N D,

lim [pdy, = I¢d,u'.

n-—sco

Cx N D étant dense dans Cg, (y),) converge vaguement vers p dans X
avec n — oco. Par conséquent, notre lemme en résulte immédiatement.

LEMME 5. Pour un ouvert o de X, le sous-espace fermé Dq obtenu
par Uadhérent de Uensemble {9 Cx N D; S, C w} est une algebre de
Dirichlet relative & o et a &.

Il est facile de voir que D, vérifie les quatre conditions (a), (b), (c) et
(d). On obtient facilement que le noyau de D, est égal & g, dans le lemme 4
et que D, est ’espace orthogonal de D, dans D.

4. Les algébres de Dirichlet sur un ouvert de R»

Pour un ouvert 2 de l’espace euclidien R* (n = 1), un espace de
Dirichlet (resp. une algeébre de Dirichlet) sur Q signifie celui (resp. celle)

@ Cele signifie que, quelles que soient x,v mesures de Radon positives dans o et
a support compact, gou(x) < g.4(®) + 1 sur o dés que la méme inégaité a lieu sur S,.
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relatif & Q et & la mesure de Lebesgue. Si, pour un ouvert non-vide 2
de R», il existe une algébre de Dirichlet sur 2, alors, quelle que soit w
un ouvert C R, il existe aussi une algébre de Dirichlet sur . On sup-
posera donc que 2 est borné. Supposons qu’il existe un ouvert borné 2
de R" tel qu’il existe une algébre de Dirichlet D sur 2, et on note g son
noyau. Pour un point z de 2 et pour un nombre » > 0, v, désigne la
mesure balayée de e, sur €B(x;7) relativement & D dés que l’adhérent
de B(z;r) appartient & 2, o B(x; ) est la boule ouverte de centre z et
de rayon . On note

a,, = (9, x) — g,, (@) (r) ,

ol o,(r) est la volume de la boule de rayon . L’ensemble {z¢@2;
dis. (z,42) > r} est noté par 2,. Alors les applications 2, 3z — g(z,x) et
0Q,5% — gy, ,(¥) est semi-continue inférieurement, car

g.. (@) = jgszw)dvm(y) = llu, I

et l'application @ —v,, est vaguement continue, et donc z—wu,, , est
faiblement continue dans D.

LEMME 6. Pour une mesure de Radon réelle p dans Q et avec
f d|p| < +oo, Vintégrale

J‘ j 9.®) = 9.9 g, (pdz
2, a "

x,r

est bornée lorsque r — 0.

En effet, on a

2 1-—- d z,7
J‘a (g,,(x) — g,u(y)) dvz,,(y)dx + J‘n (g#(x))z f Ya, dz

a-”ﬂ‘ z,r

., j,,, 9,(@) (g,,(x) ~ fg,,(y)dux,r(y)) ;

X
Uz, »
(9, () — j(g;,(vw)?d»z,r(y)
J e,

On a ensuite, pour tout r > 0,
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9.(@) (9,(x) — [a.ds.,. @)
J..

<I J(g(ﬂc, YW — 9., d|p|(¥) lg.(2)| da
= 27 ax,r !

— J' L 9@V = 9..W) g ()| dud | u| @)

z,r

dx

= [maxlo @) [f, # 0t aedini @

z,r

< (rgleaf 19.(2) I) fd lel

D’autre part, d’aprés le lemma 2, il existe une mesure de Radon réelle
v dans 2, avec jd|v| < 4+ et telle que 'on ait (u,)* = u,. Donc, de la
méme maniere que ci-dessus, on a

f (9, (@) — j(g,,w))Zdux,,(y)

Az, 7

de gjdlu].

Ayant Jduz,, < Ide” =1, on obtient que l’intégrale

I 0.2 = 9.0 g, (y)da
Q7 ax,r '

est bornée lorsque * — 0.
On note

by, = j 1z — Y dv,, @) ,

et alors, d’aprés le lemme 4, ’application 2,32 — b, , est continue. On
désigne par Cix(f2) ’ensemble des fonctions réelles, infiniment dérivables
dans 2 et & support compact.

LEMME 7. Soit 2 un ouvert de R* (n = 2). Alors il existe un suite
décroissante (r,) des nombres positifs tendant vers 0 et telle que, quelles
que soient ¢, de C(9),

Mmoo J Qo bx,rm

existe et que d(.,-) ne sannule pas identiquement.

https://doi.org/10.1017/5S0027763000014926 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014926

ALGEBRES DE DIRICHLET 87

En effect, pour un entier p = 3, on a

-0

lim j I‘L—Jfldym (dz =0,
2 b.‘l:,'r ’
car, quelle que soit f une fonction continue et bornée dans 0,
lim | fdv, , = f(x) .
-0

On utilise ici le fait que 2 est borné. On a donc, quelles que soient ¢,
¥ de Cg(92),

: (@) — o) (@) — ¥ (Y)
lim (I I b, dv, (y)dx

dp(x) ov(x)

-, 2@ — v — v )dv., W) =0,
1=17g= r

bz,

r—0

ot x = (2, -, %) et ¥y = (¥, ---,¥). On pose

Jij (@) = (@ — y)(@; — y;)dv, (Y)

z,r

dans £2,, et alors |f;; ()] =1 dans 2,. Donc il existe une suite décrois-
sante (r,) des nombres positives tendant vers 0 et telle que

m—oo J 2rpy bac,r,,,

existe. On a toujours f;;, = 0 et

Z;fur(x) =1
dans 2,. Donc il existe une fonction p de C3(R2) telle que

m-—oo
m

d’oll notre lemme.
D’aprés le présent lemme, on voit que, quelles que soient ¢, de C3(2),

ol v;; est une mesure réelle dans 2.

https://doi.org/10.1017/5S0027763000014926 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000014926

88 MASAYUKI ITO

Montrons notre théoréme principal.

THEOREME.

(I) Pour tout ouvert non-vide 2 de l’espace euclidien R* (n = 2),
il n’existe aucune algébre de Dirichlet sur 2.

(I1) Pour tout ouvert £ de la droite réelle R, il existe toujours
algebres de Dirichlet sur 2.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ouvert non-vide et borné
2 de R* (n = 2) tel qu’il existe une algébre de Dirichlet D sur 2. La
suite (r,) est celle obtenue dans le présent lemme 7. On définit une
mesure p,(-,-) dans 2, X 2, comme suit; quelles que soient f,g de
Cx(2,),

”f(x)g(y)d#m(w,y) =L J@ g0 9@y, @) -

Tm b.z‘,rm 2rm

On désigne par s, la symétricité de u, et par g, = 3(gn + fn), €t
alors, quelles que soient ¢, de C3(92),

d(e, ¥) = lim S(so(w) — Y e®) — ) din(@, V)

m—roco

= lim 2j @)@ — W)@, V) -

m—oo

Soit D,; un espace de Dirichlet sur 2 obtenu par la complété de CLRQ)
par la norme

lulls = (ﬁu[z dx + d(u, u)) v .

On peut voir facilement, en général, que, pour une fonction ¢ de Cx,¢
appartient a D,; et on a

lglle = (figP do + lim [[(@) — o)y dan(dz, ap)
dés que la présente limite existe et, quelle que soit  de C3(R),
tim [[ (@) — o) — @), dv)

existe et elle est finie. Donc, quelle que soit # une mesure de Radon  posi-
tive dans Q2 et avec Idl,ul < +co, g, appartient & D, et on a, d’aprés
Iimr—»o az,r/bz,r =0,
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9l = ([lgF da)

des que g, est & support compact dans £2, ol g est le noyau de D. On
a done, quelle que soit ¢ de C(9),

(@ @)a = Ig,,(x)sﬂ(x)dﬂ? :

ou (-, ), est le produit scalaire dans D,, qui implique que le potentiel de
9, dans D, est égal & g,. D’autre part, I’ensemble de tels potentiels g,
est dense dans Cg, et donc d(p,y) = 0 sur Cx(Q) X Cx(2). Mais cela est
une contradiction.

Montrons I’énoncé (II). Soient 1 <a <2 et p > 0. Alors la fonction
2.,(®) = p + |z|* sur R étant définie-négative (cf. [1]) et partout positive,
I’espace hilbertien D obtenu par la complété de C3(R) par la norme

jul = ([ia@r @ + |z1da)

est un espace de Dirichlet sur R (cf. [1]), ou la signe A représente la
transformation de Fourier sur E. D’autre part, la fonction (2, )" est
de type positif et & masse totale finie, et donc il existe une fonction %k
finie et continue et de type positif sur R telle que & = @)% 11 est
évident que k(x — v) est le noyau de D. Par conséquent, D est une algébre
de Dirichlet sur R, et d’aprés le lemme 5, on a I’énoncé (II). La démon-
stration est ainsi compléte.

5. TUne application

Soit 2 un ouvert de R* (n = 1). Une noyau-fonction continue G sur
2 est une fonction non-négative, continue au sens large dans 2 X Q, finie
en dehors de ’ensemble diagonal et localement sommable pour la mesure
de Lebesgue dans R’*. Dans la mémoire précédente [3], on montre:

Pour qu’une noyau-fonction continue et symétrique G sur 2 soit un
noyau d’espace de Dirichlet, il faut et il suffit que G satisfasse au prin-
cipe complet du maximum et au principe d’énergie et que G soit faible-
ment réguliere.

G satisfait au principe complet du maximum si, quelle que soient g,
v mesures positives dans 2 & support compact, ’inégalité G, (z) < G,(v)
+ 1 est satisfaite partout sur 2 dés que la méme inégalité a lieu sur S,
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et que f G ()du(r) < + o0, ol Gy(x) = J G, Y)dp).

G satisfait au principe d’énergie si, quelle que soit ¢ une mesure réelle
dans 2, IG,,(x)d/.z(x) >0 dés que j G (@d|p|@) < +oo et si J G (@) d ()
=05u=0.

G est faiblement réguliére si, quels que soient © de 2 et ¢ un nombre
positif,

inf {cap; {(y e ¥K ; G(x,y) = a}); K: compact} = 0,
ol cap, désigne la capacité relative au noyau G.

PROPOSITION. Si G est faiblement réguliére, symétrique et satisfail
au principe complet du maximum, au principe d’énergie, alors G(x,x)
= +oo pour tout x de Q2 dés que n = 2.

On suppose qu’il existe un nombre a > 0 tel que
o, ={xe; Gx,x) < a}

ne soit pas non-vide. Pour un point 2 de w,, on désigne par &, la mesure
balayée de ¢, sur %o, relativement au noyau G. Posons

D,=peCx@ND;8,Cw,

ou D désigne ’espace de Dirichlet sur 2 au noyau G et ’adhérence signifie
celle dans D. Alors D, est un espace de Dirichlet sur o, et son noyau
est égal a

G, ) = Gz, y) — jG(x, 2)del(2) .

La fonction G, étant bornée, D, est une algebre de Dirichlet sur o,.
Mais cela est en contradiction avec notre théoréme.
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