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Abstract  We consider the equation of a one-dimensional viscous heat-conducting compressible gas
in the variable domain with the appropriate boundary conditions. We study the large-time behaviour
of the solution in the particular case where the displacement of the variable boundary is given by
L(t) = Lo(1+ at)® with 0 < a < 1, where a is a positive constant and Lg is the initial amplitude of our
domain.
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1. Introduction

Dans cet article on se propose d’établir le comportement asymptotique de la solution
pour ’équation monodimensionnelle d’un gaz visqueux et calorifere. Le domaine occupé
par le gaz que nous considérons est borné par une frontiere rigide d’une part et par une
frontiere variable de 'autre part.

On considére un gaz visqueux et calorifere et on désigne par o, T et v la densité,
la température et la vitesse respectivement. Si on suppose que la chaleur spécifique cy,
le coefficient de viscisité p et de conductibilité calorifique x constants alors le systeme
d’équations régissant le mouvement du gaz est donné par

0(0pv + v0,v) = Oy (n0v — RoT),
at@ + a’r(gv) = Oa
cv0(0T +v9,T) = x0T + (udyv — RoT)0,v,

ol R est la constante universelle des gaz qui (voir, par exemple, [3]) satisfait a la condition

R < c,.
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A Dinstant initial ¢ = 0, le gaz occupe un domaine borné, I'intervalle ]0, Lo[ dans lequel
sont supposées connues les données initiales

vl=0 = vo, 0lt=0 = 0o, Tli=o0 = To
et pour ¢t > 0, le gaz occupe l'intervalle |0, L(¢)[ aux limites duquel sont verifiées les
conditions suivantes
dL
=3
0T |z=0 = 0, 02T o=ty = 0.

U|:c:0 =0, v‘z:L(t) = L/(t)

Pour étudier le comportement asymptotique de la solution, il nous convient de trans-
former notre systéeme d’équations en une expression relative & une coordonnée lagrang-
ienne. Nous utilisons celle de masse, qui, désignée par m, est reliée a la coordonnée
eulerienne x, par les relations

dm = pdz,
xz(m,t) = x(m,0) +/0 o(m, s) ds, o(m,t) = v(xz(m,t),t).

Pour simplifier la notation, nous noterons sans risque de confusion, (v, g,T") au lieu de
(v, 0, T) La masse totale étant finie, on peut, moyennant d’éventuels changements de
variables évidents, choisir [0, 1] comme intervalle de la variable m.

Cela étant, exprimées dans la coordonnée lagrangienne massique, les équations du gaz

s’écrivent sous la forme

Opv = O (o(udmv — RT)), (1.1)
Ao+ 0*0mv = 0, (1.2)
O T = XOm (00 T) + 0(uOmv — RT)amv, (1.3)

avec les conditions aux limites et initiales

’U|m:0 = 0, ’U|m:1 = L/, 5‘mT|m:0 = 5‘mT|m:1 = 0, (14)
vli=0 = vo, oli=0 = 0o, Tli=0 = To. (1.5)
Si on pose
v=ut I x(mt)—/der (1.6)
L ) ) 0 Q(’r'7 t) ) .
le systeme (1.1)—(1.3) avec ses conditions aux limites et initiales (1.4)—(1.5) devient
% % 2 L"
Oru = O (0(Omu — RoT)) — Latx+x(<L) — L)’ (1.7)
L/
dro+ 0°Omu + sz:Oa (1.8)
L L
cvO T = XOm (00 T) + Q(,uamu + ,uL—Q — RT) <8mu + LQ)7 (1.9)
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u|m:0 = u|m:1 =0, 8mT’|m:O = 8mT’|m:1 =0, (110)
uli—o =uo,  Oli=o =00,  Tli=0 = To. (1.11)

En utilisant la relation évidente
w= 0y — (z/L)L, (1.12)

on peut réécrire le systeme (1.7)—(1.9) sous la forme suivante

O (Lu) = O (Lo(1Omu — RT)) — L, (1.1 bis)
Oi(Lo) + Lo*0mu = 0, (1.2 bis)
r r
O T = XOm (00, T) + g(,u@mu + ,uL—Q — RT) <8mu + Lg) (1.3 bis)

L’existence et I'unicité de la solution globale ont été démontrées par Kazhikhov [1] et,
dans le cas ou inf gy est éventuellement nul, par Yashima et al. [9] et par Yashima
et Benabidallah [7,8]. Le comportement asymptotique de la solution de ’équation a
symétrie sphérique dans une couronne bornée et de I’équation monodimensionnelle dans
des domaines non bornés a été établi par Jiang [4, 5]. Nous signalons en outre que
dans [6] les auteurs ont considéré le systéme hyperbolique correspondant aux équations
(1.1)—(1.3) avec la présence d’'un terme source non linéaire dans 1’équation d’énergie. Ils
étudient le processus de compression du gaz a 1’aide d’un piston horizontal en supposant
que la vitesse de celui ci & 'extrémité m = 0 est donnée par v(0,t) = at™ ot a > 0 et
no est un nombre non nécessairement positif qui dépend des données du probleme. Ils
démontrent que pour certaines valeurs de ng la solution du systéme n’existe pas (au sens
ou 'énergie devient infinie) et pour d’autres valeurs la solution est une onde de chocs qui
se meut loin du piston.

Dans le présent travail nous allons étudier le comportement asymptotique de la solu-
tion du systéme (1.7)—(1.11) qui différe du systéme considéré dans [6] par son caractére
parabolique dominant dans le cas particulier ou le comportement de la frontiere variable
est du type

L(t)=Lo(1+at)®, O0<a<l, (1.13)

ou Ly est "amplitude initiale de notre domaine et a une constante positive. Le choix (1.13)
de la frontiere variable est motivé par 1’étude faite dans [10] ou les auteurs ont démontré
que, dans le cas de la frontiére libre caractérisée par ’absence de la composante normale
du tenseur de contrainte a 'extrémité m = L(t), amplitude L satisfait & I’encadrement

ct® < L(t) <e(1+1), a=

avec deux constantes positives c et ¢.

Remarque 1.1. Le cas ou la constante a figurant dans (1.13) est nulle, notre résultat
(voir Théoréme 1.2) nous fournit seulement des estimations globale en temps qu’on
retrouve d’ailleurs dans le travail de Jiang [4]. Pour atteindre un résultat de stabilité
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d’autres estimations sont nécessaires. Mais celles ci nous porterons dans le cas ou la con-
stante a est nulle & un résultat déja établi par Jiang dans [4,5] ou il démontre un com-
portement asymptotique exponentiel pour des conditions d’adhésion aux limites (vitesse
nulle). Donc, pour obtenir notre résultat sur la stabilité dans un domaine en expan-
sion, on considerera la constante a strictement positive; c’est-a-dire le cas de la frontiere
variable.
Par la suite on supposera aussi 'existence de deux constantes positives gg et gg telles
que o
0< g <oo(m)<pgg<oo, Vmel0,1]. (1.14)

Alors on a le résultat.

Théoréme 1.2. Si, outre I’hypothése (1.14), on suppose que

amQO € L2(Oa 1)7 (RS L4(07 ]-)a TO S L2<07 1)7

alors on a
C1 C2
L <olmt) < — VYme0,1] Vt>0, 1.15
Omol <=8 w0, f=1-2ts9 (1.16)
mO|L2(0,1) & L’@(t) =Y, = 2, ) .
C4 v
_— pour <a<l,
@< R+e
||“||2L2(o,1) + 1T 21 (0,1) < Cs e (1.17)
TR/e pourO<a<R+cv,
ot ¢; (i = 1,...,4) sont des constantes positives ne dépendant que des données du
probléme et € est un nombre positif suffisamment petit. Quant a
l-—a
= > 0.
pla) = —
Démonstration. Elle résultera des Propositions 4.1, 4.2, 4.7 et 4.8 du § 4. O

Mais avant on commencera par dériver (voir (2.15)) une formule de représentation
pour la densité qui nous sera utile pour démontrer les estimations (1.15) et (1.16).
2. Formule de représentation pour la densité

Dans cette section on dégagera une formule de représentation pour la densité.
En effet, on pose

o(m,t) = o(uOmu — RT), (2.1)
t m t " m t I m
e(m,t) = / o(m,s)ds +/ ugdr — —/ x(r, ) drds —/ —/ udrds.
0 0 o L Jo o L Jo
(2.2)
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En vertu de (1.1) bis et (2.1), on a

t 1 t L/ t
8m<p:/ —as(Lu)ds—/ —uds 4+ ug = dsuds + ug;
o L o L 0

c’est-a-dire
Om Y =1u.

D’autre part, on a

L// m L/ m
Orp = o(1Omu — RT) — 7/ x(r,t) dr — 7/ wdr
L Jo L Jg
Comme (voir (1.12)), on a

LI/ m

LI m
T ; x(nt)dr—l—f/o wdr

m L/ " I 2 d m . )

compte tenu de (2.3), (2.5) et de la relation

1 1
O <LQ> = famU»
conséquence immédiate de (1.8), il résulte de (2.4) que
1 1
O (LQ<'0> - Zam(wP)

1 d/1 [z w LM
n-S(= [ Zr = .
L(u + RT) dt(Lg/o 7 dr>—|—((‘3 )<L+L2 J:d?“)

En outre, grace aux conditions aux limites (1.10) et & la relation (1.12), on a

1 1 m ’ 1
P L __L
/0(8mu)(L—|—L2 xdr) dm = L2/0 zudm

d ( L /1 ) ) L" /1 )
=——=—= r“dm ) + — z“dm.
dt\2r2 J, 212 J,

Cela étant, en intégrant (2.7) sur [0,¢] x [0,1], il vient compte tenu de (1.10)

1 |
— dm:/ m,0)dm
/o Lé)(p 0 Lo@o@( )
L6<1/1 9 /1 1 /m )
+ == z“(m,0)dm + — z(r,0) drdm
L(2) 2 ( ) 0o %o ( )
L/
—( / mtdm+/ / rtdrdm)
2 Jo o @
— T) .
/ 2L2/ (m, s) dmds / / u? + RT) dmds
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Gréce aux conditions aux limites (1.10), la relation (2.6) implique que

dm =1 Vt>0, (2.6 bis)

1 1
—dm = /
o Lo o Looo
de sorte que, la formule de la moyenne nous donne, pour tout t > 0, I’existence d’un

point mg = mg(t) € [0, 1] tel que
1
1
(2.9)

wmmmw=AE?Mm

On considére maintenant 1’équation

1 _ 1 Ty
) RO(T) = F0,(Lu) + 21",

,uamas log (LQ (210)

qui résulte immédiatement des équations (1.1bis) et (1.2bis). En intégrant (2.10) sur
[mo(t), m] (ou [m, mg(t)]), on obtient & 'aide de (2.1) et (2.5) (voir aussi (1.2 bis))

1 d Mm x
, _ - < < <s<
10 1og(LQ> RoT = o(mo(t),s) + P / (u + LL ) dr (0<s<t),

mo(t)

qui implique

Looo ! ! " T,
plog —R | oT'ds= | o(mo(t),s)ds+ u+ —=L")dr
Lo 0 0 mo(t) L

2(r,0) Lg) dr. (2.11)

Compte tenu de (2.2) et (2.8), (2.9), il résulte de (2.11) que

LoQo) R/t
10g< - — oT'ds = a(m,t) — b(m,t), 2.12
) (m,1) — b(m, 1 (2.12)
ou
1t 1 m
a(m,t) = —/ ©(m,0)dm — —/ ug dr
mJo L00o K Jo
1 m 1 m L/ m
_,_7/ udr—l—f/ I dr— =0 / x(r,0)dr
1 S (t) B oty L BLo Jimo )
L6 <1/1 9 1 1 m
+ P m,O)dm—i—/ —/ x(r,0) drdm
/~LL(2) 2 Jo ( o Qo0 Jo (
L/ (1/1 ) /1 l/m )
— - z“(m,t)dm + - z(r,t) drdm
pnL?\2 Jo ( ) 0o @Jo (1)
(2.13)

"

1 gt 1
2
+ﬂ/o ﬁ/o x*(m, s) dmds,
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t 1
:/ %/ (u* + RT) dmds. (2.14)
0 0

Ceci étant, il est aisé d’en déduire de la relation (2.12) la formule de représentation
pour la densité; a savoir

i = A(m,t) 1 E fl m, s B(S) S
Lo  B(t) (LOQO + M/o L(S)T( ; )A(m,s) d )7 (2.15)
A(m,t) =expa(m,t),  B(t) = expb(?). (2.16)

La formule (2.15) étant établie, dans la suite on dégagera certaines estimations du type
énergie qui nous seront utiles pour établir le comportement asymptotique de la solution.
Ici et dans la suite par ¢ on désignera des constantes qui ne dépenderont que des données
du probleme.

3. Estimations a priori

Lemme 3.1. Siug € L?*(0,1) et Ty € L'(0,1), alors on a

/0 (3u* + et dm+/ / (zu” dm <c, (3.1)
/ot[/o G +eT dm/ (TT> ] (3.2)
/Ot[/o (30" + T dm/ (mu—|— Q) dm]ds\ c. (3.3)

Démonstration. En multipliant ’équation (1.1 bis) par (1/L)u et en 'adjoignant a
I’équation (1.3 bis), on obtient

/

L
O(3u*+¢,T) + f(u2 + RT)

= XOm (00 T) + 0 o+ —RT)) 4 e L g (3.4)
= XOm\Q0m m HOmU 'uL MLLQ L u. :

Puisque
0<z=x2(m,t) <L, (3.5)

1 / 1 12
L L"“L
< L// d g 2d
| |/0 |u| dm —ZL/O U erTL’

de sorte que, compte tenu des conditions (1.10), de (3.4) on tire

il est aisé de voir que

— ru
‘L 0

1 / 1 2 72
L L L"*L
(3u® + ¢ T)dm + f/ (3u® + RT)dm < p=— + ———. (3.6)
0 0

dt L 2L/
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D’otl, grace & l'expression (1.13) de L, I'estimation (3.1) en découle immédiatement.
Quant aux estimations (3.2) et (3.3), on considére d’abord 1’équation

1
— ¢cyO¢logT — RO, 1Og(Lg> + XOm (;&nT)

0 0 1 2 )
+Xﬁ(amT)2 +NT <6mu+ LQ) = Rf, (37)

obtenue en multipliant I’équation (1.3 bis) par —1/7 et en utilisant la relation

1
0y log <LQ> = 00mu, (3.8)

conséquence immédiate de (1.2 bis).
Si on intégre maintenant (3.7) sur [0, 1] et on 'adjoint & (3.6), on obtient compte tenu
de (2.6), I'inégalité

d L/ L/2 L//2L
SUM+ V() SR +p=+

dt L 2L’ (3:9)

avec
L/ 1 1 0 1 0 L/ 2
t)=— [ (34> +RT)d (0 T)? /—m—d 1
V(¢) L/0(2u+R)m+x/0 T2(8 )+MOT8u+LQ m, (3.10)
1 1 1
U(t):/ (%uQ—i—ch)dm—i—c\,/ o(T)dm+ R go() dm, (3.11)
0 0 0
ou la fonction ¢ est donnée par

p(x) =2 —logz — 1.

Cela étant, en multipliant (3.6) par U donné par (3.11) et (3.9) par

1
/ (u® + ¢, T) dm,
0
on obtient en les adjoignant

(i[U(t)/ol(éﬁJrch)dm] +V () /01(§u2—|—ch)dm+U(t)LL//01(;u2+RT)dm

I/ 1 .2 L2 1
<R= | Gu*+c,T)dm+ <”L + =7 ) [U(t) +/ (zu° + e 7T) dm]- (3.12)
0

De P’inégalité (3.9) il vient

t L/2 L//2L L(t)
< I 7
U(t)\U(O)—i—/O(,uL + 2L/>ds+Rlog( L0>
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de sorte que, compte tenu de l'expression (1.13) de L et de (3.1), un calcul élémentaire
nous donne

t 1 s L2 L2,
Ul(t 5 1) d —+ ——J|ds<ec 3.13
/0{()+/O(2u+c)m}(,ulj+2l/)sc (3.13)
En intégrant maintenant (3.12) sur [0,¢], on obtient, en vertu de (3.13) et de (3.1), les
estimations (3.2) et (3.3). Ce qui acheve la démonstration de Lemme 3.1. O

Le Lemme 3.1 étant établi, on peut alors démontrer le Théoreme 1.2, qui, comme on
Iavait déja noté, résultera des propositions suivantes.
4. Comportement asymptotique

Proposition 4.1. Sous les hypothéses (1.14) et (1.13) il existe une constante positive
M telle que

1 J—
— <M YVt > 0. 4.1
N (a.1)
Démonstration. En rappelant I'expression (2.16) de A (voir aussi (2.13)), on déduit
de (3.1) et de (2.6 bis), I'existence d’une constante Ay telle que

Ayt < A(m,t) < Ay, Yme[0,1], Vt=0. (4.2)

En outre, on vérifie sans peine que

1 1 1
1
1/ Tdm — 1 max <)/ %(&,LT)Qdm Tdm
2 Jo o<m<i\e/ Jo T 0

1 1 1 1
<T<2/ Tdm+ max (>/ ﬁ(&,LT)Qdm Tdm. (4.3)
0 0

o<m<1 1Y T2 0

Ceci étant, en rappelant la formule de représentation (2.15) et I'expression (2.16) de B
(voir aussi (2.14)), on a compte tenu de (1.14) et (4.2), (4.3)

1 Ag
—<
Lo = Logo

+Zﬁ§Uﬂﬂ+b@D (4.4)

avec

w0 = Loz (75) (] Fronnrtam) ([ ram) e 0o

ou (voir (2.14), (2.16))

f;((j)) — oxp <_; /: = /01 <u2 + RT) dmds’) ds. (4.7)
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Or, on a (voir (4.7))
t 1 1 R t 1 1
I (¢ g/ (/ Tdm) exp(—/ —/ Tdmds’) ds
1) o L\Jo wJs Lo
t t 1
7 d R 1/ ,
== - - — T
R/o Is exp( H/s )/, dmds’ | ds
L R t 1 1
== l—exp(—/ —/ Tdmds | |,
R( wo LJo

Li(t) <

d’ou
vt > 0. (4.5 bis)

==

Quant au terme I, sachant que B(s)/B(t) < 1, il est aisé de voir que

< [ (7) ([ goonrram) ([[rom).

En adjoignant ces estiamtions a (4.4), il vient

L oca(-L 4o +2A2R/t max [ —— /19(8 T)2dm /1Tdm ds
Lo =7 Logo ’ u Jo 0<ms1 Lo o T2 0 ’

de sorte que le Lemme de Gronwall nous donne, compte tenu de (3.2), I'inégalité (4.1).
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 4.1. O

Proposition 4.2. Sous les mémes hypothéses que dans la Proposition 4.1 il existe
une constante positive M telle que

1

— >M, Vt>0. 4.8

Démonstration. Pour démontrer la Proposition 4.2, on commencera d’abord par
établir quelques estimations. En effet, on a

Lemme 4.3. II existe une constante positive c telle que

tq gl
/ —/ u? dmds < c. (4.9)
o LJo

Démonstration. De l'inégalité

N I7\2 12 , 41 1/2
|u] < max () (/ <8mu+ ) dm) (/ Tdm) + L, (4.10)
o<m<1\ o o T Lo 0

il en découle, compte tenu de (2.6 bis) et de (3.3), Pestimation (4.9). O

Lemme 4.4. Soit 0 < s < t. Il existe une constante positive b telle que

TSy O L e
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Démonstration. En multipliant (3.4) par 1/L’, on obtient

1 1 L
8<L,( +c T)) L(u +RT)+ﬁ( u? + ¢,T)

1 1 r 1oz,
- Xﬁam(gﬁmT) + O (guL/ <u8mu + uL— — RT)) + qu—Q — LL’L u. (4.12)

Or (voir (1.12)), on a

1 d L// L/// L// L//2
xL//U:2d< ) - - +Z‘2

LL LL Y oL 2L2 20172

Donc, en intégrant (4.12) sur [0, 1], il vient compte tenu de (1.10)

df1 [t L
dt[j,J/(u—l—ch—i—x 2L)dm}
0
1 1 " 112 " 1 )
— RT)d — = ) dm — —— d
+L/O(+ )m+L’2/(2u+C)m2LL’/0xm

L L//2 1 ) L 1 )

Soit s < 7 < t. En intégrant (4.13) sur [s, 7], il vient, compte tenu de I’expression (1.13)
de L et de (3.5),

1 1 T 1 1
— (%u2+ch)+/ —/ u?® + RT ) dmds’
L Jo s Lo

LOY 4 7 oy ds' + L(s) 2
>,ulog(L(S))+/s q(s')ds’ +L()2L(s)’ (4.14)

ou (voir (1.13))

q(t) =1L"(t) <1 - W) <0.

T 1 1
Z(S,T):/ f/O <u2—|—ch> dmds’.

Donc il résulte de (4.14) (et de la relation ¢, > R)

Ceci étant, on pose

0-(LZ) = pL' (7 )log(iig) + L'(7) /T q(s")ds"+ L'(1) L[/jl((i;L(s), (4.15)

En intégrant maintenant (4.15) sur [s,t], on obtient, compte tenu de (1.13)

[ (o) anas s ie(B0)

[\
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avec v une constante positive donnée par

Lo 1/00
v=1+1-a)=2—= [ q@)dt
( )2u A (t)

L’inégalité (4.16) étant établie, il en découle immédiatement Iestimation (4.11) avec
R
b=exp (V>
Cy

Démonstration de la Proposition 4.2. En rappelant la formule (2.15), en vertu
de (4.3), il vient

O

g 2542 <Il( ) - 12(0) (4.17)

L
Lo
ou I; et I sont donnés dans (4.5) et (4.6). En rappelant I'expression (4.5) de I, on a
(voir aussi (4.7))
Ii(t) = I11(t) + L2(t)

avec

Ill(t):;/oti(/ol( + RT)d >exp< Z <u2+RT>dmds’>ds,
= [ o)l [

1
< + RT) dmds’) ds.
Il est aisé de voir que
t t 1
wo [t d 1 1/ ) ,
I (t) = = — —= — T | dmds’ | d
11(2) Rodsexp( M/SLO u*+ R mds’ | ds

ool [ (o) -]

Donc (4.11) implique que

t

m»ax:wa

I (t) > ]‘;(1 - b{L(O)rm). (4.18)

Quant au terme I, en vertu de (4.11), on a

Iip > f% /Ot % </01 u? dm) GE‘;) )R/Cv ds. (4.19)

Soit maintenant ¢ > 1. Puisque (voir (1.13)), on a

L(s)]™e 1 t+1
{L(t)] < SaR/e <1 pourOéng—1<t7 (4.20)
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il s’ensuit que

((t+1)/6)71 1 1 L(S) R/Cv 1 oo 1 1
— 2d — ds < —— / — / 2 dmdt
/0 L </0 ! m) <L(t)> PSR Jo Ty U

de sorte que, en vertu de (4.9), il résulte de (4.19) et de (4.20) que

c b o[t 1!
Io(t) 2 ——+— — = —/ u? dmds. (4.21)
ool/ev R Jiwrrys-1 L Jo

Si on somme les inégalités (4.18) et (4.21), on obtient

R/cy t 1
wo pb L(O)> c b / 1 / 5
I(t)>< ¢ ! — [ w?dmds.
' R R\ L(t) gl R Jiuyrye-1 L Jo

Finalement, en tenant compte de (4.1) et de (4.11), on obtient par un raisonnement
analogue a (4.21) (voir (4.6) pour 'expression de I3)

c t 1 Ly
I(t) € —57— -|-/ (/ Tdm) </ — (0, T 2dm) ds. 4.22
2{) geB/er J ity /-1 \Jo 0 T2( ) (4.22)

Compte tenu de (3.2) et de (4.9), il existe ¢ > 0 tel que

L(t) - L(t) > - w7,

= ﬁ - §aR/cy

de sorte que (voir (4.17)), en choisissant ¢ suffisamment grand, il vient

1 R I c 1 _
- > — — > — Vixt 4.2
Lo~ 2pA3 <2R §°‘R/CV> 8AZ v (4.23)

Puisque la formule (2.15) implique que

1 _ A(m,t) ( /t 1 /1 ) )
— > ———exp| — — u® + RT)dmds
Lo Looo P o LJo ( )

(voir aussi (2.14) et (2.16)), il vient & I'aide de (4.1), (4.2) et de (3.1)

LIRS ( /t1d>> 1 ( Ct) V>0
-_— = — exXp| —¢C — as = — exXp| —— ;
Lo~ AgLgoo o L AgLg0o Ly

qui nous donne

1 1 c - _
> _exp(=S7) weoq. 424
Lo~ AoLooo p( Ly > 0.1 (424

Des inégalités (4.23) et (4.24) découle immédiatement I’estimation (4.1).
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 4.2. O
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Pour démontrer l'estimation (1.16) du Théoreme 1.2, on est (voir (4.37)) amené a
dériver par rapport a la variable m € [0,1] I'expression (2.15) de la densité, donc &
controler expression /08y, T dans L?(0, co0; L*(0,1)). Pour cela, on utilisera une inégalité
déja introduite dans [7] (voir aussi [4]) qu'on adaptera légérement & notre cas. C’est
I'objet du lemme suivant. Quant au Lemme 4.6 ou 1’on estime par le bas en norme dans
L'(0,1) la temperature T', il nous servira également & établir la méme estimation (1.16)
(Théoreme 1.2).

Lemme 4.5. Si on suppose que ug € L*(0,1) et Ty € L*(0,1), on a

/01(“4JFTQ)dm*/OtIL//01(“4+T2)dm+/0t/01 0(u? (Ou)? + (0 T)?) < c.
(4.25)

Démonstration. On considére le produit scalaire dans L?(0,1) de I'équation (3.4)
avec
%uQ + ¢, 1.

Il vient
1d 1 1.2 9 L' 1 ) -
i (iu +CVT) dm+f (U +RT)(§U +CVT)dm
0 0
1 ) 8
+cvx/ 0(0nT) dm => " I;, (4.26)
0 i=1

ou
L' 1 1 L" 1

I_ (1,2 VT I: 142 VT
=T, Lg(gu +c.7), 2 L, zu(zu” + ¢, T),

1 1
Is=—(x+ cvu)/ 0u(0m T) (Omu) dm, Iy = —,u/ ou? (Opmu)* dm,
0 0

1 1
Is = MR/ ou*T (0, u) dm, I = cvR/ oTu(0,, T)dm,
0 0
Ll 1 L/ 1
I; = —,u—/ u?(Opyu) dm, Ig = —,ucv—/ w(0pT) dm.
L J, L Jo

Or, compte tenu de (4.1) et de (3.5) (voir aussi (1.13)), on a

/ /

Lot Lot
|11 + L] < —/ (u2—|—RT)(%u2—|—ch)dm+c—/ (u? +T) dm.

En outre, il est aisé de voir que

1 1
I3+ Iy + Is + Ig| < inX/ 0(0nT)? dm + C/ ou*T? dm.
0 0
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Finalement, grace & l'expression (1.13) de L, on a

1 1 1 1
L
|[I; + Ig| < 5/ ou? (Opu)? dm + %c‘,x/ 0(0,T)* dm + Cf/ u? dm.
0 0 0
Si on adjoint ces estimations & (4.26), on obtient

1d [t L 1 1
CT (u® + ¢, T)*dm + of / (u* + RT)(3u® + ¢, T) dm + %cvx/ Q(@mT)2 dm
0 0 0

[ 1 1
< cr / (u? +T)dm + c/ ou®T? dm + 8/ ou? (8mu)2 dm. (4.27)
0 0 0

Compte tenu de (4.1), (4.8) et de (4.10), on a

1 1
1
272 00 < 2 2
/0 ou*T*dm < L(Orgnﬁ)g(lu)/o T

< {(/01§<anlu+ Z))Qdm> (/Olem> +LL2} /01T2dm. (4.28)

L’inégalité (4.27) étant établie, on considére maintenant le produit scalaire dans L?(0, 1)
de Péquation (1.1bis) par (1/L)u?, on obtient

14 [t .y ! \ 1 , )
- — u*dm + — u” + 3 ou (amu) dm =1, + I, (4.29)

ou

1
I = 3R/ Tu?(Opu) dm,
0

L" 1
I, = A | zus.

Or, il est aisé de voir que, compte tenu de (3.5), on a
! 3R? !
1| < %u/ 0u*(Ou)® dm + 7/ oT?u? dm,
0 2u Jo

L' 1 4 L//4L3
|I2|<ﬁ/0 u dm+W’

de sorte que (4.29), nous donne

1d 1 A L/ 1 4 1 3R2 1 /I4L3

~— — dm+ 3 2(Omu)?dm < —— | oT?u’d .

1at ), u dm+2L/0 u m+2u/0 ou”(Omu)” dm o ) oT“u*dm + WNTE
(4.30)
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Si on adjoint (4.30) & (4.27) o I'on choisit € = 2, on obtient compte tenu de I'inégalité
(4.28)

1d Yo 2 b Loty 2m2
—— L . d — 5 T°)d
2dt</0(2u + ¢, 1) dm+/0u m>+2L/0(2u + RT<)dm
1 1
+%cvx/ g(amT)zder%u/ Quz(amu)Qdm
0 0

L/ 1
<c— (u? + T) dm
L Jy

vel ([ Lo EYam) ([ ram) + 27 [22am.

Compte tenu de (3.1) et (3.3), a aide du Lemme de Gronwall, on déduit facilement de
(4.31) Pestimation (4.25). O

Lemme 4.6. Sous I’hypothése
log Ty € L'(0,1), log 00 € L*(0,1),

on a

1
/ Tdm> —— ¥t >0. (4.32)
0

Démonstration. En intégrant I’équation (3.7) sur [0,1], on obtient compte tenu de

(1.10)
d 1 TCV 1 0 ) 1 0 L/ 2
< = dm= 2 5, o =) am.
a ), log< oF > dm X/o T2 (0mT) Jru/o T<3mu+ LQ) m

D’ou on tire ) )
ch ch
/ 10g<R> dm > / log< (}3 ) dm. (4.33)
0 0 0 5

La fonction log étant concave, on déduit de I'inégalité ci-dessus

2

1 T 1/ 1 1 TCV
log/ () dm > —/ log( 0 )dm. 4.34)
0 QR/CV 2¢y Jo Q(If (
1 1 1/2 1 —R/cy
[rans [ () [ o
0 o \of/e 0o ©

compte tenu de (2.6 bis), 'estimation (4.32) découle immédiatement de I'inégalité (4.34).
O

Puisque

Les Lemmes 4.5 et 4.6 étant établis, on peut maintenant énoncer et démontrer le
résultat suivant.
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Proposition 4.7. Si outre 'hypothése (1.14), on suppose que
Omoo € L*(0,1),

alors on a

c R
O <—C_ Wt20, B=1-—2
lOmellz20,1) 0 B e

Démonstration. En dérivant par rapport & m la formule (2.15), il vient

m<LlQ> = ih(m, t),

h=ifL;)R/’s)m@jﬁ;®}
o

avec

B 1 R t - B(s) )
b= (%m)+uAL@ﬂ’)MW@d}
AL L B ot
Ig_B(t) Lgoo o L(s) (m )A(m7s) A d}
AT R 1 B(s) .
I4_B(t) LOQO / (s ))A(m,s)d}

En rappelant I’expression (2.16) de A (voir aussi (2.13)), on a
1 x
OmA==(u—ug)+—=L — L’>A
<#( o) pL pLo
Compte tenu de (3.1) e de (3.5) (voir aussi (1.13)), on a

10m Al 20,1y < (240/ 1) (|wl|22(0,1) + ol £2(0,1) + 2cLg) < ¢

En outre, en vertu de (4.1) et de (4.3), on a

/Ot L(ls):r(m,s)};i;)dsgz/oti(/olem)jzg)) ds

0 ([ oosan) ([ 70

Compte tenu de (4.5 bis) (voir aussi (4.5

| B(s)
/0 L(S)T(m,s)mdsgc,

de sorte que (4.39), (4.40), (4.35) et

(1.14), nous donne

111l z2(0,1) < e
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

ds.

1, il vient

(4.40)
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D’autre part, il est aisé de voir que, compte tenu de (4.35), un raisonnement analogue &
I; nous donne

112 20,1y < c.

Quant au terme I3, compte tenu de (4.38), on a
I3y = I3y + Is2 + I3

avec

,iLEtlmsﬂumss
I3sB(t)<LOQO+M/O L(s)T( ' )A(m,s) (m, )d>

Les mémes arguments qui nous ont conduits & estimer le terme I; (voir aussi (3.5) et

B(t)

Looo 1 Jo

lexpression (1.13) de L) nous donnent
1131 + I32||12(0,1) < c.

Pour le terme I35, on remarque d’abord que, en vertu de (4.40), (4.7) et de (3.1), on a

Al[/otLg('s)Ti((gudsrdmg/Oll(/OiL(ls)Tg((i;ds></otL(ls)Tu2ds)dm
<c/o /0 L(ls)TUstdm
t 1
<c/0 i(ogﬁélu2)</o Tdm)ds

“1
< c/ —( max u?)ds.
0

L o<m<1

Les inégalités (3.3), (4.1) et (4.10) (voir aussi (1.13)), impliquent que

/01 Uot L(ls> TZE;) “ds] am<e (4.41)

En rappelant 'expression de I33, on déduit de (4.35), de (4.2) et de (4.41) que

331 2(0,1) < ¢,

et donc

1131l 22(0,1) = 131 + I32 + I33][12(0,1) < ¢

https://doi.org/10.1017/50013091599001121 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0013091599001121

Sur la stabilité pour l’équation monodimensionnelle d’un gaz 313

En ce qui concerne le dernier terme Iy, on remarque d’abord que, compte tenu de (4.25)
et (4.1), on a

[ sgtoangge] e f(f conrra) ([ 5600 am
<c /0 t 2@% ds. (4.42)
En outre, grace & (4.32) et (3.1), on a
[, T <e | g ([ Tam) 3 0
ot [ ([ o)

de sorte que, en vertu de (4.5 bis) (voir aussi (4.5)), il vient

“1 B(s)
-t < eLfev, 4.4
/0 LB ds<e (4.43)

Si on rappelle expression du terme Iy, on déduit de (1.14), (4.2), (4.35) et de (4.43),
I’estimation

I Lsll 20,1y < Lo,

Ceci étant, en adjoignant a (4.37) les estimations des termes I; (i = 1,...,4), on déduit

que
1 1
O [ —
/0 <LQ>

et compte tenu de (4.8), il découle immédiatement de (4.44), I'estimation

2
dm < e(1 + LF/e), (4.44)

c R
OmollL20,1) < Vt=0, f=1-——.
lOmellz2(0,1) 0 B e
Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 4.7. O

Proposition 4.8. Si on suppose que ug € L*(0,1) et Ty € L'(0,1), alors on a

c

Cy
_— our <a<l,
/1(u2 N T) dm < Lpéa)fe p R+ ¢, . (4.45)
0 TRje pour0<a<R+cv,

ou € est un nombre positif suffisamment petit et

pla) =(1/a)—1>0.
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Démonstration. Supposons que

de sorte que, en rappelant la condition R < ¢, on a

R+ ¢,

1
2> ~>1 (4.46)
Cy «

WV

Comme (voir 'expression (1.13) de L)
L// 1 1 1 1
ﬁ A (%'LL2 —+ CVT) dm = <]_ — > 7‘/0 (%U2 + CVT) dm,

en multipliant (3.6) par 1/L’, on obtient

drir (4, ., L' L"™L
— | = 1 <=4+ =—= .
o {L'/o (zu +ch)dm} —|—D(t)\yL + 572 (4.47)
ou
D(t)—l/l(l 24+ RT)dm+ (1 1 1/1(1 2 4¢,T)d
—L . 2u m ol L . 2u Cy m

1\1 [t cv+R 1\1 [!
=(2-=)= [ Liu? Al — =)= LT dm. 4.4
( a)L/O U dm—|—< o a)L/O e, T dm (4.48)

Gréce (4.46) on voit que D(¢t) > 0. En intégrant (4.47) sur [0,¢] on obtient

1 1 ) L(t) [ee] LIIQL
), (Fu +cVT)dm<ulog<Lo +/0 572 ds.

En rappelant maintenant I’expression (1.13) de L, on tire de I'inégalité ci-dessus

1
/ (2u* 4+ ¢, T)dm < eL’(1+log L) = caaLo(1l + at)* ' (1 + log L)
0

= caaLy/*(Lo(1+ at)®)'~/*) (1 4 log L)
= caaL/*L'=/*)(1 +1og L)

CI

_ L/ari—(1/a)+e - . °
caaLy "L (I+logL)L™¢ < Tr@=s’
ol ¢ est une constante ne dépendant que des données du probléme, £ est un nombre
positif arbitrairement petit et p(a) = 1/a — 1 > 0.
Par contre si
0<a<c/(R+cy),
et donc 1 R
Yy=—-- tov > 0, (449)

« Cy
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en écrivant D donné par (4.48) sous la forme

D(t) = 1—5 1/11u2dm— 1/1(1u2+c T)dm
- Cy L o 2 ’YL o 2 v )

on déduit de (4.47) que

d,u 1 112 LIM 1 112 L2
chf[7+ﬂ/o (zu” + ¢, T)dm <7f ;-i-f ; (zu” + ¢, T)dm +2L7’2'
D’ot, a l'aide du Lemme de Gronwall (voir aussi (1.13)), on tire
1
/ (2w + e, T)dm < cL'LY = LR/, (4.50)
0

avec une constante positive ¢’; ¢’est-a-dire la seconde estimation de (4.45).

Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 4.8 et comme on 1’a déja noté celle

du Théoreme 1.2. O
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