LA NOTION I’ANNEAU DE DECOMPOSITION

C. CHEVALLEY

Introduction

Soit o0 un domaine d’intégrité intégralement clos dans son corps des quo-
tients, et soit m un idéal premier de 0. Soit § un domaine d’intégrité intégrale-
ment clos dans son corps des quotients et dont o est sous-anneau; soit I un
idéal premier de 3 tel que m=M MNo. M. Nagata ([41, I, §1) a posé la défini-
tion suivante: on dit que 3 est anneau de décomposition pour M §’il existe
une extension normale séparable L'/K du corps des quotients K de o et un idéal
premier T de la cloture intégrale 3’ de 3 dans L' tel que MWNF = M et que §
soit ’ensemble des éléments de J’ invariants par les automorphismes du groupe
de Galois de L'/K qui conservent I'idéal . Appliquée au cas ol 0 est ’'anneau
des entiers rationnels et L/K une extension de degré fini, cette définition im-
plique que L doit €tre le corps de décomposition tout entier d’un idéal premier
contenant m de la plus petite extension normale de K contenant L. Il convient
donc de généraliser quelque peu cette définition: car, si M est de degré relatif
1 et non ramifié par rapport au corps des rationnels, on désire évidemment
pouvoir dire que J est anneau de décomposition pour M. Dans le cas général, on
est donc amené A demander non pas que 3 soit I'ensemble de tous les éléments
de 3' invariants par les opérations du groupe qui laisse TV fixe, mais seulement
que & soit contenu dans cet ensemble. On arrive ainsi 4 ce qu’on peut appeler
la définition algébrique des anneaux de décomposition. Mais on peut aussi
chercher a généraliser la définition arithmétique (MM non ramifié et de degré
relatif 1). Il est assez curieux que lon arrive ainsi 4 une définition générale
(sans faire aucune supposition sur les domaines d’intégrité o et & autre que
celle que o soit sous-anneau de §) de 'anneau de décomposition par rapport
a o d’'un idéal premier M de J: c’est le plus grand sous-anneau §) de & qui pos-
séde les deux propriétés suivantes: tout élément de ) est congru modulo M a
un élément de o, et I'idéal maximal de Panneau des quotients de MM Y est

engendré par m=MMNo (condition qui généralise celle de non ramification).
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Cest cette définition que nous exposons ici; nous montrons qu’elle conduit au
méme anneau que celui défini par M. Nagata dans le cas considéré par ce
dernier, tout au moins si on suppose que 0 est noethérien et est identique a
Panneau des quotients de m.

Nous obtenons également incidemment le résultat suivant. Supposons que
p soit un domaine d’intégrité noethérien qui ne posséde qu’un seul idéal maxi-
mal m. Soit ? la cléture intégrale de o dans son corps des quotients, et soit il
un idéal maximalde 0; il ¥ a alors un anneau de valuation discréte non triviale
du corps des quotients de o dont Iidéal maximal contient m, de sorte que la

topologie M-adique de I'anneau des quotients de m est séparée.

Terminologie

Nous appelons anneau local tout anneau qui ne posséde qu'un seul idéal
maximal. Sipest un idéal premier d’'un anneau o, nous dirons que son anneau
des guotients est son anneau Jocal. Nous appelons normal un domaine d’intégrité
qui est intégralement clos dans son corps des quotients, et anneau dérivé normal
d’un domaine d’intégrité o la cldture intégrale de o dans son corps des quotients.

Tous les anneaux considérés sont commutatifs et pourvus d’'un élément unité.

§1. -Définition de 'anneau de décomposition
Nous désignerons dans ce § par & un domaine d’intégrité, par o un sous-

anneau de 3, par M un idéal premier de § et par m I'idéal premier M No de o.

DEFINITION 1. Nous dirons que M w'est pas ramifié par rapport a o si lidéal
maximal de I'anneau local de M est engendré par m. Nous dirons que M est
contrdlé par o si les conditions suivantes sont satisfaites: M west pas ramifié
bar rapport @ o et toute classe de restes de & modulo M contient un élément
de 0.

La condition que T ne soit pas ramifié par rapport a o signifie que, pour
tout x € M, il existe un élément y de § n’appartenant pas a M tel que xy ap-
partienne 2 Pidéal engendré par m dans 3. Si & est noethérien, cette condition
est équivalente a la suivante: Pidéal (m$) : MM n’est pas contenu dans M; en
effet, M a alors un ensemble fini de générateurs x:, ..., ¥r, et il existe un
yeJ, vEMtel que xivemF (1£4= k), dou MyCmS. La condition que
toute classe de restes de 3 modulo MM contienne un élément de o est équivalente
a Pégalité JF =M +o.

https://doi.org/10.1017/50027763000018031 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000018031

LA NOTION D’ANNEAU DE DECOMPOSITION 23

TuEOREME 1. Soit F un ensemble de sous-anneaux de & contenant o tel que,
pour tout anneau Yy appartenant a F, idéal M NY) soit controlé par o. Si
est le sous-anneau de 3 engendré par tous les anneaux de Vensemble F, l'idéal
MN D est controlé par o.

Nous désignerons par 9t I'idéal M N $ et par N' I’ensemble des ¥ € H pour _
lesquels il existe un y € § n’appartenant pas a N tel que xy € m9. Cet ensemble
est un idéal, intersection de et de I'idéal engendré par m dans 'anneau local
de N. Tout anneau ) € F est contenu dans o+ N'. En effet, si x €, il y a un
a€otel que x—a€EM, dot x—ac MNY). Puisque MNH nest pas ramifié
par rapport a o, il y a un y € §) n’appartenant pas 4 M tel que v(x¥ — a) appar-
tienne & mY, donc, a fortiori, 2 m9. Il en résulte immédiatement que x — a en,
x€0+MN. Or o+ N est 'image inverse par rapport 4 ’homomorphisme canoni-
que de 9 sur H/N’' de Iimage de 'anneau o; c’est donc un anneau, doll § =0
+N. SiueN, ilyaun b€o telque u—bEN; onadb=u—(u—-58)eNNo
=mCW, Aot ue N, et N=N ; N n’est donc pas ramifié par rapport a o.
Puisque =N, on a D=0+ N, et N est contrdlé par o.

Le théoréeme 1 légitime la définition suivante:

DEFINITION 2.  On appelle anneau de décomposition de M par rapport & o

le plus grand sous-anneau V) de § contenant o tel que M N\Y) soit controlé par o.

Il est clair que P'anneau de décomposition de M M) par rapport & o est

alors .

PROPOSITION 1. Supposons que Uannean de décomposition de W par rapport
a o soit & lui-méme. Soit x un élément de lanneau local Sgp de M. Pour
tout entier n> 0, il ¥y a un élément a, de Uanneau local om de m tel que x — an
€ m” Sqp.

1 ol y, z sont dans &,

Considérons d’abord le cas ot #=1. On a x=yz"
zeEM. Il y a des éléments b, ¢ de o tels que y—bE m3yw, z—c € mJm, et,
puisque m3yp N F est contenu dans M, ¢ n’est pas dans m, d’ol bc'eon. On
ax—bet=(yc—2b)(cz)™!,dot x —bc™ € mJsp. Supposons maintenant I’asser-
tion vraie pour un #>0. Ona x—an= éd{u;, les di étant dans m" et ]ezs u;
dans Qup; il v a des e;Eom tels que # —e;Em3Jyy; si on pose an+1=§di€i
+an, x—ans1 est dans m”" Jyp. -

Soit § I'anneau de décomposition de M par rapport 2 o, et soit o' un sous-
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anneau de §) contenant 0. On peut se demander si Iidéal premier M N o' de o
est contrdlé par o. 1l est évident que toute classe de résidus de o modulo M N ¢/
contient un élément de o. Majs il parait peu probable que I'on puisse affirmer

en général que M Mo n'est pas ramifié par rapport a o,

PROPOSITION 2. Soient Y) Panneau de décomposition de WM par rapport a o
et o un sous-anneau de §) contenant o tel que WM N ne soit pas ramifi¢ par
rapport @ 0. Lanneau Y est alors I'anneau de décomposition de M par rapport
a .

Onaf=0+ (MNP =d+(MNYG). Six&€MNY, il y aun y € § n’appar-
tenant pas 2 M tel que xy € mh, et on a a fortiori xy & (MM ') h, de sorte que
M NG n'est pas ramifié par rapport a o/ et que §) est contenu dans 'anneau de
décomposition ¥ de M par rapport ¢/, Ona § =o' 4+ (M N YY), et, puisque o/ C¥H,
o’ Co+(MNY); puisque HCTY, on a H =0+ MO Y). Soit ' un élément de
MO G ; il y a un élément ¥ de  n'appartenant pas 4 M tel que 2y & (MM o).
Ecrivons x'y' =2h}u§v:-, weMNo, vie; il résulte de hypothése faite sur
o quil y a des ‘z;)lﬁ € o’ n'appartenant pas a MM tels que wiwt € mo'; soit w' leur
produit. Alors w'y est un élément de §f n’appartenant pas 2 It et x’«’ est dans

my, ce qui montre que M N Y n’est pas ramifié par rapport a o, d’olt H'Ch et

B =9

§ 2. Extensions entiéres d’anneaux locaux noethériens

Nous utiliserons les mémes notations quau § 1, mais nous supposerons de
plus les conditions suivantes satisfaites: Penneau o est un anneau local noethérien
dont m est Pidéal maximal, et 3 est entier sur o.

Lorsque & est fini sur o, c’est-a-dire peut é&tre obtenu par adjonction d’un
nombre fini d’éléments & o, Pintersection des idéaux m"Jgn se réduit a {0}

Nous nous proposons de montrer qu’il en est encore ainsi dans le cas général.

LeMME 1. Spit o* Fannean dérivé normal de o. I w'y a alors quur nom-

bre fini didéaux premiers de o* donmt Pintersection avec o soit m.

Introduisons une complétion © de o, et désignons par A 'anneau des frac-
tions de 0. L’anneau A est donc noethérien. Nous allons montrer qu’il en
résulte que 1 s’y décompose en la somme d’un nombre fini d’idempotents or-

thogonaux primitifs (un idempotent e étant appelé primitif si e % 0 et §’il es?
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impossible de représenter e comme somme de deux idempotents orthogonaux
% 0). Supposons en effet le contraire, et soit E ’ensemble des idempotents = 0
qui ne peuvent pas se reprsenter comme sommes d’idempotents orthogonaux
primitifs. Construisons inductivement une suite (e,) d’éléments de E comme
suit. On pose e¢o=1. Si ex est déja déterminé, e, n’est pas primitif et peut
par suite se décomposer en la somme de deux idempotents orthogonaux = 0;
P'un au moins de ces deux idempotents est dans E, et nous le désignerons alors
par enii. On a A(l—en) T A —ent1), car, si es=en+1+fni1, far1 étant un
idempotent % 0 orthogonal & en+;, on a 1—en=(1—en)(1—fusy); de plus,
A(l=ens) x A(1—en), car (1 —en)en=0, (1 —eni1)en=sfn+1%0. On obtient
donc une suite infinie strictement croissante d’idéaux de A, ce qui est impossible.
Soit donc 1=e¢,+ ... +en une décomposition de 1 en somme d’idempotents
orthogonaux primitifs. Tout idempotent ¢ de A est alors la somme de certains
des ¢;; car e=éee;, et, si ee; % 0, ee; =e; comme il résulte tout de suite du
caractére primitif de e¢;, On en déduit tout de suite qu’il ne peut exister plus
de % idempotents = 0 mutuellement orthogonaux dans A. Montrons alors que,
si o' est un anneau intermédiaire entre o et 0%, fini sur o, il n’y a pas plus de
h idéaux premiers de o' dont les intersections avec o soient m. L’anneau o est
un o-module fini; c’est donc un anneau semi-local dont la complétion ' contient
o comme sous-anneau, et on a o =0['] (cf. [5], p. 17, & et h.). 1l résulte
alors du fait que o est contenu dans le corps des quotients de o et du fait
qu’aucun élément = 0 de o n’est diviseur de zéro dans 5 que 0’ est isomorphe
A un sous-anneau de A. Mais, s’il y a k' idéaux premiers distincts de o dont
les intersections avec o soient 1, 9’ est isomorphe au produit de %’ anneaux ([5],
p. 15, cor. 2) dont chacun a un élément unité, ce qui montre que b’ contient A’
idempotents = 0 orthogonaux. On a donc k' < k. 1l est alors facile de voir
qu’il n’y a pas plus de # idéaux premiers de § dont les intersections avec o
soient m. En effet, si M, . . ., i sont des idéaux premiers distincts de o dont
les intersections avec o soient m, on peut trouver, pour chaque ensemble {7, j}
de deux indices distincts entre 1 et k, un élément x;; de 0 qui soit dans I'un
des idéaux m;, m; sans étre dans lautre; si o' =o[..., %ij, . ..J, o' est fini sur
o, et les m; N o/ (1 £4 = %) sont des idéaux premiers distincts de o’ dont les in-

tersections avec o sont égales a m.

De plus, la fin du raisonnement montre que 'on peut trouver un sous-an-
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neau o de 0, contenant o et fini sur v, tel que, pour tout idéal premier m’ de o
dont Tlintersection avec o soit m, il n’y ait gu’un seul idéal premier de 5 dont
Pintersection avec o soit m’ (il est bien connu qu’il existe au moins un pareil
idéal; cf. [2]).

LEMME 2. Il existe un anneau de valuation discréte non triviale du corps

des quotients de o dont U'anneau contient o et dont I'idéal maximal contient m.

Soit en effet (%, ..., %4) un systtme de parameétres dans o; [Iidéal a
engendré par %i, . .., ¥4 contient donc une puissance de W, mais il n’y a aucun
idéal engendré par moins de d éléments ayant la méme propriété. On a donc
%a % 0; posons ¥i=xi/x4, o =0l ..., yal. L’idéal engendré par xg dans o'
ne contient pas 1. Supposons en effet le contraire; on a alors 1=x4P(y, ...,
Yd-1), ol P est un polyndme 2 coefficients dans o dont nous désignerons le terme
constant par a et le degré par s. Soit b l'idéal engendré par %, . .., xd-; dans
0; multipliant la relation précédente par %4, on obtient une congruence xj
=axy"' (mod b). Il en résulte par recurrence sur n que Zg=a xg " (mod b).
+b.  L’idéal b étant

Or, x4 est évidemment dans m; il vient donc xj& m*™”

fermé dans la topologie m-adique de o, on a x5 b, Tout idéal premier p de o
qui contient b contient donc aussi x4, donc a, et est par suite m; o étant
noethérien, il en résulte quil y a une puissance de m contenue dans b, ce qui
est impossible. Ceci dit, soit ' un idéal premier minimal de I'idéal o'xq de 0';
en vertu d’un théoréme de Akizuki et Krull ([1] et [3]; voir 'appendice pour
une nouvelle démonstration), anneau local 94 de g est contenu dans un anneau
de valuation discréte v du corps des quotients de o dont l'idéal maximal w con-
tient q’. Il est clair que v contient o et que x4 € 1v; comme o' C9, on a ;i = %4y
Ew (1=£i<d); ridéal premier w(\o de o contient donc a et est par suite

identique a m.

LeMME 3. I existe une valuation non triviale du corps des quotients L de
& dont le groupe des valeurs est archimédien, dont I'anneau contient & et dont
ridéal contient M.

Soit L'/ K une extension normale de K contenant L/K, et soit &' la cldture
intégrale de & dans L'. On sait quil y a au moins un idéal maximal ' de J'
tel que M N J=M. 1l suffira évidlemment de montrer qu’il y a une valuation

non triviale de L' dont le groupe des valeurs est archimédien, dont 'anneau
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contient 3’ et dont I'idéal contient M. On peut donc supposer sans restriction
de généralité que I'extension L/K est normale et que & est intégralement clos
dans L. Soit 0* Panneau dérivé normal de o; M M o* est un idéal maximal de
o*. 11 y a un sous-anneau o de 0%, contenant o et fini sur o, tel que M N o*
soit le seul idéal premier de o* dont Yintersection avec » soit MM o' (cf. les
lignes qui précedent I"énoncé du Lemme 2). 1l résulte immédiatement du Lemme
2 qu’il y a une valuation discrete non triviale v de K dont ’'anneau b contient
o’ et dont Iidéal maximal contient M N o’. L’intersection avec 0" de Iidéal de
valuation de » est alors M No* =M N K. Soit § 'anneau engendré par v et &

montrons que l'idéal engendré par M dans & ne contient pas 1. Supposons pour
un moment quil n’en soit pas ainsi; il y a alors une relation de la forme
i‘iu;x; =1 ou les #; sont dans b et les x; dans M. Soit L, le corps engendré
;)ar K, par %1, . .., %5 et par leurs conjugués par rapport a K; soit G le groupe
de Galois de Lo/K; ses opérations transforment en lui-méme lanneau § (N L.

L’élément 1 —}‘E]Gs(zlu,x,) se met sous la forme >_,u,y, ol les #; sont dans b
et ol les y; sont 'cies sommes de produits de la forrne slél@sxm (1=i(s) 2h,
s & G) et sont invariants par les opérations de G. On a donc y; € M pour tout
J; de plus, il ¥ a2 une puissance q de l'exposant caractéristique de K telle que
3% € K pour tout j, d®ol v(y})> 0; la relation 1 =§_.u}’* »? conduit alors a une
contradiction. On en déduit que M est contenu d;ns au moins un idéal maxi-
mal Nt de §. On sait qu’il y a un anneau de valuation B % L de L qui contient
R et dont Iidéal maximal contient . L’anneau B\ K contient b mais est = K
{car, sinon, B contiendrait L, qui est entier sur K); la valuation v étant dis-
créte, on sait qu’il en résulte que BN K=1v. Puisque L est algébrique sur K,

la valuation d’anneau 9B, qui prolonge v, est a groupe de valeurs archimédien.
Lemume 4. Lintersection des idéaux m™Qgy (n=1,2, ...) se réduit a {0}.

Soit » une valuation possédant les propriétés énoncées au Lemme 3. II est
clair que M est lintersection de 3 avec I'ildéal maximal de v, donc que Syn est
contenu dans Panneau de ». Soit (ci, . . ., ¢,) un systéme fini de générateurs
de Tidéal m; soit a le plus petit des v(ck) (1£%k2<7); on a donc a«>0. Il
est clair que la condition z &€ m"Jsg entraine 2(2) 2 na; le Lemme 4 résulte

immédiatement de la.

TraéoREME 2. Soient K et L les corps des quotients de o et de J, et soit L'/K
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une extension algébrique normale de K contenant L/K. Soit ' la cloture inté-
grale de 3 dans L', et soit W' un idéal premier de 3' tel que M' (N F =M. Les
éléments de Panneau de décomposition de R par rapport a o sont alors invariants

DPar tout automorphisme de L'/ K qui transforme W' en lui-méme.

Soit ¥ un élément de 'anneau de décomposition. § de M par rapport a o,
et soit # un entier > 0 quelconque. Désignons par  I"anneau local de l'idéal
premier MM Y de §; ily a alors un élément a € o tel que x — e m"t (prop. 1).
Il est clair que ! est contenu dans I'anneau local Jgp de M'; on a donc x—a
€ m”" 3qy.. Soit s un automorphisme de L'/K qui transforme M’ en lui-méme;
s transforme alors 34y en lui-méme, et laisse fixes a et les éléments de m”.
On en conclut que s+x —xEm” Jgy.. Ceci étant vrai quel que soit n, il résulte
du Lemme 3 que s*x =x, ce qui démontre le théoréme.

Supposons a partir de maintenant les anneaux o et § normaux, et supposons
de plus que le corps des quotients L de § soit séparable sur K. Choisissons une
extension séparable normale L'/K de K contenant L/K; désignons par 3’ la
cloture intégrale de 3 (ou de o) dans L', et par M’ un idéal premier de 3’ tel
que M'N JI=M. Soient H le groupe des automorphismes de L'/K qui trans-
forment TV en lui-méme, et §) 'anneau des éléments de 3 qui sont invariants
par tous les automorphismes du groupe H. 1l résulte du Théoréme 2 que l’an-
neau de décomposition de M par rapport A o est contenu dans §. Par ailleurs,
les résultats établis par M. Nagata montrent que }) est contenu dans I'anneau
de décomposition de M. Nous allons démontrer ici qu’il en est bien ainsi, pour
la commodité du lecteur; le raisonnement ne différera que par la forme de
celui de M. Nagata.

Etablissons d’abord que tous les idéaux premiers de 3’ dont les intersec-
tions avec o sont m se déduisent les uns des autres par les automorphismes de
L'/K. 1lestbien connu qu’il en est ainsi pour les extensions finies; il ne s’agit
que d’étendre le résultat aux extensions quelconques. Le groupe de Galois G
de L'/K est muni d’'une topologie qui en fait un groupe compact; on obtient
un systéme fondamental de voisinages compacts de 'unité dans G en prenant
les groupes de Galois des extensions L'/M, o1 M parcourt les extensions finies
de K contenues dans L'. Le groupe H est fermé. En effet, soit s un élément
de G adhérent a4 H, et soit # un élément de M'. Puisque s est adhérent 2 H,

on peut écrire s =s's", ou s' € H tandis que s” appartient au groupe de L'/K(u).
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On a donc s*u=s"+uEM, ce qui montre que s€H. Soit M) un idéal premier
de 3’ tel que MiNo=m. Si M/K est une extension normale finie de K con-
tenue dans L'/ K, 3' (\ M est la cldture intégrale de o dans M, et M' N M, M N M
sont des idéaux premiers de cet anneau dont les intersections avec o sont m;
il y a donc un antomorphisme de M /K qui transforme le premier de ces idéaux
en le second. Cet automorphisme se prolonge en un automorphisme de L'/K;
Pensemble Uy des automorphismes de L'/ K qui transforment W N\ M en M N M
est donc non vide. Cet ensemble est la réunion d’'un nombre fini de classes de
G suivant le groupe de Galois de L'/M; il est donc compact. 1l est clair que
I'intersection d’un nombre fini d’ensembles de la forme Uy contient un ensemble
de la méme forme, et est par suite non vide. Le groupe G étant compact, I'in-
tersection de tous les ensembles Uy est non vide; si ¢ appartient a cette inter-
section, ¢ transforme MM’ en M.

Soit ¥ un élément de 'anneau Y. Soit L'/K une extension normale finie de
K contenant K(x)/K et contenue dans L'/K; soient 3" 'anneau 3' N\ L" et M"
ridéal MM’ M §”. Tout automorphisme s de L"/K qui laisse M" invariant laisse
alors x invariant. En effet, s se prolonge en un automorphisme s; de L'/K, et
si' transforme M’ en un idéal M tel que MNG" =M". 11 résulte alors de ce
que nous venons d’établir qu’il existe un automorphisme s; de L'/L" qui trans-
forme M' en M}; s;s: appartient donc 2 H et laisse par suite x fixe. Mais on
a aussi s;*x =& puisque ¥ € L, d'out s;*x = %, ce qui démontre notre assertion.

Les idéaux premiers de 3" dont les intersections avec o sont m, étant con-
jugués par rapport a4 K, sont en nombre fini. Soient MY, ..., M} ces idéaux
(avec M}’ % M) si i 7); on peut supposer que les transformés de M" par les
opérations du groupe de Galois de L"/K(x) sont My, ..., My. Les anneaux
G"/9M} sont entiers sur le corps o/m; ce sont donc des corps, et les M;’ sont
des idéaux maximaux. Soit %; le produit des M pour j % 4; cet idéal n'est pas
contenu dans M}, dott M +W;=3". 1l y a donc un élément yi'eW; tel que
1-y'€ M. Posons y¥ ="+ ...+yk; ¥ —1est donc dans chacun des idéaux
M, ..., My, tandis que ¥ €M}’ si 7>k Soit y la norme relative de »' par
rapport 2 K(x); cet élément est entier sur o, donc contenu dans §. Les auto-
morphismes de L"/K(x) permutant M{', ..., M entre eux, on a y—1&€ D'
NY. Or, M'NY est aussi W NH=MNY, dou y—1€MNY. Par contre, si

¢ est un automorphisme de L"/K qui ne laisse pas x fixe, (M}') n’est pas parmi
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MY, ..., My. En effet, &'il en était ainsi, ¢ pourrait se mettre sous la forme
ht: avec I, dans le groupe de L"/K(x) et t(IMM) =M!'; mais nous avons vu
que cela entrainerait que #i+x =, d'olt t+x=x. Si {(MHM;, j> K, t7 5" est
dans M}’ puisque y' € M;'; ¢ ™'+y, qui est divisible par t'+»' dans 3", est donc
dans M}/, d’ol, en particulier, £™*+y = y. On en conclut que K(x)=K(y); de
plus, si 31=9, . . ., ¥ sont les conjugués distincts de y par rapport a K, ¥,
..., sont dans M;’. Les automorphismes de L"/K qui transforment y en i,
...,y transforment ¥ en X1 =%, X2, . . ., X5. La trace S de xy par rapport
a2 K est donc xy+ %22+ ... +%p¥p; Puisque o est normal, on a SE0. Par
ailleurs, S— xy est dans 0) et aussi dans M!; cet élément est donc dans MM .
Puisque y—1&€MNHh, on a x~SMNY, et x est congru modulo MMNY a un
€élément de 0. Soit F(Y)=(Y —~9))...(Y—=9) le polyndme minimal de y par
rapport 2 K; la différente de y est donc F'(»)=(y—3:)...(y—3); puisque
&M, yi €M pour j> 1, F'(y) nest pas dans M ; puisque F'(y) €Y cet é1é-
ment n’est pas dans M N Y. L’anneau H N K(x) étant la clSture intégrale de
o[y] dans K(x) = K(y), il est bien connu que (F'(y))(H N K(x)) Coly]. Si on
désigne par ! I'anneau local de P'idéal premier M M )N K(x), t, est donc aussi
Panneau local de I'idéal premier M N oly] de o[y]. Cet idéal contient m et y~1
=z; or,‘ tout élément de o[v] peut évidemment se mettre sous la forme &,
+biz+ ... +bp12?7", les b; étant dans 0; si cet élément est dans M, il en est
de méme de by, d’ou by E m, ce qui monter que M Noly] est engendré par m
etz. Posonszj=yj—1(j=1,...,p),P=2...2, P'=2...2, doiuz=P/P
On a PE K, doll P&y, et, puisque zEM, PEm. On a P'=P/z€ K(x), et,
P’ étant manifestement entier sur o, P! € § N K (x). Par ailleurs, si 7> 1, on
ay, €M, dou z; M, P'EM’; P’ n’appartient donc pas a MNHN K (x),
et la formule z= P/P' montre que z appartient 2 I'idéal mi,. Puisque M N oly]
est engendré par m et z, on voit que I'idéal maximal de . est engendré par m.
Ceci montre que M N )N K(x) n’est pas ramifié par rapport a 0. Comme nous
avons déja établi que tout élément de §) est congru (mod M N H) a un élément
de o, on voit que M N HN K(x) est contrdlé par o, donc que N K(x) est con-
tenu dans I'anneau de décomposition de It par rapport 2 0. Comme x était un
élément quelconque de f, § est contenu dans cet anneau de décomposition, et

lui est par suite identique. Nous avons donc établi le

TréorEME 3. Soient o un domaine d’intégrité noethérien local et normal
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et m son idéal maximal. Soit L|/K une extension algébrique séparable du corps
des quotients K de o, et soit & la cloture intégrale de o dans L; soit W un idéal
premier de 3 tel que M o=m. Soit L'/K une extension normale de K con-
tenant L/ K, et soit M un idéal premier de la cloture intégrale de o dans L' tel
que M N3 =M. Lanneau de décomposition de I par rapport & o est alors
Vensemble des éléments de § qui sont inmvariants par tous les automorphismes

de L'/ K qui conservent M.
Soient §) cet anneau et  ’anneau local de M N ). Montrons que 'on a
m"tNo=m"

Soit # un élément de m"t N o. Cet élément peut s’écrire sous la forme zi]lu,- viwi',
ou les #; sont dans m”, les v;, w;i dans ) et ol aucun w; n’est dans ‘)J?.t Le corps
K(v, ..., vg wi, ..., wy) est engendré par un élément x, que 'on peut sup-
poser appartenir & ). Utilisons alors, relativement 2 cet élément, les mémes
notations que plus haut. Il est clair que #» appartient 4 m”t,. Il existe donc
un élément t € o[y] n’appartenant pas a M tel que tw € M"o[y]. Rappelons
que p désignait le degré de y, donc aussi de z, par rapport 2 K; tout élément
de o[y]=0[z] se représente donc d’une maniére et d’une seule scus forme d’un
polyndme de degré < p en z a coefficients dans 0. Posons donc =1t +#z+
ee .o+ 1po12?77 avec ti€o (0=i=p—1). Puisque tu & m”oly], les tiu sont
dans m”.  Par ailleurs, puisque # n’est pas dans M et z€ M, £, n’est pas dans
m, ol t;' €0 et u=1t;'(tyu) € m".

On en conclut que la topologie m-adique de ¢ est celle induite par la topo-
logie mi-adique de . Comme o est dense dans ! (prop. 1), on en conclut que
I'application identique de o dans son complété 0 se prolonge en un isomorphisme
de t dans 0 et que 0 peut s’identifier au complété de ? relativement a la topologie
définie par mt.

M. Nagata a de plus démontré que I'anneau ! est noethérien. Rappelons
ici sa démonstration. Identifions le complété de t 4 I'anneau 0. L’anneau 0
étant noethérien, il suffira de montrer que, pour tout idéal a de f, on a a=ad N1
Soit # un élément de ad M. Cet élément appartient a Iidéal engendré dans b
par un nombre fini d’éléments %1, . . ., % de a. Il existe un élément x € ) tel
que Xi. - .., Xn, % appartiennenf A I'anneau local 1, de Iidéal MNHN K(x).

Or, nous avons vu que M N HN K(x) est contrdlé par 0; son anneau de décom-
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position par rapport a o est donc H M K(x) tout entier, et il résulte de ce que
nous venons de voir que o s’identifie & la complétion de f,. Si b est Iidéal
engendré par xi, . . ., ¥» dans ,, 'élément u appartient a I'idéal engendré par
b dans la complétion de t,. Or, K(x)/K est une extension séparable finie; o
étant normal, ) N K(x), qui est entier sur o, est un d-module fini, donc un an-
neau noethérien. IL’anneau !, est donc noethérien, et on en conclut que # € b,

d’oi # € a, ce qui achéve la démonstration.

Appendice
Le théoréme de Akizuki et Krull

Soit o un domaine d’intégrité noethérien qui ne posséde gqu'un seul idéal
premier m = {0}. Nous nous proposons de montrer que 'anneau dérivé normal
o de o est noethérien.

Soit o’ un sous-anneau de o contenant o et fini sur 0. Nous nous proposonos
de montrer que, pour tout élément x = 0 de m, la longueur du o’-module o/¢'x
est au plus égale 2 celle du o-module o/ox. Pour ce faire, remarquons que,

1

pour tout x>0, la longueur de o0x"/ox”"! est égale a la longueur % de 0/0x;

car lapplication ¢ - #x” est un isomorphisme de o sur 0x” qui applique ox sur
0x""'. On en conclut que, si m > 0, la longueur de cx”/ox™*™ est mh. Par ail-
leurs, puisque o' est entier et fini sur o, il y a un élément d€ o, d = 0, tel que
o’dCo. L’idéal od étant primaire pour l'unique idéal maximal m de o (si, comme
on peut le supposer, d € m), il y a une puissance de m contenue dans od, donc
aussi un exposant @ > 0 tel que x°“ € od, d’oi o' Co. Tout idéal de o' contenu

47 il contient

dans o’ x® est donc un idéal de o; de plus, si cet idéal contient o' x
a fortiori vx®™”. La longueur de o'x%/0'x%"" est donc au plus égale 2 celle, (a
+n)h, de o/ox®"", Par ailleurs, cette longueur est nk, si k' est la longueur
de o//o'x; on a donc nh' < h(a+mn). La validité de cette formule pour tout
n> 0 entraine #' £ h. Ceci dit, supposons pour un moment qu’il existe une
suite infinie strictement croissante (§;) d’idéaux de 6. On peut supposer que
@1 % 0; on peut alors trouver un élément x % 0 dans a; N 0. Soit & la longueur
de o/ox. Pour chaque 7, soit y; un élément de a;+; non contenu dans &;, et soit
o' =oly;, ..., y4l. Les idéaux o'MNay, ..., o' N ass: de o sont alors tous dis-
tincts les uns des autres et de ¢o'; de plus, ils contiennent tous o'x. L’anneau

o’ est fini sur o, et la longueur de 0'/v'x est = h+1, d’ou contradiction.
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Le méme raisonnement prouve manifestement que tout anneau inter-
médiaire entre 0 et 9 est noethérien (résultat dd a Akizuki).

Par ailleurs, il y a au moins un idéal premier m de o dont Iintersection
avec 0 est m, et il est bien connu que l'anneau local de m est un anneau de
valuation discréte non triviale b; b contient donc o, et son idéal maximal con-

tient m: c’est le résultat utilisé dans le texte.

REFERENCES

{1] Y. Akizuki, Einige Bemerkungen iiber primire Integritéitsbereiche mit Teilerkettensatz,
Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 17, 1935.

{2] Cohen and Seidenberg, Prime ideals and integral dependance, Bull. Amer. Math. Soc.,
52, 1946.

{3] W. Krull, Ein Satz iiber primire Integritdtsbereiche, Math. Ann., 103, 1930.

[4] M. Nagata, On the theory of Henselian rings, Nagoya Math. Journ., 5, 1953.

[5] P. Samuel, Algebre locale, Mémorial des Sciences Mathématiques, fasc. 123, Paris,
Gauthier-Villars, 1953.

Universitée du Nagoya

https://doi.org/10.1017/50027763000018031 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000018031



