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Résumé. Si (Q, 6, u, T) est un espace dynamique probabilisé et si fe L'(u),
I’ensemble des points @ pour lesquels la suite

= Nz {exp [iP(m)] - f(T"w)}

converge pour tout polyndme réel P, est de mesure 1.

Pour démontrer ce résultat on utilise la notion de disjonction de systémes
dynamiques et le fait que la disjonction est une propriété préservée par les extensions
isométriques.

Abstract. If (Q, 6, u, T) is a measure preserving system and if fe L'(u) then, for
almost all w, for every real polynomial P, the sequence

% NZ:l {exp [iP(n)] - f(T"w)} converges.

To prove this result we use the concept of disjointness of dynamical systems and
the fact that disjointness is preserved by isometric extensions.

Introduction

Soit (£, €, 1) un espace probabilisé muni d’une transformation T préservant la
mesure p. Le théoréme ergodique de Wiener-Wintner [7] affirme que, pour toute
fonction f intégrable sur (2, 6, u), il existe O, dans la tribu € tel que: u(Q,)=1
et pour tout w € (0, pour tout « réel, la suite

(% X texp 2mina) - 701
N .o
est convergente.

La nouveauté de cet énoncé par rapport au théoréme ergodique de Birkhoff réside
dans le fait que I’ensemble (), peut €tre choisi indépendamment du réel a.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant.
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THEOREME 1. Pour toute fonction f intégrable sur (), €, ), il existe )} dans la tribu
% tel que:

w(Qp)=1

et pour tout w € ()}, pour tout k entier positif, pour tous «,, a,, . .., a réels, la suite
1 N-1

(—ﬁ Y {exp[2wi(na,+na,+- - -+ n*ay)] -f(T"w)}) (1)
n=0

est convergente.

On obtiendra également des résultats sur la limite de la suite (1). En particulier,
si le systtme dynamique ({2, €, u, T) est faiblement mélangeant et si fe L'(u), il
existe ; de mesure 1 tel que: si w € Q; et si un des ¢; est irrationnel, alors

N-1

1
Nlim N Y {exp[2wi(na,+n’a,+- - +n*a)] f(T"w)}=0.
> 4o neo

Présentation de la démonstration

Le théoréme ergodique de Wiener-Wintner peut se démontrer de fagon rapide en

utilisant la théorie des systémes dynamiques disjoints, développée par Furstenberg

dans [3] (les définitions seront rappelées dans 1.1). Cette démonstration est présentée
dans [5]. Elle est basée sur le fait qu’un systéme dynamique ergodique quelconque
et un systéme dynamique ergodique a spectre discret sont disjoints dés qu’ils n’ont
aucune valeur propre en commun. Cette idée et la lecture de [2] et [3] conduisent
naturellement 4 une généralisation du théoréme de Wiener-Wintner. Dans [2] et
[4], Furstenberg construit des systemes & spectre discret généralisé pour faire
apparaitre des expressions de la forme
1 N-—1
— ¥ exp[Rim(na,+n’a,+- - -+n*a;)]
N 2o

et pour démontrer le théoréme d’équirépartition de H. Weyl. Dans [3], Furstenberg

donne les arguments permettant de démontrer que ‘la disjonction est préservée par

extension isométrique’. On en déduira qu’un systéme dynamique ergodique quelcon-
que et un systéme dynamique ergodique a spectre discret généralisé sont disjoints
dés qu’ils n’ont aucune valeur propre en commun.

Tout cela est précisé dans la suite de cette note.

Dans la premiere partie, on rappelle la définition de la disjonction, la définition
des extensions isométriques et on démontre que la disjonction est préservée par
extensions isométriques (Théoréme 3).

Dans la seconde partie, on démontre le Théoréme 1. Cette démonstration se
décompose en deux parties:

—Ile Théoréme 3 permet d’étudier la convergence presque sire de (1) pour tous les
k-uplets (a,, a-, ..., a;) sauf pour une famille dénombrable de valeurs de ay;
ceci conduit a I'énoncé du Théoréme 4.

—il faut ensuite étudier la convergence presque siire de (1) pour tous les k-uplets
(a), as, ..., a,) ou a, est fixé (voir la remarque du § 2.2 et la Proposition 2).
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Remarque. Dans toute la suite, on appellera systéme dynamique un triplet (2, u, T)
ol ) est un espace compact métrisable muni de sa tribu borélienne, u est une
probabilité réguliere sur ) et T est une transformation continue de (), préservant
la mesure u. Grice a des théorémes de représentation on sait que cette hypothése
topologique n’est pas réellement restrictive pour les résultats qui nous intéressent
(cf. [4], chapitre 5).

1. Un théoréme de disjonction

1.1. Systémes dynamiques disjoints

Définition 1. Soient S=(Q, u, T) et ¥'=(Q, ", T') deux systémes dynamiques.
On appelle couplage des systemes & et &' toute mesure réguliére sur le produit
Q%' qui se projette sur, respectivement, u et ' et qui est invariante par la
transformation T x T'. On dit que les systemes & et &' sont disjoints si la mesure
produit u ® u' est le seul couplage des deux systémes.

Rappelons qu’un point @ du systéeme & =(Q, u, T) est dit générique dans & si,
pour toute fonction continue f sur ), on a:

1 N-1
lim — T'w)= du.
Jim 'Z.Of( w) jﬂf w

On sait que si le systéeme & est ergodique, presque tout point de () est générique
dans &; ceci est une conséquence immédiate du théoréme ergodique de Birkhoff et
de la séparabilité de I’espace des fonctions continues sur (), muni de la topologie
de la convergence uniforme.

Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant, dont la démonstration ne
présente pas de difficulté.

THEOREME 2. ([3], Théoréme 1.6.) Soient & et &' deux systéemes dynamiques disjoints.
Si w est un point générigue dans & et o' un point générigue dans &' alors le couple
(w, w'") est générique dans le systéeme produit ¥ x &'

1.2. Extensions isométriques
On reprend la définition des extensions isométriques donnée par Thouvenot dans
[6], en imposant en plus la continuité des transformations.

Définition 2. Soit &, =(Q,, u,, T\) un systéme dynamique. Soient H un groupe
compact métrisable et K un sous-groupe fermé de H. Notons m I'image, sur le
quotient H/K, de la probabilité de Haar de H. Soit ¢ une application continue de
Q dans H. Le systéme &, =(Q,, u», T>) défini par Q,=Q,x H/K, pu,=u,®m et
Tow,, h- K)=(T w,,(¢(w,) - h) - K), sera appelé une extension isométrique du
systéme ¥, .

1.3. La disjonction est conservée par extension isométrique
Ce titre est précisé par I’énoncé suivant:

THEOREME 3. Soient ¥ et ¥, deux systémes dynamiques ergodiques. Soit &, une
extension isométrique de &\. Si & et &, sont disjoints et si le systéme produit & X &,
est ergodique, alors & et &, sont disjoints.
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La preuve de ce théoréme est essentiellement contenue dans celle du théoréme 1.4
de [3]. La seule nuance est que, dans le cas d’une extension isométrique sous la
forme ici définie, I’action de H sur {), ne commute pas nécessairement avec la
transformation 7,.

Preuve du Théoréeme 3

On note ¥=(, u, T) et on reprend les notations de la Définition 2. Soit » un
couplage des systtmes & et &,. Si ¥ est une fonction mesurable, bornée et positive
sur H, on définit une mesure vy sur le produit X Q, par

Jf(w,w.,h- K)dvy(w, 0, h- K)

=-[Jf(w,w,, h'h-K) -¥(h')dv(w,w,,h- K)dh,

pour toute fonction f continue sur Qx,. (ou dh’ désigne la mesure de Haar
normalisée de H). On va construire une suite (v ) de ‘régularisées’ de v qui seront
absolument continues par rapport a la mesure produit u ® u., T X T,-invariantes
et qui convergeront vers v. Notons A la projection de » sur ) x(,. La probabilité
A est un couplage de & et &, et, ces deux systémes étant supposés disjoints, on a
A=upu®u,. La probabilité v, (i.e. vy, avec ¥=1)estégale A A@m=pu@u,Om=
©w®u,. De plus il est immédiat que, pour toute fonction ¥ mesurable et bornée,
la mesure vy est absolument continue par rapport a v,.

Supposons que ¥ est invariante sous les automorphismes intérieurs de H, c’est-a-
dire que, pour tous h et h' dans H, W(h h’ h~') = ¥(h'); montrons qu’alors la mesure
vy est T X T,-invariante.

Jf°(TXT2) dvy
= J f(Tw, TYw,, ¢{w,)h'hK) - ¥(h') dh' dv(w, w,, hK)

= J S(Tw, To,, ¢(w,)hh"K) - ¥ (h") dh" dv(w, w,, hK).

(On a effectué le changement de variable h"=h"'h’ h). Du fait que » est T X
T,-invariante, on déduit alors que

JfO(TX T,) de=jfde.

On a:

- vk

- v, est T x T,-ergodique (par hypothése)

- vy est T X Tr-invariante.

On en déduit que la mesure »,, est proportionnelle a la probabilité v,.
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Soit d une distance bi-invariante sur le groupe H; notons e ’élément neutre de
H. Posons, pour tout h dans H,

¥.(h) = max (O,-rll-—d(e, h)).

wn=(J vn(h)dh>_ -

Chaque fonction ¥, est mesurable, bornée, positive et invariante sous les automor-
phismes intérieurs de H. De plus chaque mesure vy, est une probabilité. D’aprés
ce qui précede, on a donc vy, = v,.

Du fait que le support de ¥, est inclus dans la boule centrée en e et de rayon
1/n, on déduit que la suite (vy,) converge étroitement vers v. On peut conclure que
v est égale a la mesure produit v,, et le Théoréme 3 est démontré.

Posons

2. Un théoréme ergodique du type Wiener- Wintner
L’étude qui préceéde va nous permettre de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 4. Soit ¥=(Q,u, T) un systéme dynamique ergodique. Soient
a,, a,, ..., a,des nombres réels. On suppose qu’il existe un indice l entre 1 et k tel que:
(a) a, est irrationnel et «;,,, a;,», ..., a, sont rationnels.

{b) aucune puissance non nulle de exp (2iwl! o)) n’est une valeur propre de &.

On a alors: pour tout point w générique dans &, pour toute fonction f continue sur £},

N-1

1 )
Nlim N Y {exp [Rim(na,+n’a,+- -+n"ak)] cf(T"w)}=0.
-+ n=0

2.1. Preuve du Théoreme 4

Nous examinons en premier lieu le cas ot /= k. Rappelons une construction de
Furstenberg ([4], chapitre 3). On pose a = k! a;. On considere le systéme dynamique
% =((R/2)*, my, S.), ot m, est la mesure de Lebesgue et S, est la transformation
définie par

Si(xy, Xa, o, x )= Fa, X+ X, X3+ X, ..., X H X ).

Le nombre a étant supposé irrationnel, on sait que ¥, est ergodique et méme
uniquement ergodique, autrement dit que tout point de (R/Z)" est générique
dans ¥%,.

Posons

Pi(x)=ax+ax’+- -+ ax
P, (x) =P (x+1)— P(x),
P 5(x)=P._(x+1)—P,_(x),...
Pyx)=a.
Chaque P, est un polyndme de degré j et
Si(P,(0), P5(0),..., P.(0))=(Py(n), P,(n),..., P(n)).
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On considére la fonction g continue sur (R/Z)*, définie par
g(xy, X5,..., xx) =exp 2imx,.
On a alors
g(Si(P,(0), Py(0),..., P(0)) =exp [2im(na,+ n’a,+- - -+ n*a,)].

Le systeme &, est construit a partir du systéme trivial par une succession finie
d’extensions isométriques. Grice au Théoréme 3, on peut affirmer que & et ¥
seront disjoints dés que leur produit sera ergodique. Ces deux systémes étant
ergodiques, il suffit, pour que leur produit soit ergodique, qu’ils n’aient aucune
valeur propre en commun (autre que 1). Or les valeurs propres du systéme ¥, sont
celles de la rotation x—x+ a sur R/Z; ce sont les exp (2impa) avec pe Z. Sous les
hypothéses du Théoréme 4, les systémes & et ¥, sont donc disjoints.

Soit  un point générique dans ¥ et X, un point quelconque dans (R/Z)*. Grace
au Théoréme 2, on peut affirmer que, pour toute fonction F continue sur (R/Z)* x Q,
on a

N->+x

1 N-—1
lim N Y F(SiX,, T"w)=J F(X, o) dm(X) du(’).
n=0
Soit f une fonction continue sur Q et g la fonction précédemment définie sur
(R/Z)*. En appliquant la formule précédente a la fonction F=g®/f et au point
Xo=(P,(0), Py(0),..., P.(0)), on obtient exactement le résultat annoncé:

. 1 N-1
lim — Y {exp[2iw(na,+n’a,+ - -+n‘a)] f(T"w)}=0.
N-+x N ,Zo
Le résultat général, dans le cas ou /€[1, k[, se déduit du résultat précédent.
Supposons en effet a;,,, a,,, ..., a, rationnels. Si g est un dénominateur com-
mun a ces kK — I/ nombres rationnels, la suite
exp [2im(ay n' ' +apan' -+ an®)]

est périodique et de période q.
On peut alors écrire

1 N1 R '
~N Y exp[Rim(na,+n’a,+- - -+ n*a)] - f(T"w)
n=0
1 q-1 q . ! n
= > N Y Aexp[2im(na,+---+n'a)]- f(T"w)}
p=0 O=n< N
n=plq]

-exp [2im(p" o, + - -+pkak)]>.

Or, grace au résultat précédemment démontré on peut affirmer que si f est une
fonction continue sur (2 et si w est un point générique dans ¥, alors

lim 4 Y {exp[2im(na,+- - -+n'a)] f(T"w)}=0.

N—+x 0= n< N
n=plq]

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 4.
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2.2. Remarque
Pour démontrer le Théoréme 1, nous aurons besoin du résultat plus faible suivant.

ProrosSITION 1. Soient (Q, u, T) un systéme dynamique et a,, a-, . . ., a, des nombres
réels; alors, pour toute fonction f intégrable sur ({1, n) et pour u-presque tout w, la
suite (1) est convergente.

On pourrait justifier cette proposition en invoquant un théoréme ergodique récent
dii 2 J. Bourgain [1] et concernant la convergence presque siire d’expressions de la
forme

1 NZ_I TR TP L TRmE

N 2o
oil les T, sont des transformations qui commutent et préservent la mesure, ou les
P, sont des polyndmes a coefficients entiers et ou F est une fonction de carré
intégrable.

Mais nous pouvons démontrer cette proposition sans utiliser ce théoréme difficile.

En fait, on va raisonner par récurrence et la proposition ‘4 I'ordre k’ sera une
conséquence du Théoréme 1 ‘a 'ordre k—1°.

2.3. Preuve du Théoréme 1

Commengons par remarquer qu’il suffit, pour démontrer le Théoréme 1, de prouver
le résultat pour tout entier naturel k fixé (il n’y aura ensuite qu’a considérer une
réunion dénombrable d’ensembles négligeables). Raisonnons par récurrence sur k.
Pour k=0, c’est le théoréme ergodique de Birkhoff. Soit k€ N*. Supposons que:
pour tout systéme dynamique (2, u, T), pour toute fonction f intégrable sur (2, u),
pour p-presque tout w, pour tous 8,, B,, ..., Bi_, réels, la suite

N I {exp [2in(nB,+n*By -t B )] f(T7))

est convergente. Nous allons déduire de cette hypothése la proposition suivante.

PrOPOSITION 2. Soient (Q, u, T) un systéme dynamique et a un nombre réel; alors,
pour toute fonction [ intégrable sur (Q, ), pour u-presque fout w, pour tous
@y, Qs,...,q._, réels, la suite
1 Nt . k—1 k n
N Y {exp[2im(na,+---+n""'a,_,+n"a;)] f(T'w)}
n=0
est convergente.
Fixons le systéme (), u, T) et le réel a. Considérons le systeme &, = (R/Z)*, my, Si)
défini dans la preuve du Théoréme 4. On a
Sk(xla Xayeon 7xk)=(xl+as x2+xl, e ,xk+xk—-l)a
et, pour tout entier n> 0, la derniére composante de Si{x,, x»,..., x;) est

X+ Clxu +C3x st +C¥'x,+ Cha;
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cette derniére composante s’écrit donc sous la forme (n*/k!)a + p(n) ol p est un
polynome de degré k—1.
Appliquons I’hypothése de récurrence au systeme produit %, x &. On a:
pour toute fonction F intégrable sur (R/Z)* x Q,
pour m; ® u-presque tout (X, w) dans (R/Z)* xQ,

pour tous 8,, B, ..., Bi_, réels,
la suite

T fexp [2im(nBy++ -+ B_)] - F(SIX, T'w)

est convergente.

Soit f une fonction intégrable sur (Q, ). Si X = (x,, X5,..., X )€ (R/Z) et w e Q,
posons

F(X, w)=-exp (Rimk!x,) - f(w)
De (2), on déduit que: il existe X dans (R/Z)* tel que,

pour w-presque tout o,
pour tous B,, B,,..., Bi_, réels,
la suite

T fexp [2im(nBy++ -+ n* )] F(SIX, T'w)} ?

est convergente.
Fixons un tel point X =(x,,x5,...,x,).On a
F(S?X, T"w)=exp [2im(n*a+k!p(n))]- f(T"w).

De (3), on déduit que: pour u-presque tout w, pour tout polyndme g de degré k—1,
la suite

1 No .
~ L {exp[2im(n'a+q(n)]- f(T"w)}
n=90
est convergente. La Proposition 2 est ainsi démontrée.

Etablissons a présent le Théoréme 1 (a I’ordre k). Soient &¥ = (), u, T) un systéme
dynamique ergodique et f une fonction continue sur {2. Notons (' I'’ensemble des
points génériques dans &; I'ergodicité de ce systéme assure que u(Q’)=1. Pour
tout a réel, notons () l’ensemble des points o de ) tels que, pour tous
a,, &, ..., aq_, réels, la suite

1 N7t .
N Y {exp[Rim(na,+---+n*'ay_ +n*a)]- f(T'w)}
n=y
est convergente. La Proposition 2 affirme que w(Q;)=1.

Notons D I’ensemble des nombres réels a qui sont rationnels ou tels qu’une

puissance non nulle de exp [2w7ia] soit une valeur propre de &. L’ensemble D est
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dénombrable. Le Théoréme 4 permet d’affirmer que, pour tout a n’appartenant pas
a D, onaQ'cQ. Posons

-(nou)ne
acD
On a 1(Q)") =1 et, pour tout @ dans ", pour tous a,, a,, ..., a, réels, la suite (1)
est convergente. Le Théoréme 1 (a ’ordre k) est donc démontré quand f est continue
et quand le systéme dynamique est ergodique.

Le résultat s’étend par densité a toutes les fonctions f intégrables; en effet, si

M(f)= sup ‘_ Z {exp [2im(na,+- - -+ n'a)] - f(T"0)}|,

N=>0

I’inégalité maximale de Hopf assure que, pour tout A >0,

w(M(f)>ap =1Ll ”f”‘

cette inégalité maximale uniforme en les a;, entraine que I’ensemble des fonctions
f vérifiant la conclusion du Théoréme 1 est fermé dans L'(u).

Pour achever la démonstration il ne reste plus qu’a 6ter I'hypothése d’ergodicité
du systéme dynamique. Ceci se fait par le procédé usuel de désintégration d’une
probabilité invariante en barycentre de probabilités ergodiques. En effet cette for-
mule de désintégration permet d’affirmer que: si une partie mesurable " de Q
vérifie u(Q") =1 pour toute probabilité u qui est T-invariante et ergodique, alors
on a u(€)") =1 pour toute probabilité w qui est T-invariante.

La preuve du Théoréme 1 (a I’ordre k) est terminée. Ceci achéve le raisonnement
par récurrence et la démonstration du Théoréme 1.
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