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Abstract. Themain goa of thisLetter isto give anew proof of aresult conjectured by D. De George
and N. Wallach and proved by P. Delorme and to extend it to the S-arithmetic setting. The proof is
based on adensity principle.

Résumé. Cet article a pour objet de donner une nouvelle preuve de la conjecture énoncée par
D. De George et N. Wallach et prouvée par P. Delorme et de généraliser ce résultat dans un cadre
S-arithmétique. Notre preuve est fondée sur un principe de densité.
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Introduction

Soient G un groupelocalement compact unimodulaire, I1,,(G) sondual unitaire, ;¢
lamesure de Plancherel de G. Si T" est un sous-groupe discret de G, co-compact, la
représentation réguliére droite de G dans L?(I'\G) est somme directe dénombrable
de représentations unitaires = avec multiplicitésfiniesmp () . Lamesure associée
a la décomposition spectrale de la trace dans la représentation réguliere droite de
G dans L?(T'\G) est

pr = vol(\G) 1 Z mrp (7)dy.
w €1l (G)

D. De George et N. Wallach ont énoncé une conjecture qu’il est naturel de
généraliser
PRINCIPE DE CORWIN, DE GEORGE ET WALLACH. Nous dirons qu'un
groupe localement compact unimodulaire G satisfait au principe de Corwin—

De George-Wallach si pour toute famille (T',),, ¢ v de sous-groupes discrets co-
compacts de G telle que

(1) pour tout n, I',, est normal dans Ty,
(2) pour tout n, I'y; D Ty,
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(3) I'intersection des T, est réduitea {1},

et pour tout ouvert U de I1,(G), relativement quasi-compact et dont la frontiere
est de ;«“-mesure nulle

1im pup, (U) = u€(U).

Ce principe a été établi par L. Corwin (Corwin, 1977) pour les groupes nilpo-
tents connexes et simplement connexes (sans I’ hypothese de normalite (i)) et par
P. Delorme (Delorme, 1986) pour les groupes de Lie linéaires semi-simples con-
nexes. Notre preuve repose sur un principe de densité que nous établirons pour les
groupes linéaires réductifs connexes sur un corps local de caractéristique zéro.

Soient G un groupelocalement compact unimodulaire, 1+ une mesure borélienne
positive sur le dua unitaire IT, (G) de G et H une sous-algebre de convolution de
I’ algebre L1(G') formée de fonctions telles que pour toute représentation unitaire
irreductible = € I1,,(G) I’ opérateur m(¢) soit a trace. La transformée de Fourier
scalaire de ¢ est lafonction sur le dual unitaire

b trm ().

PRINCIPE DE DENSITE. Nousdironsqueletriplet (G, 7, 1) satisfait au principe
dedensitési I’ assertion suivante est vérifiée: soit f lafonction caractéristiqued’ un
ouvert U relativement quasi-compact p-régulier deIl, (G); pour tout e strictement
positif, il existe ¢ et ) dans H telles que

-l <P et p@)<e
L’intérét du principe de densitévient delaproposition suivante (Proposition 1.3).

PROPOSITION. Soient G un groupelocal ement compact unimodulaire, H |’ algebre
de Hecke de G et 1“ une mesure de Plancherel sur le dual unitaire de G. S le
triplet (G, H, u“) satisfait au principe de densité, alors G vérifie le principe de
Corwin-De George-\Wallach.

Nous établissons un theoréme de densité pour les groupes réductifs sur un corps

local de caractéristique zéro et plus généralement pour les produits d'un nombre
fini de tels groupes.

THEOREME DE DENSITE 7.3(b). Considérons un ensemble fini de groupes
linéairesalgébriquesréductifsG; définissur descorpslocaux F; decaractéristiques
zéro. Soient G; = G;(F;) et G le produit de groupes G;. Soient H |’ algebre de
Hecke de G et u“ la mesure de Plancherel sur le dual unitaire de G, alors
(G, H, %) vérifiele principe de densité.

Nous en déduisons le theoreme de Delorme généralisé au cas d' un produit
de groupes réductifs sur des corps réels ou non-archimédiens; cela permet en
particulier de traiter le cas des tours de sous-groupes S-arithmétiques.
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THEOREME 1.6. Soit G comme ci-dessus et soit (I' ),en Une famille de sous-
groupesdiscretsco-compactsde G vérifiant les hypotheses du principe de Corwin—
De George-Wallach. Alors pour tout ouvert U relativement quasi-compact 1. -
régulier, la suite desmesures ur,, est telle que

pr, (U) = p(U).

Si les sous-groupes discrets sont seulement supposés de co-volume fini, les
choses se compliquent. Par exemple il existe des suites de sous-groupes arithmé-
tiques de SL»(Z ) dont le co-volume tend vers|’infini mais pour lesquels la variété
quotient est de genre 1. On peut tout de méme espérer que, souscertainesconditions,
lamesure associéealadecomposition spectrale de latrace dansle spectrediscret de
L?(T'\G) (voire dansle spectre cuspidal si G' est réductif) converge verslamesure
de Plancherel lorsque I tend vers {1}. Il n’y a pas encore de résultats complets
dans cette direction, néanmoins, sans autre restriction sur I', Savin (Savin, 1989) a
obtenu la convergencede i (U) verslamesure de Plancherel de U dansle casou
U est réduit aun singleton du spectre discret de G.

Nous avons bon espoir de demontrer un énoncé géenéral en utilisant la formule
des traces invariante d’ Arthur. Nous avons d'ailleurs déja obtenu des résultats
partiels pour le cas PGL.

1. Principe de Corwin—-De George-Wallach

e Mesure associée a un sous-groupe discret co-compact

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, notons Hu(é) le dual uni-
tarede G, i.e I ensemble des classes d' équivalence de représentations unitaires
irréductibles de G, muni de la topologie de Fell (Fell, 1960). Nous fixons une
mesure de Haar sur G et en déduisons une mesure de Plancherel sur IT,, (G), notée

;ﬁ. Soit I" un sous-groupe discret co-compact dans G. Lareprésentation réguliére
droite pr de G dans L?(I"\G) est somme directe dénombrable de représentations
unitaires 7 avec multiplicités finies, mp (7). Lamesure

pr=vol(\G)™* Y mp(7)s;
e (G)

est, au facteur vol (I'\G')~* prés, la mesure associée & la decomposition spectrale
de la trace dans la représentation réguliére droite de G dans L2(I'\G). En effet,
soit f € C2°(G) une fonction lisse et & support compact sur G, | opérateur pr(f)
apour trace

wr(pr(f)) = D mr(@) w(@(f))

el (G)
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et donc
tr(pr(f)) = vol (M\G)pr (f)

(f désigne la transformée de Fourier scalaire de f). La formule des traces de
Selberg, qui est simple a prouver et a écrire dans le cas co-compact, donne une
expression ‘ géométrique’ pour cettetrace. Notons{I'} un ensembledereprésentants
des classes de conjugaison dans I'. Nous avons (Godement, 1962; L abesse, 1990)

tr(pr(f)) = Y. vol(T,\G4)@5(7, f),

ve{l'}

ou T, et G, désignent les centralisateurs de y dans T et G respectivement et
® (v, f) estl'integrale orbitale de f sur I’ orbite de vy

~ = ™ 1yz) di.
2500 0) = [ S d

Toutes les sommes et intégrales sont absolument convergentes.

e Mesure associée a une fonction lisse a support compact
Appliquons ce qui précéde & un groupe G qui est un produit

G=Gx@.
Soit f unefonctionsur G x G' decomposée, i.e. unefonctiondelaforme f = ¢®h.

LEMME 1.1. Soit h dans C2°(G") de type positif; alors, pour toute représentation
m dans1l,(G), la série

Z mr(r @ ' )h(n')

' €lL, (GY)

est convergente. Nous noterons sa somme my (, h).

Preuve. Soit = dans I1,,(G), il existe ¢ dans C°(G) de type positif et dont la
transformée de Fourier scalaire ne s'annule par sur 7. Nous savons que |’ opérateur
pr(¢ ® h) est atrace et donc

( Z mp(m ® W’)E(ﬂ")) d(7) < tr(pr(p ® h)) < oo,

€L, (GY)

Sous ces conditions, nous définissons une mesure borélienne positive sur 11, (G)
en posant
1

- G S mp(m, b,

mell, (G)

Hh
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ou 4, est lamasse de Dirac en 7. Lamesure i, est telle que

-~

(@) = ———tr(pr (¢ ® h)).

N vol(I'\G)

e Tours

DEFINITION. Nous dirons qu’ une suite de fonctions (A, ),cx dans C°(G') est
une tour de fonctions tendant vers 1 si

— pour tout n dansN, h,, (1) = 1,

— pour tout = dans G’ distinct de 1, lim,,_, o hy, (z) = 0,

— il existe une fonction g continue et a support compact sur G’ qui majore
absolument tous les ééments de la suite: pour tout = dans G’ et pour tout n
dans, |k ()] < g(2),

— pour tout . dans N, h,, est une fonction de type positif, ¢’est-a-dire que, pour
tout = dans L, (G) et tout n dans N, hy,(w) > 0.

PROPOSITION 1.2. Soit I un sous-groupe co-compact de G = G x G’ qui se
projette injectivement dans le second facteur et (h,),en UNe tour de fonctions
tendant vers 1. Alors, pour toute fonction ¢ lisse et a support compact sur G, nous
avons

lim pun,, (6) = p%(9).

n— 00

Preuve Les intégrales orbitales sont absolument convergentes. L e theoréme de
convergence dominée montre que, Si z # 1, nous avons

lim @G/(.’I), hn) =0.

n—0o0

Comme

27,4 @ hy) = (v, 8)Ra (7, hn),

lacontribution de chaque classe de conjugaison non trivialetend versO0. Par ailleurs,
par hypothese, ® (1, h,,) = h, (1) = 1. Commetoutes|esexpressionsqui entrent
danslaformule des traces sont absolument convergentes, une nouvelle application
du théoreme de convergence dominée montre qu’alalimite

im tr(pr(9 ® b)) = vol(T\G) (1),

PROPOSITION 1.3. Soit I' un sous-groupe co-compact de G = G x G/ qui se
projette injectivement dans le second facteur et (4, ),cn Une tour de fonctions
tendant vers 1. Alors, pour toute fonction sur I, (G), f, borélienne bornée et telle
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que, pour tout ¢ strictement positif, il existe ¢ et 1) lisses a supports compacts sur
G vérifiant |f — ¢| <1 sur T1,(G) et u%(¢)) < e, nous avons

lim jun, (F) = nE()-

n— 00

Preuve. En effet, pour tout ¢ strictement positif, il existe ¢ et ¢ lisses asupports
compactssur G telles que

f-dl<v e u@)<e

Et donc
it (F) = 19 (F)| < on () + |in, (6) — nC(B)] + u& ()
< ing () = pC ()] + 268 () + |, (6) — 1€ (9)]
< 4,

des que n est assez grand.
Nous allons maintenant construire divers exemples de cette situation.

e Exemple fondamental
Soit G un groupe |ocalement compact unimodulaire et soit (I';,),,cn unefamille de
sous-groupes discrets co-compacts de G tels que

(1) Pour tout n,, T',, est normal dansTg,
(2) Pour tout n, 'y, D Ty,
(3) L'intersection des T, est réduitea {1}.

Nous dirons gqu’' une telle famille de sous-groupes est une tour de sous-groupes
tendant vers 1. Soit G’ le groupe profini limite projective des quotientsI',,\I'o

G' = limT,\T.

Nous pouvonsidentifier I'o aun sous-groupe dense de G’ Soit I le sous-groupe de
G = G x G' obtenu par le plongement diagonal deT'o dans|le produit. L’ adhérence
deT,, dans G’ est un sous-groupe ouvert compact H,,. La projection de I'\G sur
I',,\G admet pour fibres H,,; en effet

I\G/H, =T\(G x G'/H,) ~T,\G.

Notons h,, la fonction caractéristique de H,,. La suite (h,),ex fOorme une tour
de fonctions qui tend vers 1. La projection ci-dessus montre que, dans ce cas,
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les mesures 5, ne sont autres que les mesures ur, construites au début de ce

paragraphe
~ 1
fih, (}) = mtf(mw@ hn))
- S T ) =, ().

Nous en déduisonsle

THEOREME 1.4. Soient G un groupe localement compact et  une algébre de
fonctions lisses & supports compacts sur G tels que letriplet (G, #H, u“) vérifiele
principededensité. Soit (T, ), Unetour de sous-groupesdiscretsco-compactsde
G tendant vers 1. Alors pour tout ouvert U dell, (G) relativement quasi-compact
et n-régulier, la suite des mesures ur,, est telle que

pr, (U) = u(U).

Preuve. L e théoreme résulte immédiatement des deux propositions précédentes.

e Un cas particulier

Soit F' un corps de nombres et G un groupe linéaire algébrique réductif connexe
défini sur F'. Soit F, lacomplétion de F' ala place v. Soit S un ensemble fini de
places de F'; nous posons

Fs=[[F e a%5=][F,
veS vgS

i.e. AY estle‘produit restreint’ des complétés en dehors de S. Nous posons
G=G(Fs) G =G(A%) I =G(F).

Supposons que S contienne les places archimédiennes et soit H,, une famille
emboitée de sous-groupes ouverts compacts de G’ dont I’ intersection est réduite a
I’&éément neutre. Soit h,, lafonction caractéristiquede H,,. Lasuite (h;, ),y forme
une tour de fonctions tendant vers 1. Si de plus G est F-anisotrope, les groupes G
et I' vérifient les hypotheses de la Proposition 1.2.

e Théoreme de De George, Wallach et Delorme:

le cas S-arithmétique co-compact
THEOREME 1.5. Soit F' un corpsdenombres, S un ensemblefini deplacesde F et
G un groupelinéairealgébriqueréductif défini sur F'. Soit G le produit desgroupes
(G(Fy))ves- Soient G' un groupe localement compact et I' un sous-groupe discret
co-compact de G x G’ qui se projette injectivement dans le second facteur. S h,,
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est unetour defonctions sur G’ tendant vers 1, alors pour tout ouvert U C I, (G)
relativement quasi-compact 1. -régulier, la suite des mesures 11, est telle que

i, (U) = n€(U).

Preuve. Le théoreme résulte immeédiatement du Theorémel.4 et du theoréme
de densite 7.3.

Le Théeoreme1.5 ci-dessus redonne les théoremes de De George, Wallach et
Delorme (De George et al., 1978; De George et d., 1979; Delorme, 1986) en les
généralisant au cadre S-arithmétique co-compact.

THEOREME 1.6. Soient F' un corps de nombres, S un ensemble fini de places
de F' contenant les places archimédiennes et G un groupe linéaire algébrique
réductif défini sur F'. Soit G = G(Fy) et soit (I';,) pen Une tour de sous-groupes
discrets co-compacts de G tendant vers 1. Alors pour tout ouvert U relativement
quasi-compact 1. -régulier, la suite des mesures i, est telle que

pr, (U) = p(U).

2. Préliminairesdetopologie générale

Soit X un espace topol ogique localement compact, nous noterons Cp(X) I’ ensem-
bledesfonctionssur X avaleurscomplexeset tendant versO al’infini. Nous dirons
qu’un sous-ensemble Y de X est régulier pour la mesure . (définie sur X) si la
u-mesure de sa frontiere est nulle. Un tel ensemble seraaussi dit p-régulier.

LEMME 2.1. Soient X un espace topologique localement compact, v une mesure
de Radon positive sur X et A une sous-algebrede Cp(X'), auto-adjointe, séparant
lespointsde X et telle que pour tout z € X, il existe f € A pour laquelle f(z) # O.
Soit f une fonction v-Riemann-intégrable sur X; pour tout ¢ strictement positif, il
existe des fonctions g et h dans A telles que

If—gl<h e v(h)<e.
Preuve. Par compacité et auto-adjonction, il existe une fonction hg dans A qui
est réelle positive et supérieure a 1 sur le support de f. Leréel ¢ étant donné, soit
1 tel que

e1(/|hol|eo + 3v(ho)) < &,

|hol|oo = sUp |ho(z)]-
zeX
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Il existe f1 a support compact, v-Riemann-intégrable et telle que f = f1ho. En
effet, nous pouvons supposer quel’ ensembl e des points de discontinuitéde f; estle
mémequecelui de f, car hoest continue, et nous pouvonsutiliser lecritereclassique
de Riemann-intégrabilité (Schwartz, 1981, Théoreme 63), asavoir que sespointsde
discontinuité sont de -mesure nulle. Donc, il existe g1 et hy continues & supports
compacts telles que | f1 — g1| < h1 et v(h1) < 1. Par le théoreme de Welerstral3—
Stone, il existe ¢’ et h' dans A telles que |¢' — 1| <e1 €t |’ — hi| <e1. Nous
pouvons de plus supposer 4’ > 0: en effet nous pouvons approcher laracine carrée
de hy ae; pres par unefonction h” € A. Or si e, est assez petit

KR — ha| < |B" = V/ha|-[B7| + [B7 = \/ha|.|V/ha]
£2(2[|V haloo + €2)

1.

N IN

Posonsmaintenant h = h'hg + 2e1ho €t g = ¢'ho; ce sont desfonctionsde A telles
que|f —g| < h . Eneffet

|f — gl < |f1— g1lho +|g1ho — g'hol
< hiho + e1ho
< (haho — W'ho) + W' ho + e1ho
< h'ho + 2e1ho = h.
Deplus
v(h) < v(hiho) + v(|h'ho — hahol) + 2e1v(ho)

<
< e1(/|kolloeo + 3v(ho)) < e

Soient IT un espace topol ogi que (non-separé) et 1, unemesure borélienne positive
sur IT. Nous noterons B |’ espace des fonctions boréliennes et bornées sur I1. Nous

nous donnons un sous-espace § auto-adjoint de B N LY (x). Soit £ > 0; nous
définissons

U.={fe®B|TheF avec |f| < h et u(h) <e}.
Les (U.).~o forment une base de voisinages de |’ origine d’ une topologie 7 (i, §)
(non-séparée) sur B. Nous souhaitons étudier |I’adhérence § de § pour cette topo-
logie

F={f€B|Ve>03g,hecF avec |f —g| <h et p(h) <e}.

Nous pouvons aussi considérer latopologie 7 (u, &) dont les

WE:{f€%|3hlE§ avec |f| < hi et p(hi) <8}
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forment une base de voisinages de |’ arigine.

LEMME 2.2. Lestopologies 7 (11, ) et T (u, §) coincident sur 8.

Preuve. || suffit deremarquer queU. C W, C U Sie < €.

Soit © un espace localement compact séparé muni d’ une application continue
de IT dans ©. Par abus de notation, nous noterons par la méme lettre une fonction
sur © et son image réciproque sur II. Nous notons Co(©) I’ espace des fonctions
continues sur © tendant vers 0 al’infini. Soit A une sous-algébre de C(©) auto-
adjointe et séparant les points du compactifié d’ Alexandrov de ©. En particulier A
est dense dans Cyp(©). Nous supposons que § est un module sur A pour le produit
des fonctions et que la propriété suivante est vraie

Pour tout g € 3, il existeh € § avec |g| < h. (%)

LEMME 2.3. Soient c€ Cp(O) et g1 €F alors f = cg; appartienta 3.

Preuve. Notons A3 une fonction de § avec |g1| < h1. Pour tout e1 strictement
positif, il existea € A avec |c — a| <e1; POSONS g = agi €t h = e1hq; ce sont des
éémentsde §. Nous avons

|f — gl <eilga| <ethi=h

et u(h) = e1(h1) peut ére rendu aussi petit qu’ on veut.
Nous en déduisons immeédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.4. L’espace § est un Cp(©)-module pour le produit des fonc-
tions.

COROLLAIRE 2.5. Soit (p1,)nen Une suite de mesures boréliennes positives sur
IT telle que tout g € § soit ., -intégrable (pour tout n) et vérifie

lim 1, (9) = u(g)-

n—0o0

Alors, pour tout f € F, nous avons

lim pa(f) = u(f).

n— 00

Preuve. En effet, il existe g et h dans 3 telles que
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If—gl<h e p(h)<e.

Et donc

n (f) = (P < pn(h) + [n(g) — n(@)] + p(h)
|tn () = p(B)| + 2(h) + |1n(9) — 1(9)]

4e

ININ N

des que n est assez grand.

Nous aurons enfin besoin d’un lemme de topologie. Ce lemme est arapprocher
desthéoremesderecouvrement alaBesicovitch (Evanseta ., 1992, Theorem 1.5.2).

LEMME 2.6. Soit C' un compact de R™. Nous supposons donng, pour tout point
x de C, un voisinage ouvert V,, de z. Il existe un ensemble fini d’ ouverts (W, );c;
tel que

(1) Pour touti € I, il existe z dans C' tel que W; C V.
(2) Les(W;);e; recouvrent C'.
(3) Tout point de C' appartient a au plus 2™ ouverts W;.

Preuve. Raffinonsd’ abord les ), et choisissons, pour tout z dans C', unvoisinage
ouvert U, de z tel queld, C V, ettel queld, soit un pavé delaforme

Uy ={yeR"|pourtout 1 <i < n, |pi(y) —pi(z)| <ci(z)},

ou les (p;)1<i<n SONt les projections sur les axes de coordonnées. Extrayons un
sous-recouvrement fini de (U ) e soient (x;)1<; < telsque lesif,, recouvrent
C. Considérons la famille F des hyperplans définis par les faces des U,,. Cette
familled’ hyperplansdéfinit despavésouverts (C})1 < j < m: CESONtI€Scomposantes
connexes de

Rn\(UH>.

HeF

A chague C; nous associons un ouvert W; tel que

(1) S Cj C Uy, dorsW; C V.

2 CjcW;.

(3) Pour tout y de W; et tout indice k, si d(C;,Cy) # 0, dors d(y,C;) <
3d(C},Cy).
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/

w
k

Soit y de C' un point qui appartient a deux ouverts, WW; et W;,. Comme
d(Cj, Cr) < d(Cj,y) +d(y, Cy),

d’apreslapropriété(iii) desW;, lesouverts C; et Cj, sont nécessairement adjacents:
d(Cj,Cr) = 0.1y aau plus 2" pavés C; adjacents deux adeux. Il en résulte que
y ne peut appartenir aplus de 2™ ouverts W;.

Remarqguons que I’ énoncé précédent se généralise immédiatement aux variétées
différentiables dont les composantes connexes ont des dimensions bornées, ainsi
qu’aux quotients de ces variétés par des groupes finis. Il peut donc étre appliqué
alavariété (quasi-)algébrique des caracteresinfinitésimaux (définis au paragraphe
suivant). La dimension des composantes connexes de cette variété est majorée par
une constante ne dépendant que du groupe.

3. Préliminairesdethéorie desreprésentations

Jusqu’au paragraphe 5 inclus, F' est un corps local de caractéristique nulle et
G = G(F) I'ensemble des points sur F' d'un groupe linéaire, réductif, connexe
G, défini sur F'. Nous fixons K un sous-groupe compact maximal de G (dans le
cas p-adique, il convient de prendre un ‘bon compact’, au sens de Bruhat-Tits).
Nous notons C¢°(G) I espace vectoriel des fonctions sur G, a valeurs complexes,
lisses, a supports compacts et K -finies a droite et a gauche (cette derniere pro-
priété n’ étant utile que pour F' archimédien). Nous appellerons ‘ algebre de Hecke'
I’algebre de convolution des mesures a supports compacts sur G' qui sont le pro-
duit d’une fonction de C2°(G) et d'une mesure de Haar sur G. Nous la notons
H(G) ou simplement . Nous noterons 11(G') (respectivement Iliemp(G), 1L, (G),
I2(G), leusp(G)) I ensemble des classes d’isomorphie de représentations admis-
sibles irréductibles (respectivement tempérées, unitaires, dans la série discrete,
cuspidales) de #H et R(G) le groupe de Grothendieck des représentations de G
admissibles, virtuelles et de longueur finie. Nous munissonsI1(G) delatopologie
deFell. Unefonction f sur I1(G) se prolonge naturellement en une forme lingaire
sur R(G) que nous noterons encore f. C est en particulier le casde $ pour ¢ € H.

Nous fixons Py un sous-groupe parabolique minimal de G et My un sous-
groupe de Levi de Py. Dans le cas archimédien, nous supposons de plus Py stable
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par I'involution de Cartan associée a K. Nous noterons £ (M) |es sous-groupes
de Levi de G qui contiennent M. L’ensemble des sous-groupes de Levi de G
contenant My sera simplement noté £¢; de méme £ désignera I’ ensemble des
sous-groupes de Levi contenus dans M et contenant M. Nous notons W le
groupe de Weyl de G relatif a My. Si F' est archimédien nous notons W le groupe
deWeyl complexede G. Soient M et L dans £, nous noterons WAL un ensemble
de représentants dans W de W\ W /Wy, qui soient delongueur minimale dans
leur double classe. Soit M un sous-groupe de Levi, hous notons m son algebre
de Lie, Ay, le tore déployé maximal du centre de M, X™ (M) I’ensemble des
caracteresrationnels de M et

ayy = Hom(X"™®(M), R).

Soit x € X" (M), notons A, sonimagedansa’, = X" (M)®R. Nousdéfinissons
une application H,; de M dansa,; enimposant que
H A
x(m)| = gy
pour tout m € M et tout y € X" (M); ici gr est égal ae si F est archimédien et
ala caractéristique résiduelle ¢ de F' sinon. Nous notons M* le noyau de H,,,
X" (M) I"ensemble des caractéres non-ramifiés de M et X" (M) ceux d’entre
eux qui sont unitaires. Soit A € aj, . (le complexifié de a},); nous posons
H A
X/\(m) _ q% m(m) >
Soit P un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M; soient o € II(M)
et A € a} ; Notons o, lareprésentation de M définie par

ox(m) = xa(m)o(m)

et 7§, , I'induite parabolique normaliste de P &G, de 0. Quand A est nul, nous
I”omettrons dans la notation. La suite de composition de I'induite est finie et ne
dépend que de M non de P; il est donc légitime de poser

icm(o) = [Ilg,a]’

ou, pour une représentation admissible de longueur finie 7, nous écrivons [« son
imagedansR(G). Nousdironsque r € I1(G) est un composantdeig s (o) Sl 7 est
isomorphe & un sous-quotient irréductible de Z§ . L’ application i, e prolonge
par linéarité en un homomorphisme entre groupés de Grothendieck

icm:R(M)— R(G).
Nous dirons qu’ une représentation est standard si elle est de laforme igpro ® x

ol M appartient & LY, o aTliemp(M) €t x @ X" (M) avec x réel et régulier (i.e.
stabilisé par aucun éément non trivial de W¢;).
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Supposons F' archimédien et rappelons quelques faits énoncés par Delorme
dans (Delorme, 1986, paragraphe2.1). Soit o € IT(M), avec M € LY, nousnotons
A(o) I'ensemble des K -types minimaux de Z5  , (' est indépendant de ) et R,
le R-groupe. Tout K-type minimal 7 dans A(c) est contenu avec multiplicité
1dansZ§ _, (Vogan, 1979, Th.1.1). Le R-groupe opére simplement transitive-
ment sur A{c). Nous notons I , 4 (M) I'ensemble des classes df isomorphie de
représentations de M qui sont des limites de séries discrétes a données non-
degéenérées. Cet ensemble est vide sauf si M a un sous-groupe de Cartan compact
et Vogan montre que les représentations I,%’:M, pour M € LY, o€l ;q. (M)
et A€ajy, . engendrent R(G) (Vogan, 1981, Proposition6.6.7). S LeLY et
le centralisateur de Re(\) dans G, nous avons une décomposition orthogonale

X = Az + Aj; avec A, dansaj . Lareprésentation IﬁnL,a,ALM est alors unitaire-

ment induite et se décompose en somme directe de limites de séries discrétes

T

L — .

IPOL,U,/\LM = GB gi
i=1

etdonc,si Q = PL
T
el el
IP,O’,A = @ IQaaia)\L'
i=1

Pour 7 dans A (o), nous notons IEA(T) I’ unique constituent IG% A, Gui contient
T et j(fA(r) I’ unique sous-quotient irréductible contenant 7. Nous savons alors
que 77\ (1) = J&\(7') si et seulement si ' € R\ 7, ol R, » est |e stabilisateur
de (o, \) dans R,. Rappelons qu'il existe une relation d’ ordre notée <, sur les
séries discretes des différents sous-groupes de Levi de G, définieainsi: o < o’ s
et seulement si tous les éléments de A(o) sont de longueur moindre que ceux de
A(d").

Supposons F' non-archimeédien. Nousdisposonsdu foncteur de restriction, aussi
appeléfoncteur de Jacquet; il est adjoint agauchedel’induction. Soit P = M N un
sous-groupe paraboliquede Levi M € LY et soit 7 € I1(G). Nous noteronsrpg ()
I’image dans le groupe de Grothendieck de M de la représentation obtenue par
restriction de Jacquet de G a P. Il faut prendre garde que, méme apres semi-
simplification, contrairement au cas de I'induction parabolique, le foncteur de
restriction dépend du sous-groupe parabolique P et pas seulement du sous-groupe
delLevi M.

Nous notons ©(G) I’ ensemble des caractéres infinitésimaux. Précisons ce que
nous entendons par la. Dans|e casp-adique, nousreprenonslanotion introduite par
Bernstein (Bernstein et al., 1986, paragraphe 2.2); un caractereinfinitésimal est un
caractére du centre de Bernstein 3(G) non trivial sur lasous-algebre 3°(G) engen-
drée par les mesures e; images directes par I'inclusion de la mesure de Haar nor-
maliséesur H, pour H sous-groupe ouvert compact de G. Dansle casarchimédien,
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nous appel ons caractére infinitésimal un caractére de I’ algebre enveloppante 3(G)
deG. L' espace O(G) est I’ ensemble des points complexes d’ une variété algébrique
dans le cas archimédien et est une union digointe infinie de tels ensembles dans
le cas p-adique. Nous munissons ©(G) de la topologie de la convergence smple.
Si 7 appartient a IT1(G) nous notons @, son caractére infinitésimal. Si o € II(L)
admet 0, € ©(L) comme caractéreinfinitésimal, nousnoterons©% (6,,) lecaractére
infinitésimal commun des sous-quotients de I,Ci

Nous allons maintenant définir une algebre de fonctions A(G) qui joueunrole
crucial danslasuite. Si F' est p-adique, ©(G) est homéomorpheal’ ensembleC(G)
des données cuspidales a conjugaison pres par le normalisateur de My. L’ algebre
A(G) est I'image par cet homéomorphisme des fonctions régulieres sur C(G),
c’est-a-dire des fonctions régulieres sur chague composantes connexes de C(G).
Lesalgebres 3(G) et C(G) sont isomorphes par I’ application (de Gelfand) z — f,
ou f,(0) = 6(z). Pour montrer I'analogie avec le cas archimédien, remarquons
que les fonctions régulieres sur X" (M) sont les transformées de Fourier—Mellin
desfonctions dans C°(M/M?). Si F' est archimédien, soit y une sous-algebre de
mo® C delaformeh = ap, ®ibg, OU b est une sous-algebre de Cartan detNmyg.
En particulier h ® C est une sous-algebre de Cartan de g ® C. L'algébre A(G) est
I'image des transformées de Fourier—Laplace des fonctions W 5-invariantes dans
C2°(h) par I'isomorphisme d’ Harish-Chandra

he/We = 6(G).

L'algebre A(G) est munie d'une involution f— f* compatible avec I'involution
naturelle sur I’ algebre de Hecke. Cela définit par dualité une involution 6 +— 6 sur
I’ensemble des caracteres infinitésimatix

0: f — f*(0).

Ici z — Z estlaconjugaison complexe. Un caractereinfinitésimal 6 est dit hermitien
S 6 = 0 et nousnotons O, (G) I’ ensembl e des caracteresinfinitésimaux hermitiens.

LEMME 3.1. L’ensemble O, (G) des caracteres hermitiens est un espace topol o-
gique localement compact. Les restrictions des fonctions de I’algebre A(G) a
©4(G) forment une algebre auto-adjointe qui sépare les points.

Preuve L’involution étant continue I’ensemble des caracteres hermitiens est
un fermé ©,(G) de ©(G) et I'involution sur A(G) restreinte a 0,(G) est la
conjugaison complexe. Enfin deux points distincts de ©,(G) correspondent a des
caracteres distincts de A(G), ils sont donc separés par des fonctions de A(G).

THEOREME 3.2. (¥L. Waldspurger). Supposons F' non archimédien et soient
P = M N un sous-groupe parabolique muni de sa decomposition de Levi, o une
représentation irréductible de M; il existe un voisinage V de 0 dans o, e tel que,
pour A\ dans V vérifiant (¢, \) # O pour toute racine o de A, dans g, I'induite
I =1g, , estirréductible.
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Preuve. Soient R un sous-groupe paraboliqueinclusdans P et de Levi L, p une
représentation cuspidale irréductible de L tels que o soit une sous-représentation
de 7L M,p- S T €st un sous-quotient irréductible de I, il existe un sous-groupe
parabolique () deLevi L tel querggm est non nul, de par les propriété des données
cuspidales.

D’ apres (Bernstein et a., 1986, Lemme 5.4), nous avons la relation suivante
dansR(L)

[TQGI] = Z[w‘(r(Mﬂw_le)Mo—/\)]a
w

ou la somme en w est prise sur les w de W tels que wMw=! O L modulo la
multiplication adroite par W;;. Remarquons que V peut étre choisi suffisamment
petit pour que, dansles conditionsdu théoreme, lesreprésentationsintervenant dans
la somme précédente soient toutes disjointes. En effet, soient w; et w, appartenant
al’ensembl e précédent et p1, p2 deux représentationsirréductiblesde M tellesqu'il
existe une suite de A comme dans I’ hypotheése du théoreme et tendant vers O avec
wi.(p1)r = wa.(p2); unetelle suite d’ égalités entraine wyp; = wop2 €t donc, a
posteriori, wixx = wa2x. VUl hypothesefaite sur A, il enrésulte w; = wo.

Fixons un sous-module irréductible 7 de I; il nous suffit de prouver que, pour
tout sous-groupe parabolique ) de sous-groupe de Levi L et tout w tel que
wMw ™t D L, [rgen] contient [w.r(yn,-1gw)noa]. OU encore: pour tout L'
sous-groupe de Levi conjuguéa L dans G et inclusdans M, pour tout sous-groupe
parabolique P’ deLevi L', [rpig] contient [r(ynprypoa]-

On fixe maintenant le sous-groupe de Levi L'. Pour P’ (respectivement P”’) un
sous-groupe paraboliquedeLevi L', nousposons Q' = (M NP') N (respectivement
Q" = (MNP")N).Nousallonsraisonner par recurrencesur ladistanced(P’, Q').

Sid(P',Q") = 0,aors P’ C P.Parréciprocitéde Frobenius, o, est un quotient
derpgm et donc rprgm admet r(;npryasox COMMe quotient.

Supposons d(P’, Q') = d > 0 et la propriété demontrée pour tout parabolique
P"delLevi L'tel qued(P"”, Q") < d.Nouschoisissonsuntel P"tel qued(F’, P") =
letd(P",Q'") = d — 1. Remarquons que celaimpose Q" = Q'. En effet, soit «
uneracine de Ay, dansm; supposons que « soit positive pour I’ ordre défini par Q'
et négative pour celui défini par P”. Par additivité des longueurs, o est alors aussi
négative pour P’. Mais par définition de (Q', « est de méme signe pour Q' et P’.
Donc un tel o est de méme signe pour Q' et P”; il enrésulte Q" = Q.

En appliquant I hypothése de récurrence, nous en déduisons que [r pr» 7| con-
tient [rvnpryaroa] = [raunpryaroa]. 1l nous reste donc a prouver I'assertion
suivante: soit 7 une représentation cuspidale irréductible de L' telle que ©¢,6, =
05,0, il est possible de choisir V suffisament petit pour que, pour toute représen-
tation de G de longueur finie I1, la multiplicite de 7, est identique dans rp11 et
dans rprall.

Soit (Q un sous-groupe parabolique ayant P’ et P comme Sous-groupes para-
boliques maximauix. Par composition des foncteurs de Jacquet, nous pouvons sup-
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poser (Q = G. Nous nous ramenonsau cas ou 11 est irréductible en décomposant la
semisimplifiée de IT en somme de représentations irréductibles et en utilisant I’ ex-
actitude du foncteur de Jacquet. Soit maintenant 7' ayant un caractere infinitésimal
comme dans I’ assertion que I’on veut démontrer et tel que 73 Soit un quotient
irréductibleder p:I1. AlorsII est un sous-moduledel’ induiteIICj,,T,’A. Or, s a est
laracine positive separant P’ et P”, comme Q' = Q", larestrictiondea a A, est
nonnulle. En cons’equence pour A comme dans|’ énoncé, nous avons (¢, \) 75 Oet
doncl’ mdwteIP, estirreductible pour \ assez petit. Il enrésulte IT = 78 A
et donc, grace & (Bernstein et al., 1986, Lemme 5.4), les semisimplifiées de Tp/Gn
et rpi 11 sont egales
Cela achéeve la démonstration.

COROLLAIRE 3.3. Supposons F' non archimédien et soient § € ©(G) et, pour tout
Levi M, unvoisinage V), du caracteretrivial dans X" (M); il existe un voisinage
Wy de tel que, pour tout 7w € TI(G) de caractereinfinitésimal 6, € Wy, il existeun
Levi M, unereprésentation o € I1(M ), telle que iy o admet  comme caractere
infinitesimal, et un caractere non ramifié y € V,, tels que

(7] = igm(o @ x).

Preuve. Soit (L, p) une donnée cuspidale associée a . Soit 7 dont le caractere
infinitesimal est proche de €, une donnée cuspidale associée a  peut étre prise de
laforme (L, p ® x») avec A dansun voisinage Vo de 0 dansaj ..

Il existe un sous-groupe de Levi standard M tel quel’ ensemble des racines de
Ajs dans g soit exactement I’ ensemble des « tels que (v, A) = 0.

Nous pouvons identifier A a un élément de o}, ~ grace a la décomposition
at = a}, @ (a}f)*. Soit P un sous-groupe paraboliquede Levi L tel queQ = M P
soit un sous-groupe parabolique; « est alors un sous-quotient de Ig o D€ plus

Ig,p,/\ = IS(Ig,p) ®Xx

et doncil existe o dansII(M), un sous-quotient irréductible deIIE{p, tel que 7 soit

un sous-quotient de 7§ ,
Comme () est de Levl M et que (&, A) # O pour toute racine de A, dans g,
I assertion résulte donc du théoreme précéedent.

Dans le cas archimédien, nous appelons pseudo bande verticale a partie réelle
compacte de ©(G) I'image d'une bande verticale a partie réelle compacte dans
h* ® C. Dansle cas p-adique, nous appelons pseudo bande verticale apartie réelle
compactede © (G) un ensemblede caractéresinfinitésimaux attachésadesdonnées
cuspidalesde laforme (M, o) avec o dans un ensemble compact de I1csp (M) et
A imaginaire pur, i.e. A € ia},. Dans le cas p-adique une pseudo bande verticale a
partie réelle compacte de O(G) est compacte. Dans une pseudo bande verticale a
partie réelle compacte, les fonctions de A(G) tendent vers zéro al’infini.
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LEMME 3.4. Soit C un compact de ©(G); I'ensemble E des couples formés
d'un Levi M dans L et d' une orbite sous X" (M) d’une représentation o dans
II;(M), telle qu'il existe A dans X" (M) avec ©4,0,, dansC, est fini.
Réciproquement, soit £ un ensemble fini formé de couples (M, o) ou M est
un Levi et o est dansTI>(M); il existe une pseudo bande verticale a partie réelle
compacte B dans ©(G) vérifiant, pour tout (M, o) dans E et tout A dans X ™" (M)

(1) dans le cas archimédien, s 7€ A(o) est tel que jUG,A(T) ell,(G) alors
0%,0,, € B,
(2) dansle casp-adique, si Iga, 4 aun sous-quotient unitaire, alors 05,0,, € B.

Preuve. Traitons tout d’abord la premiére assertion. Remarquons que O, est
propre; aussi s ©,6,, appartient a un compact C, 6,, appartient a un compact
C’. Remarquons que I’ ensemble des caractéeres infinitésimaux de séries discretes
de M est I'orbite sous X" (M) d'un ensemble discret. Cela résulte de (Tadic,
1988, Theorem4.5) et (Silberger, 1979, Theorem5.4.5.1) dansle casp-adique et de
(Lipsman, 1970, Theorem7.2) dansle casarchimédien. En conséguencel’ ensemble
des caracteres infinitésimaux de laforme 0, avec o € IIo(M) et A € X" (M) est
I orbite sous X™" (M) d’ un ensemblediscret. Par conségquent, son intersection avec
C’ est incluse dans |’ orbite sous X" (M) d'un ensemblefini.

Pour la seconde, il suffit de montrer le résultat dans le cas ou I’ensemble
est réduit a un couple. Soit donc (M, o) un Levi et une série discrete de M.
Dans le cas p-adique, d apres (Tadic, 1988, Theorem 2.5), I’ensemble des A dans
X" (M) tels queIga, 4 aun sous-quotient unitaire est un compact de X" (M). Il
en résulte, par continuité de ©; que I’ensemble des caractéres infinitésimaux des
représentationsde IaformeIf;ta, 4 @yant un sous-quotient unitaire est un compact et
le résultat en découle. Dans le cas archimédien, d' apres (Vogan, 1981, Th. 6.6.15),
Jf/\(T) est le quotient de Langlands attaché a une représentation tempérée o,

avec I}L?n Lol = DL 04, en reprenant des notations que nous avons introduites
YN

ci-dessus. Puisque X = A\, + A; avec A}, unitaire et ||[Re(\z)|| borné, d aprés

(Borel et al., 1980, Theorem|V.5.2), I’ existence de la pseudo bande verticale a

partie réelle compacte ayant la propriété de |’ énonce en résullte.

LEMME 3.5. Soit ¢ € H; il existe sy € H telle que
|p()| < () pour tout 7 € I1,(G).

Preuve. D’ apresle theoreme de Dixmier et Malliavin (Dixmier et al., 1978) tout
¢ € H est somme finie de produits de convolution et donc ¢ peut s écrire comme
combinaison linéaire finie de fonctions de type positif

¢=Z>\i¢i*¢f,
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avec \; € C. Si  est unitaire|’ opérateur 7 (¢; * ¢;) est positif. Lafonction
b= [Nilgi ¢},
2
est donc une solution a notre probleme.

4. Controle py-presque partout

Soit 1“ lamesure de Plancherel sur IT,, (G) (unique si une mesure de Haar est fixée
sur G) et soit f unefonction f sur I1, (G), u-intégrable. Nous avons|’ expression
suivante pour 1% (f)

= D minl),

MeLC (TEHz(M)

BSialh) = [ Flica(o ® )i, ()dx.
Xgr(M)

Lesfonctions x — i§; ,(x) sont

(1) invariantes par W, i.€. fi§ s 0 (wX) = 15 5 (x), S w € W,

(2) méromorphes sur X™" (M) et holomorphes sur un voisinage de X'" (M),

(3) danslecasarchimédien, elles sont acroissancelentesur X" (M), C' est-a-dire
queil existe C, > Oetr, > Otelsque

Ao () < Co(L+ X1

Lanorme est une norme quelconque sur X' (M) qui estisomorphe aR" .
Dans le cas p-adique, la condition de croissance est inutile puisque X" (M) est
compact.

DEFINITION. Nous dirons qu’ une forme linéaire f sur R(G) est discréte si, pour
toute o e II(M) avec M # G, f(igm (o)) = 0.

THEOREME 4.1. Etant donnés une représentation o de la série discréte de G et
f dans A(G), il existe ) dans H telle que

(1) Pour toute représentation 7 dans Ilemp(G),

Sy — {f(em S Teme X,

0 sinon.

(2) La forme linéaire définie par ¢ est discréte,
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Nous dirons alors que ¢ est un pseudo-coefficient attaché a mg et f.

Preuve. (a) Casarchimédien. Celaest essentiellement contenu dansle corollaire
delaProposition 4 dans (Clozel et al., 1984). Nous allons construire une famille de
fonctions satisfaisant aux conditions du theoreme de Paley—Wiener scalaire (Clozel
etal., 1990, Theoremel). Nousposonsdonc f1 (7, A) = Osaufsi L = G et T estune
translatéede mp. Si m = o ® X\ NOUSPOSONS fi (o, A) = f(6,). Lespropriétésde
regularité, de support fini et d invariance par conjugaison (i.e. lesconditions 1, 2 et 3
duthéoreme(Clozel et al., 1990, Théoreme 1)) sont immeédiates. En cequi concerne
la derniere propriété (decompositions) les fonctions en jeu sont soit trivialement
égalessoit toutes nulles puisque m ne peut apparaitre dans unetelle décomposition
ni dans le membre de droite (¢’ est le theoreme de disjonction de Langlands, voir
par exemple (Knapp, 1986, Theorem 14.90)), ni dansle membre de gauche puisgque
' estunereprésentationde G et qu'’il n’ existedonc aucun L evi qui contienne propre-
ment G.

(b) Cas p-adique. Cela est essentiellement contenu dans (Clozel, 1986, Propo-
sition1). Le groupe de Grothendieck R (G) admet pour base les représentations
standard. Nous définissons une forme linéaire g sur R(G) en lui imposant d’ étre
nulle sur lesélémentsde cette basesauf si m = mr® x €t, danscecas, nousimposons
g(m) = f(6r). Il nous faut montrer que ¢ satisfait aux conditions du théoreme de
Paley—Wiener scalaire (Bernstein et al., 1986, Theorem 1.2). Tout d’ abord, mon-
trons que ¢ est nulle sur toute induite propre (condition 2 de I’énoncé). Soit m =
iy (T) pour T € R(M). 1l suffit deconsidérer lecasou r est standard et celarésulte
alorsdu choix de g. L’ assertion derégularité (condition 1 de (Bernstein et al ., 1986,
Theorem 1.2)) en résulteimmédiatement puisguelafonction x — g(iga7 ® x) est
soit lafonction nulle, soit larestriction a1’ ensembl e des tordues de g d’ une fonc-
tion réguliere. Soit maintenant 7 une représentation irréductible de G pour laguelle
g(m) est non nul. Dans son expression dans la base des représentations standard
m doit alors nécessairement contenir une représentation de la forme mo ® x. En
particulier, le caractére infinitesimal de = est celui de 7o ® x. Ainsi a torsion
pres par un caractere, cela laisse un nombre fini de possibilitées pour 7 et donc g
vérifielacondition 2 de (Bernstein et a., 1986, Theorem 1.2). L’ existence de ¢ en
resulte.

Remarquons que seule intervient la restriction de f ala sous-variétée de ©(G)
formée des 0, avec m = mp ® x. Nous aurions donc pu formuler le theoreme
au moyen d’une fonction f,, de type Paley—Wiener sur X""(G) invariante par
tranglation par les x qui stabilisent mp. Nous retrouvons notre énoncé en posant
fro(x) = f(mo ® x). L'application f — f, est surjective.

Soit{(L;, ;) }icr unensembledereprésentants desorbites souslenormalisateur
de My, agissant par conjugaison sur L et o, et sous X" (L), agissant par torsion
sur o, de couples (L, o) formés d'un Levi L € £ et d’ une représentation dans
la série discrete o de L. Nous supposerons de plus, ce qui est loisible, que les L;
sont des sous-groupesde Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un
meéme sous-groupe parabolique minimal Py.

https://doi.org/10.1023/A:1000216412619 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000216412619

PRINCIPE DE DENSITE POUR LES GROUPES REDUCTIFS 171
THEOREME 4.2. Soienti e I et f; € A(Q); il existe ®; € H telle que
®i(7) = 6, fi(0x) S [1] =iqL,(0; ®x) avec x € X" (L;).

Ici 0;; est le symbole de Kronecker.

Preuve. Le cas archimédien résulte immédiatement de la premiere forme du
théoreme de Clozel et Delorme (Clozel et al., 1984). Passons au cas p-adique. Soit
fij € A(Lj) I'image réciproque de f; vial’ application naturelle

07 :0(L;) — 6(q),

définie au moyen del’ induction parabolique, ce qui aun sens puisquetousles com-
posants d’ une induite parabolique ont méme caractere infinitésimal. Choisissons
pour chague j un pseudo-coefficient «;; attaché ao; et f;;, comme en 4.1. Nous
alons exhiber des scalaires of tels que

- N _
Qi =Y afryy, ok,
k

soit une solution de notre probleme. Ordonnons les indices de sorte que si Ly
contient (strictement) un conjugué de L; aors k> j. En utilisant |a relation de
commutation entrelesfoncteursderestriction de Jacquet et d’ induction parabolique
(Bernstein et a., 1986, Lemmab.4), il vient, si ¢ est une forme linéaire discrete
sur R(M),

roaPlicn () = p(roaicu (0)) = Y P((w.rarw-1Quyno));

lasomme portant sur lesw € WA telsquewMw™ O L. Si 7] = igr, (05 ® x),
les F doivent donc vérifier

Z a?@(w'r(Ljﬂwlekw)Lj (Uj ® X)) = 5l]fl (oﬂ)v

k2w

oulasomme portesur lesw deWéjL’“ telsque Ly estinclusdanSijw—l. D’ apres
le Lemme4.3, que nous allons démontrer ci-apres, il existe des entiers d,,; tels
que

@i\k((w"r(LJ‘ ﬂw*lew)Lj (O'] ® X)) = dw"@]fl(eﬂ)

et, s ijwfl = L, ¢ dwkj # 0, aors k = j et dwjj = 1. Il suffit donc de
résoudre le systemelinéaire

k
Z ai ij = 6ija
k
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Ckj = Z dwkj-
w

La somme en w porte sur les w € WéjL"’ tels que wLjw™" O Ly. Les ¢;; sont

donc nuls si k> j et ¢;; est le cardinal de I'ensemble des w e W™ tels que
wL;w~ ! = L;: ¢'est un entier positif non nul. Lamatrice des c;; est triangulaire
avec des &léments non nuls sur ladiagonale, elle est donc inversible.

La matrice des o est la matrice inverse de celle des ¢;; et donc of = 0 s
i > k. Nous en déduisons que seules interviennent les fonctions f;; aveci < j.
Nous pourrions donc, comme pour 4.1 ci-dessus, reformuler |e théoreme au moyen
de cesseules f;;.

LEMME 4.3. Supposons que ijw*1 D Ly. Il existe des entiers d,,;; telsque s
[ﬂ—] = iGLj (Uj ® X)1
Yik (WL, nw-1Quw)z; (05 ® X)) = duwkj fi(Or).

Deplus, s wLjw™t = Ly et dyy; # 0, alorsk = j et d,,;; = 1.
Preuve. Soit 7 € II(Ly,). Par construction de ¢;,, Si 1] = igr, (7), hous avons

bir(1) = m(7,03) fix (0-) = m(7,0%) fi(0x),

ol m(, o) est un entier: lasomme des multiplicités de (o), ® v),cxnr(r,) dans
I”écriture de 7 dans le groupe de Grothendieck comme combinaison linéaire de
représentations standard. Donc, compte tenu de la compatibilité entre foncteur de
Jacquet et caractereinfinitésimal, il existe desentiersd,,;(x), indépendantsde f;,
telsquesi [7] = igz; (0; ® Xx),

Yk (W (1 nw-1Qpw)L; (75 ® X)) = duwkj(x) fi(0r).

Les deux membres de I’ équation étant analytiques, il en résulte que les fonctions
X = dukj(x)

sont constantes. La derniére assertion du lemme est claire, car TZ)\ik(w.Uj ®x)=0

Sk # j et yij(w.o; ® x) = fi(bxr).

5. Contrdlesur le support singulier

Soit # € ©(G). Soit IT, I ensembl e des représentations € Iliemp(G) de caractére
infinitesimal 6, = 6, induites paraboliques d’une série discrete, 7 = Ig,a, avec
o réguliere (i.e. non stabilisée par un éément non trivial du groupe de Weyl
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de G relatif a Ap). Si \ est assez petit (et imaginaire pur) la série discrete o)
est encore réguliere et en particulier IICj st irréductible (Casselman, 1989,
Theorem6.6.1). Soit (Vi) peccc Une collection de voisinages du caractere trivial,

Vi C X" (M), assez petits pour que, s m = Z§ eI, et si «' = I, avec
X,\EVM, dors, s 0 =0, 7 EHG;eg Soit M I’ensemble des représentations
' € Themp(G) de laforme ' = I, avec x, dans Vi et m = If, eIlg".

Notons A" le complémentaire de M. Nous noterons 1, lafonction caractensthue
de \ ainsi que son extension en une formelinéaire sur R (G).

LEMME 5.1. Il existe une constante ¢, telle que, pour tout 0<e <1 et tout
# € ©(G), il existe unefonction ¢, . dansH et unvoisinage Vs . de 6 tels que pour
toute représentation « de caractereinfinitesimal dansV, .

(1)0<¢og() <esmTeEM,
2 1< gbgg() cpSTeEN.

Preuve. Supposons F’ non-archimédien. D’ apresle Corollaire 3.3, nous pouvons
supposer que « est de la forme IIC;’M avec x dans Vy; ., ou les Vy, . sont des
voisinages ouverts du caractére trivial dans X" (M) inclus dans Vy; et P un
sous-groupe parabolique de Levi M

Considérons |’ensemble des couples (M, o) tels que 6;,,,, = 0: c'est un

ensemble fini. Donc, par indépendance lingaire des caracteres, il existe ¢y . dans
H etavaleursréellessur I, (G) tellequesi p appartient all(G) avecd, = 6, alors

Bo(p) = /2 + Ly (p).
De plus, pour chacun des couples (M, o) considérés, lafonction sur X" (M)
X $o.c(iGno ® X)
est continue. Et, si Z est lalongueur de i 0, NOUS avons
b0 (icrro) = Ly (icaro) + (£e/2).
En particulier, puisque ¢ < |We/,
Iv(iGro) +€/2 < doclicuo) < [Wal(1+e/2).

Par continuité, pour tout couple (M, o), il existe un voisinage du caractere trivial
dans X" (M), tel que

(1) S Zf, e,  dorst = 1et0 < < Po.elicuo @ x) <

(2) sinon 1 < g (icmo ® x) < 2|Wal.
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Supposons F' archimédien. Nous nous donnons un voisinage compact VV de# tel
que toute représentation de caractere infinitesimal dans V' est de la forme ij (1)
avec o € II(M), pour un M € LE, tel que ©5,0, = 0 et \e V).

Le Lemme3.4 nous fournit un ensemble fini £ de couples (M;, (0;))1<i<r OU
M; € LY et (0;) estI’orbite sous X" (M;) d’ une série discréte o; de M;.

Le theoreme (Clozel et al., 1996, Theorem 1) nous permet, &tant données des
fonctions (f,,;,-) gicr dans A(G), de construire des fonctions ¢, - € H qui

€

1,

vérifient

(1) ¢o,.7(ZS\(r")) = 0 (M, o) n'est pas W-conjugue a (M;, o),

(2) b, +(ZG A(7')) = 0si 7' n'appartient pasa R, 7

€) ¢Uin(Ig,/\(T)) = fzri,T(el\G/[ioainA)-

Soit ¢ = 325 > orea(os) Pour € H; larelation donnant les j(f)\(T) en fonction des
IUG:)\(T) peut s écrire (Delorme, 1986, équation (2.3))

j(gA(T) = I(TG:)\(T) + E : n(a, >‘7 T, U,a )\’7 T,)Ig,)\’ (T,)a
(CUPNN D
o<o’

oulesn(o, A\, 7,0, X, ") sont entiers. Nous en déduisons

HTAT)) = ST+ D (oA 70", N, 7)G(IE 3 (7))
(o N 1)

= #(Ry 7)o (ZE\(7))
+ Z n(o,\, 7,0, N, 7" #(R, ,A,T)gbgf v (Z, ’)J( )

(e" X,7")
0'<0"

= (RJ_)\T) fO'T( )
+ Z n(o,\, 7,0, N, 7" #(R, /)\/T)fg ~(0)+0(N),

(e" X,7")
0'<0"

par continuité et parce que les cardinaux (que nous avons notés par le signe #) des
R}, 7 ainsi quelasomme

> In(o, A\ 10", X, )]

(! A \7")
o'{o"

sont tous majorés par des constantes r €t ng ne dépendant que de G' (Delorme,
1986, Proposition 2.2).
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Nous choisissons f, , de sorte que f, -(¢) soit égal ac/2#(A(0)) s ng,A(T)
appartient a M (ou \ est tel que ©5,0,, = 0) eta

1
———— [1+¢e/2+rgng max |fy . (0)
#(Ré_,AT) ( T'fof;')

sinon.
SimeM, dorsm = Tf, \ pour une série discrete o réguliére et donc m =

Z&,(r) pour tout T € A(o); il S'en suit

~

() = #(A(0))-bor () = £/2+ O(N).

S meN, dors, s m = T (1), T9, (1) €N ol X est tel que ©F0,, = 0, et
donc

$(m) = 1+e/2+rang maX |for.1(0)]
o<o

T'eA(a’)

+ Z n(a,)\,T,a',)\',T')#(R(J;,,XT').fU/,T/(H)—1—0()\).
(O”,A’,T’)

o'{o"

Il en résulte que $(7r) appartient al’intervalle

Ll4+e+2rgng max |fyr (0)]
o'{o"

rleA(s!)
pour \ assez petit. D’ou le lemme.

LEMME5.2. Soient 0 < ¢ < 1 et B une pseudo bande verticale de ©(G) a partie
réelle compacte. Etant donnés deux ouverts )V et W' relativement compacts de B
telsque W C W, il existe une fonction f € A(G), a valeursréelles sur ©,,(G)
telle que

() 0< f < 1+cesur BNO,(G),
(2 f(0) > 15 0eWNOL(G),
(3 f(6) <esife (B\W)NOu(G).

Preuve. Il existe une fonction ¢g continue positive majorée par 1 + ¢/6 sur
BNO.,(G) quivaut 1+¢/6 sur WNO,(G) et qui est nulleendehorsde W'nO, (G).
Lesfonctions de A(G) forment une algébre de fonctions sur B N ©,(G) separant
les points, ne s annulant identiquement nulle part, auto-adjointe et nullesal’infini.
Nous pouvons donc, grace au théoreme de Weierstral3-Stone, approcher g sur
BN ©,(G) ag/6 prés par une fonction f1 € A(G) réelle sur ©,(G); lafonction
f = f? est une solution.
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Nous aurons aussi besoin d’un résultat de minoration.

LEMME5.3. Soit C' unensembledell, (G) dont|’image dans © (G) est compacte;
il existey) dans# telle queqﬁ est plus grande que 1 sur C' et positive ou nulle sur
tout I, (G).

Preuve. Compte tenu de la compacité de I'image de C et du Lemme3.5, il
suffit de montrer que, pour chague point de # € ©(G), il existe ¢ dans H dont la
transformée de Fourier scalaire ne s'annule sur aucun 7 de caractere infinitésimal
0" = 0, assez voisin de #. Dans le cas p-adique, il suffit de considérer la mesure
image directe, par I'injection canonigue, de la mesure de Haar d’ un sous-groupe
ouvert compact de G assez petit. Dans le cas archimédien, nous reprenons la
démonstration du Lemme5.1 excepté que nous choisissons les fonctions f,, - de
sorte que

1
for(f) = ——— (1+a/2+mnc max Ifa',Tf(H)l) :
o<o

1
#(RU’)‘T) ' EeA(s")

pour tout o et 7. Les calculs dé&ja effectués montrent que () > 1 pour tout r tel
gue 0, soit dans un voisinage assez petit de 6.

THEOREME 5.4. Soient ¢ > 0 et C un compact de ©(Q). Il existe ¥ dans# telle
que

(1) T(r) > 0 pour tout € I, (@),

(2) p9(0) <e,

(3) Pour tout 7 dans 1l (G) avec 0. € C qui est soit non-tempérée soit tempérée
mais non-induite d’ une série discrete

T(r) > 1L

Preuve. Fixons nous provisoirement des réels strictement positifs e1, o, 3 €t
un voisinage compact C'y de C'. Le Lemme5.1 nous permet pour tout # € ©(G) de
fabriquer une fonction ¢y ., €t un voisinage V, ., de 6 que nous pouvons supposer
inclus dans C;. En faisant appel au Lemme2.6, nous voyons qu'il existe une
constante ¢, ne dépendant que de G' et un recouvrement de C' par des ouverts W;
avec 1 < i < N(e1) chacun étant inclus dans un certain Vy, ., €t de sorte que

N(e1)
> w, < ey,
i=1

puisguetouslesW; sontinclusdans C1. Commed’ habitude, 1x désignelafonction
caractéristique de X. Nous posons

M(gl) = _713'118( : |¢0i,€1(ﬂ—)|'
ety (G
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D’ apresleLemme3.4, il existe une pseudo bande verticale a partie réelle compacte
B tellequeles ¢y, ., soient nulles sur toute représentation unitaire dont le caractere
infinitésimal est en dehors de B. Nous choisissons un voisinage W, de chaque W
tel queW; C W) C Cr et

N(e1)
“l U wi\wi| <e

i=1

Nous choisissonsdesfonctions f; dans.A(G) vérifiant pour chaquei leLemme5.2
pour lesdonnéesez > 0, B, W; et Wi,

Soit N le sous-ensemble de ©(G) formé des caractéres infinitésimaux des
représentations tempérées induites de série discrete singuliere et des caracteres
infinitésimaux des représentati ons unitaires non-induites unitaires de série discrete;
nous notons A (1) le voisinage tubulaire de N formé des caractéeresde © (G) dont
ladistance a V' est inférieure deq et V'(e1)¢ son complémentaire.

LEMME 5.5. Sur le spectre unitaire, les inégalités suivantes sont vérifiées

N(e1)
> fido e
=1

(Z |¢a“ell> (14 e3)M(e1) N (e1) 1y, wnwy)

+(1+ 63)6,(;616';1011/\/(51) +(1+ 63)6162;101,

1011N(61) €3N 51 Z fl¢(9“81

Preuve. Rappelons que B a été ch0| si de sorte que
(;01',61 = 1B$‘9i751 sur HU(G)-
Pour tout ¢, nous pouvons decomposer 15 de lafagon suivante

1s = Ipwwr + Do, + 2w (Iwvey) + Inverye)-

Le lemme résulte des propriétés des fonctions f; et ¢y, ., construites par les
Lemmes5.1 et 5.2.

Soit maintenant ¢y dans H telle que g/bB soit plus grande que 1 sur C1; C'est
possible d' apres 5.3. Considéerons la fonction

N(e1)

eaN(e)M(er)po+ D fitoiens
i—1
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C'est la transformée de Fourier scalaire d'une fonction W, dans #H puisque les
f; définissent des multiplicateurs de #. D’ aprés ce qui précéde Uy est partout
positive sur C1 et plus grande que 1 sur les représentations unitaires, de caractere
infinitésimal dans C7, non-tempérées ou tempérées mais non-induites unitaires de
série discrete.

D’ apres les inégalités précédentes, nous avons

pC(|0)) < eap (Z |¢0“61|>

N(e1)
+(1+ £3)M (e1) N (e1) ( U i\ Wi))
=1
+(1+ e3)ccn®(CLN N (1)) + (L + e3)ercfun® (Cy).
Il est donc clair que nous pouvons chaisir e1, - et 3 de sorte que & (1) soit
inférieur ac/2.
Soit maintenant, grace au Lemme 3.5, une fonction ¥, dans A telle que
|01 < s,
sur le spectre unitaire. Soit 4 un réel strictement positif tel que
16 (e4T2) < e/3.
Choisissons une fonction g dans A(G) telle que

1<g<4/3 sur C' N OL(G),
0<g<4/3 sur C1NOL(G),
<ea<4/3 sur ©4(G)\ Cy,

commeil estloisibled apreslethéoremede Weierstral3-Stone. Dansces conditions,
soit U dans H telle que

U= 9‘171 + 54\1/1\2.
En particulier, sur le spectre unitaire,
U > g0

~

T > 4T3 — |g|.| ).
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De la premiere inégalitg, il résulte que, par restriction au spectre unitaire, T est
supérieure a ¥y sur C' et est positive sur C. De la seconde, nous déduisons que,
toujours par restriction au spectre unitaire, ¥ est positive en dehorsde C1. De plus

uC() < 4/3uC(01) + % (e4T2)
2¢/3+¢/3

NN IN

™

et donc lafonction W veérifie bien les conditions requises par |e theoreme.

6. Extension a un produit fini

Considérons maintenant un groupe G produit de groupes G; pour i appartenant
aun ensemblefini S et ou G; est I'ensemble des points sur un corps local F; de
caractéristique 0 d’un groupe linéaire, réductif, connexe G; défini sur F;. Dansla
pratique, nous prenons un corps global F' sur lequel est défini le groupe G, S un
ensemble fini de places de F' et nous considérons G = [],cq G(F,), mais une
telle restriction n’est pas nécessaire pour énoncer les résultats. Nous étendons les
notations a cette situation produit.

Soit {(L;, ;) }ier unensemblede représentants desorbites sous|enormalisateur
de My, agissant par conjugaison sur L et o, et sous X" (L) agissant par torsion
sur o, de couples (L, o) formés d'un Levi L € £ et d’ une représentation dans
la série discrete o de L. Nous supposerons de plus, ce qui est loisible, que les L;
sont des sous-groupesde Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un
meéme sous-groupe parabolique minimal Py.

COROLLAIRE6.1. Soienti € I et f; € A(G); il existe ®; € H telle que
O;(m) = 6;fi(0x) S [7] =iqL,(0; ®x) avec y € X" (L;).

Ici 0;; est le symbole de Kronecker.
Preuve. Celarésulte directement du Theoreme4.2 par produit.

COROLLAIRE 6.2. Soient £ > 0 et C' un compact de ©(G); il existe ¥ dans H

telle que

(1) ¥(x) > 0 pour tout 7 € I, (@),

(2) n(¥) <,

(3) Pour tout 7 dans 1l (G) avec 0, € C qui est soit non-tempérée soit tempérée
mais non-induite d’ une série discrete

T(r) > 1L
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Preuve. Puisque C' est compact, ses projections C; sur G; le sont aussi et C
est inclus dans le compact I1;C;. Nous prendrons comme fonction ¥ une somme
indexée par S de produits de fonctions

v-% (@)

i€S \ jes

Pour W%, nous prenons la fonction que nous donne le Théoréme5.4; pour i # j,
nous prenons \1;; positive et plus grande que 1 partout sur C;; une telle fonc-
tion a été construite en 5.3. Le produit de ces fonctions a bien une mesure de
Plancherel (produit) arbitrairement petite. Leur somme est plus grande que 1 sur
les représentations dont le caractere infinitésimal appartient a C et telles que I'un
des facteurs est soit non-tempér€, soit non-induit unitaire de série discrete.

7. Théorémededensité

Soient G' un produit de groupes G; (comme au paragraphe 6), II une pseudo
bande verticale a partie réelle bornée du dual unitaire I1,,(G) de G, § I espace des
restrictions a I des transformées de Fourier scalaires des &léments de I’ algebre
de Hecke, 1 larestriction & 11 de la mesure de Plancherel ¢ sur IT,(G), © une
pseudo bande verticale a partie réelle compacte du sous-espace des caracteres
infinitesimaux hermitiens et A la restriction a © de A(G). La condition () du
paragraphe 2 est vérifiée d apres 3.5.

Notons %, I’ espace des fonctions f sur I1,,(G) boréliennes bornées a support
dansun ensembledont I'image dans ©(G) est compacte. Notons i et F les espaces
suivants

(1) R est I’ espace des fonctions f dans B, telles que, pour tout Levi M et toute
représentation o dans la série discréte de M, lafonction sur X7 (M),

x = flicm (o ®@x))

a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure ﬁg’},g.

(2) T estl’espacedesfonctions f dans®3.. tellesque, pour tout e strictement positif,
il existe ¢ et ) dans H avec, pour toute représentation unitaire 7 € 1L, (G),

f(m) = $(m)| <d(m) e u(P) <e.
Remarque. Les espaces de fonctions R et § sont des modules sur Co(O(G)).
C’est clair pour 1. Pour 3, celarésulte du Corollaire2.4.

PROPOSITION 7.1. Nous avons |’ égalité r = 3.

Preuve. Par propriété desfonctionsﬂ%,g-Ri emann-intégrables (Schwartz, 1981,
Théoreme63), nous voyons que § est inclus dans :%. C'est |I’autre inclusion que
nous devons établir. Soit f €% et soit C' un compact de ©(G) qui contienne un
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voisinagede!’imagedu support de f. Soit (L, o) un coupleforméd’ un sous-groupe
deLevi L € LY et d' une serie discréte o € IT(L). Considéronsles fonctions

foix = fligL(o ® x)).

Par hypothese, ¢’ est une fonction i} U—Rlemann intégrable. Notons 7, I'image
directedelamesure iz, , sur A(G). D’ apresleLemme?2.1, étant donnesl, il existe
go €t h, dans A(G) avec

|f(7r) - ga(eﬂ)| < hO’(eﬂ') sm= iGL(U 029 X) et ,U«zya(hg) < e1.

Soit maintenant I un ensemble de couples (L;,0;) défini comme en 6.1. Le
Théoreme6.1 permet de fabriquer des fonctions ®; et U; associees a g,,; €t hy,
respectivement. Compte tenu delacompacitédel’image du support de f et d’ apres
3.4, lesfonctions ®; et ¥; peuvent étre choisies nulles sauf pour un ensemble fini
d'indices de cardinal N(f). Posons

N(f) N(f)
=) & et 1= U,
i=1 i=1

Nous avons

~

() = $(m)] < (),

sur toute représentation 7 unitaire irreductible qui est une induite de série discrete
dun Levi. De plus

né (1) < N(fer.
Soit c € C.(O(G)) positive et égalea 1 sur le support de f. L’inégalité
£ () = (cd)(m)] < (epr) ()
alieu partout sur I1,,(G) sauf peut-étre sur I’ ensemble, de mesure nulle, des dans

le support de ¢ qui sont non-tempérées ou tempérées mais non-induites de séries
discretes. Il existe un réel a tel que

() = (e.$)(m)] + |(c.tp1) (7)] < a

partout sur 1L, (G). D’ aprés le Théorémeb5.4, il existe une fonction U de mesure
arbitrairement petite, de sorte que, partout sur 11, (G),

| () = (e.d) ()| < (c.pa)(m) + a¥(r)
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et donc

|f —g| <h avec g:c.qg et h:c.zzl—i-a\/l}
et telle que 1.¢ (h) soit arbitrairement petit. D’ apres 2.2 et 2.3 celaimplique f € 3.

LEMME 7.2. S U est un ouvert, borné, x-régulier, de I1,,(G), sa fonction car-
actéristique appartient a :R.

Preuve. Notons f lafonction caractéristiquede U prolongée comme d’ habitude
en forme linéaire sur R(G). La fonction f est u“-mesurable car U est ouvert.
Soient M € LY et o € 115(M), lafonction

foix = flicm(o ®x))

prend des valeurs entieres positives ou nulles. Distinguons les sauts de 0 a 1 des
autres. Lessautsde0 a1 correspondent adespointsdelafrontierede U et sont donc
par hypothésedei§;  -mesurenulle. Lesautres sauts se produisent en des pointsol
. vaut plusque 1 et donc otl I’ induiteic; s (0 ®x) N’ est pasirréductible. Cespoints
sont soit en dehors du support de la mesure, soit dans un ensemble de codimension
1 car ils sont stabilisés par un éément non trivial de W, d’ apres (Silberger, 1979,
Theorem 2.5.9) en p-adique et (Enright, 1979, Theorem 1 et Theorem (page6)) en
archimédien. En conséguence, ces points sont de i,0-Mesurenulle; en effet, cette
mesure est absolument continue par rapport alamesure de Lebesguesur X" (M).

En résumé nous avons démontré le theoreme de densité suivant.
THEOREME 7.3. (Théoréme de densité). Soit G un produit de groupes G; pour i
appartenant & un ensemblefini S avec G; I’ ensemble des points sur un corpslocal
F; decaractéristique0 d’ ungroupelinéaire, reductif, connexe G; défini sur F;. Soit
f une fonction sur I1,,(G) p“-mesurable bornée et a support dans un ensemble
d’image compacte dans ©(G).

(@) Il'y a équivalence entre les deux propriétés suivantes
(1) Pour tout Levi M et toute représentation o dansla sériediscretede M,
la fonction sur X" (M),
x = fliam(o ® X))

a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure ﬂfw.
(2) Pour tout ¢ strictement positif, il existe ¢ et ) dans # vérifiant, pour
toute représentation unitaire 7 € 11, (G),

[f(m) = (m)| < P(m) et p(P) <e.

(b) En particulier, soit f la fonction caractéristique d’un ouvert ;. -régulier de
I1,(G) et a support dans un ensemble d’image compacte dans ©(G). Pour
tout e >0, il existe ¢ et 1) dans# telles que
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-l <P et pf()<e
Preuve. (a) est unereformulation de laProposition 7.1 et (b) résulte du (a) et du
Lemme7.2.

COROLLAIRE 7.4. Soit G = G(Fys). Soit (p4n, )nen Une suite de mesuresborélien-
nes positives sur I, (G) telle que pour toute ¢ € H la fonction ¢ est p,,-intégrable
(pour tout n) et verifie

-~ -~

: _
Nim i (h) = 17 ().
Alors, pour toutouvert U C I, (G), bornéet régulier pour lamesurede Plancherel

lim 1 (U) = p(0).

n—0o0

Preuve. En effet, nous venonsde voir que, si f est lafonction caractéristique de
U, pour tout ¢ strictement positif, il existe ¢ et ) dans# tellesque |f — ¢| < ¢ et
1% (1)) < . Lecorollaire résulte alors des calculs effectués en 1.3.
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