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LE PRINCIPE SEMI-COMPLET DU MAXIMUM POUR LES
NOYAUX DE CONVOLUTION REELS

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Soit X un groupe abelien localement compact, non-compact, separe

et denombrable a Γinίini. On designera par ξ une mesure de Haar fixee

sur X. Pour les noyaux de convolution reels sur X, le principe semi-

complet du maximum est fundamental dans la theorie du potentiel. Soit

N un noyau de convolution reel sur X verifiant le principe semi-complet

du maximum (designe par Ne(PSM)). Pour determiner Failure de N a

Γinfini, la iV-reduite ηN%δ de N a Γinfini δ joue un role essentiel. Pour

une exhaustion (Kn)™=1 de compacts de X{1\ (ηN,cκn)n=i e s ^ decroissante et

limn^0O7]NjCKn est une mesure de Radon reelle sur X ou bien, pour une

fonction / ̂  0, ^ 0 finie et continue dans X a support compact quelconque,

lim fdηNiCKn = — oo, oύ y]N,cκn est la iV-reduite de N sur CKn. Dans ce

cas, lim^oo ηN,Cκn est independant du choix de (Kn)ζ^. Posons

ίlim ηN CKn si elle est une mesure de Radon reelle
(1.1) ηNtδ = \n~~

[— co smon

Dans le cas oύ ηN,δΦ — oo, le principe semi-complet du maximum

pour N resultera principalement du principe complet du maximum pour

les noyaux de convolution de Hunt dont les semi-groupes de convolution

sont sous-markoviens.

THEOREME 1. Soit N un noyau de convolution reel sur X. Alors il y

a une equivalence entre:

(1) Ne(PSM), ηN>δ Φ — oo, N Φ ηnyδ et N est non-periodique.

( 2) N est de la forme

(1.2) N=N0-aξΓ + ψξ + N',

Received May 28, 1984.
( 1 ) Cela signifie que Kn est compact dans X, -K^cΓinterieur de Kn+L et
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56 MASAYUKI ITO

oΐι No est un noyau de convolution de Hunt sur X dont le semi-groupe de

convolution est sous-markovien, Γ est un sous-groupe fermέ de X verifiant

supp(iV0) c Γ, ξΓ est une mesure de Haar fixee sur Γ, a est une constante

reelle vέrίfiant ϋmx^δ(N0 + No — aξΓ)*f(x) :> 0 pour toute fe CJ(X) ou

bίen dNQ ^ a dξΓ d'accord avec dζΓ = co ou Men dξΓ < oo et

(No + JV7 — aξΓ) *g*g(0) >̂ 0 pour toute g e C°K{X), φ est une fonction

additive et continue sur X et ou N' est une noyau de convolution reel sur

X verifiant les quatre conditions suivantes:

( a ) N'e(PSM).

(b) Tout le point x de Γ est une periode de N', c'est-ά-dίre, N' * εx=N'.

( c ) N' est pseudo-invariant, c'est~ά-dire,

N'e Π SCK(N'),
K: compact

oϊι, pour un ouvert ω de X, Sω(Nf) designe la fermeture de {N'* μ + aξ

μeMχ(X), \dμ = 1, supp(μ) C ω, a: constante reelle}.

( d) N' -aξΓe S(iV0, oύ

Dans (2), ηNyδ = N' — φξ — aξΓ si Γ est non-compact et ηNiδ = N' — φξ

— aoξΓ si Γ est compact, oύ a0 — max{α; Nf — aξΓ e S(N')}. Pour une

fonction g sur X, on note g(x) — g(— x) et, pour un noyau de convolution

reel N, on designe par N le noyau de convolution symetrique de N par

rapport a Γorigine.

Par consequent, il est essentiel de determiner N e (PSM) verifiant

ηNib — — oo. Comme une generalisation et une precision du theoreme

principal dans [7], on aura le theoreme suivant:

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution reel sur X. Alors il y

a une equivalence entre:

( 1 ) Ne (PSM), ηNfδ = — oo et N est non-periodique.

( 2 ) N est de la forme

(1.3) N=N0 + φξ,

oύ No est un noyau de convolution de type logarithmique sur X et φ est

une fonctίon additive et continue sur X. Dans ce cas, la decomposition

(1.3) de N est unique.

On connait deja que Ne(PSM) et Ne(PSB) sont equivalents (voir
[7], oύ Ne(PSB) signiίie que N verifie le principe du semi-balayage.
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Dans la theorie du potentiel, il est naturel que N e (PSBg) est plus im-
portant que Ne(PSB), oύ Ne(PSBg) signifie que N veriίie le principe
du semi-balayage sur tout ouvert. Dans [8], nous avons deja donne une
caracterisation de Ne(PSBg) et Ne(PPM). Le theoreme 3 est sa gene-
ralisation.

THEOREME 3. Soίt N un noyau de convolution reel sur X. Alors
on a:

( 1 ) Si Ne(PSBg) et il existe xeX tel que N*(e — εx) soit non-
perίodique, alors N est de la forme (1.3).

( 2 ) Si N est de la forme (1.3) et s'il existe une fonction finίe et
continue f sur X a support compact telle que φ == O(|iV0*/|) ά Γίnfini, alors
Ne (PSBg) et pour 0 Φ x e X quelconque, N* (ε — εx) est non-periodique.

On designe ici par ε la mesure d'unite a Γorigine 0.
Dans [7] et [8], la discussion concernant les noyaux de convolution

de type logarithmique sur R ou bien Z n'est pas bien etablie, oύ R et
Z sont le groupe additif de nombres reels et le groupe additif d'entiers,
respectivement. Nous remarquons que, dans les theoremes 2 et 3, il n'y
a aucune restriction pour X.

Finalement nous determinerons les groupes abelien localement com-
pacts sur lesquels les noyaux de convolution de type logarithmique
existent.

THEOREME 4. Pour qu'il existe un noyau de convolution de type loga-
rithmique sur X, il faut et il sufβt que I - f f χ F , X ~ R X Z χ F,
X ~ Z2 χ F, X ~ R χ F ou bίen X ~ Z χ F, oύ F est un certain groupe
abelίen compact et separe.

Cela est une precision definitive du theoreme B dans [7]. Par con-
sequent, pour N e (PSM), il est essentiel de discuter les noyaux de con-
volution reels N sur R2.

% 2. Definitions et preliminaires

On designe par:
C(X) Γespace de Frechet usuel des functions finies et continues sur X;
Cb(X) Γespace de Banach usuel des fonctions continues et bornees

sur X;
CK{X) Γespace vectoriel topologique usuel des functions finies et con-

tinues sur X a support compact;
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M(X) = CK(X)* Γespace vectoriel topologique des mesures de Radon

reelles sur X muni de la topologie vague;

MK(X) = C(X)* Γespace vectoriel topologique des mesures de Radon

reelles sur X a support compact;

C+(X), Ct(X), Ci(X\ M+(X\ M+

K(X) leur sous-ensembles des elements

^ O

C°K(X) = {/e CK(X); \fdξ = θ} et M°K(X) = [μ e MK(X); J dμ = θ} .

Soient Nt et N2 des noyaux de convolution reels (des mesures de

Radon reelles) sur X. On designe par:

(Nu N2) e ( P R S M ) s i , p o u r f, ge C+

K(X) hf-ge C°K(X) e t a e R q u e l -

conques, iVΊ*/^ N2*g+a sur X des que N^f^N2^g + a sur supp(/),

oύ * designe la convolution sur X et supp(/) designe le support de /.

(Nu N2) e (PTMS) si, pour f,ge C+

K(X) kf-ge C°K(X) et a e R quel-

conques, N^f^N^g + a sur supp(/) implique que N2*f<,N2*g + a

sur X.

(Nl9 N2) e (PRSB) si, pour μ e Mi(X) et un ouvert relativement com-

pact ω Φ φ dans X quelconques, il existe μr e M+(X) et a e R tels que

dμ! — dμ, supp^O^^? -ZVΊ * μ! + aξ ^ iV2 * μ et iVj * μr + αf = iV2 * μ dans

ω.

Soit N un noyau de convolution reel sur X. On dit que:

N verifie le principe semi-complet du maximum (designe par N e (PSM))

si (iV, N) e (PTMS).

N verifie le principe du semi-balayage (designe par N e (PSB)) si

(N, N) e (PRSB).

La proposition suivante est deja connue (voir les remarque 2 et la

proposition 11 dans [7]).

PROPOSITION 1. Pour deux noyaux de convolution reels Nt et N2 sur

X, il y a des equivalences entre:

(1) (NuNde(PTMS).

(2) (N,, N2) e (PTMS).

(3) (NuN2)e(PRSB).

(4) (N:,N2)e(PRSB).

On appelle aussi ε le noyau d'identite sur X. On aura encore la

proposition suivante:
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PROPOSITION 2. Soίt N un noyau de convolution reel sur X. Alors ίl

y a des equivalences entre:

(1) Ne(PSM).

( 2) N + cεe (PSM) pour toute constante c>0.

(3) N + φξ e (PSM), oil φ est une fonction continue et additive sur

X a valeurs rέelles.

Inequivalence entre (1) et (2) est deja connue (voir la remarque 5 dans

[7]). Inequivalence entre (1) et (3) resulte du fait que, pour μ e MK(X),

φ*μ est une constante.

Pour un noyau de convolution reel N sur X, on designe par ST(N)

la totalite des noyaux de convolution reels M sur X verifiant (N, M) e

(PTMS).

PROPOSITION 3. Pour un noyau de convolution N sur X, il y a des

equivalences entre

(1) Ne(PSM).

(2) Pour μ, v e M£(X) a μ — v e M°K(X), un ouvert ω et ae R quel-

conques, N* μ ^ N* v + aξ des que N* μ ^ N* v + aξ dans ω et μ(Cω) — 0.

( 3) Pour 0 < a e R quelconque, Ne S(N + αe).

(4)

Les equivalence entre (1), (3) et (4) resultront de la remarque 5 et

la proposition 11 dans [7]. Montrons (1) =^ (2). On peut supposer ω Φ φ.

Soit (ωi)ίel une exhaustion d'ouverts de ω(2) et posons λt — ^|cωi

(3). D'apres

Ne(PSB), il existe λ\ e Mi(X) et ateR tels que ί dX, = [dλu supp(^)ci

ωu N* λ'i + atξ ^ N* λt et N* λ{ + atξ = N* λt dans ωίt Posons μt = μ\ωi

+ λ'ii alors N* μt ^ N*v + (α — a^ξ dans ω, s u p p ^ J c ^ C c o et v — μi e

M°K(X). D'apres la remarque 8, (1), dans [7], on a N* μt ^ N* v + (α — at)ξ.

Comme lim i e 7 dλt = 0, on a limίeI(N* λ^ + a£) = 0, et done N* μ ^ N* v

+ aξ, d'oύ (1) => (2). I/implication (2) =̂> (1) est evident.

De la meme maniere que dans la remarque 19 dans [7], on aura la

proposition suivante:

PROPOSITION 4. Soίt Ne(PSM) et MeS(N). Alors on a:

(1) Pour on ouvert ω Φ φ dans X, il existe ηMyω e S(N) et un seul

(2) Cela signifie que (ωθίez est une famille filtrante d'ouverts relativement compacts
Φφ dans X verifiant ωχczωj (i$j) et UieIωi=ω.

(3) pour μ e M(X) et un ensemble μ-mesurable set A, μU=μ sur A et ^U=0 sur CA.
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tel que ηMtω <Ξ M, ηM,ω = M dans ω et ηMtω e RN(M; ω), oύ

RN(M; ω) = jiV* μ + aξ μ e M£(X),

\ dμ = 1, supp(μ) CZω,aeR, N* μ + aξ <L M.\ .

( 2) Uapplication S(N) 9 M-> ηM,ω e S(N) est semi-continue inferieure-

ment, c9est-ά~dire, pour fe C£(X), la fonction fdηM,ω de M est semi-continue

inferieurement

(3) ηM,ω est croissant avec ω et, pour une exhaustion (ωi)ίel d'ouverts

de ω, on a ηM%m = l i m ί e / ^ / i ω i

( 4 ) .

( 4 ) Si ω est compact, il exίste μf

ω e M^(X) et a'ωe R tels que N* μ'ω + a'J

= VM,*> \dμ'm = l et supp(^)Cω.

On dit que ηMiω est la iV-reduite de M sur ω.

Remarque 5. Soient N et M les memes que ci-dessus. Alors, pour

une exhaustion (Kn)n=i de compacts de X, limn^cor]M^CKne M(X) ou bien,

pour 0 Φ fe CJ(X) quelconque, lim^̂ oo fdηM,CKn = — co.

Cela est obtenu de la meme maniere que dans la remarque 19 dans

[7]. Posons

ίlim rjM% cκn si l im ηMt CKn e M(X)
Vχ,» — )

( - c o sinon

Alors ηMti est independant du choix de (Kn)™=1 et s'appelle le iV-reduite de

M a Γinfini δ. Evidemment on a, pour μ e M£(X) a \ dμ = 1,

des que ηM,δ Φ — oo.

Soit Ne(PSM), MeS(N) et ω un ouvert relativement compact Φ φ

dans X Pour μeM+(X) verifiant \dμ < oo et M*μeM(X) quelconque,

on pose

J dμ' = J φ , supp(//) C ω,

(4) Pour une famille filtrante (μdi&i dans M(Z) et μzM{X), on ecrit ^=limi€z/ii si
(μώίei converge vaguement vers μ.
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D'apres (4) de la proposition 3, S£>NiM(μ, ω) Φ φ. On note simplement

SBN(μ,ω)==SBNtN(μ,ω). Tout Γ element de $LBN(μ,ω) s'appelle un couple

iV-semi-balaye interieurement de μ sur ω.

Remarque 6. Soient N, M et μ les memes que ci-dessus, et soient

ω! et ω2 deux ouverts relativement compacts Φ φ dans X verifiant ω1Z)ω2.

Alors, pour (μi, a[) e SBN,M(μ, ωj, il existe (μ'2, #0 e SβN,M(μ, ω2) tel que

μί^μί dans ω2.
Cela se comprend, en considerant

PROPOSITION 7 (voir la proposition 16 dans [7]). Soίt Ne (PSM) et

ω un ouυert relatίvement compact Φ φ dans X. Alors on a:

( 1 ) Pour 0<peR et μeMi(X) quelconques, SJlN+ε/v,N{μ,ω) forme

un seul element. On le desίgne par (μ'Pi(0, aμ,Ptω) et definίt Γoperateur lineaire

Vp,ω: MK{X) Bμ > l ( (^ + ) ; , ω - (μ-ypj e MK{X).
P

( 2 ) Vapplications XB x-> Vp,ωεxeMi(X) et XB x-+ aXiPi(ti sont uni-

versellement mesurables, oύ εx designe la mesure d'unite a x et aXίPj0) =
aεχ,P,a>

( 3) Pour μ e MK(X) quelconque, on a

VP,a>μ = j V^εχdμix)^ et aμtPiω = J ax,p,ωdμ(x).

( 4 ) Pour μ e MK(X) et 0 < p, q e R quelconques, on a

Vp,ωμ - VQίωμ = (q - p) J Vqί<ΰεxdVp,ωμ(x)

(desίgnέ par (q - p)Vq^ Vp>ωμ).

PROPOSITION 8. Soίt ω un ouυert relatiυement compact Φ φ dans X,

0<peRetμe Mκ(X). Alors on a:

( 1 ) VPtUμ(dω) = 0, oίι dω desίgne la frontiere de ω.

( 2) N*μ\Λ= VPίΛ(pN*μ\m + μ) des que μ e M°K(X).

Preuυe. Pour (1), on peut supposer que μeMi(X). Soit (ωj^e/ une

exhaustion d'ouverts de ω. On a lim ί€Z VPi<Uiμ = Vlhωμ (voir le corollaire

12 et sa preuve dans [7]), et done limίaIaμ,p,(ϋι = aμ,p,ω. Evidemment

(5) Ce la signifie que, pour / € Cχ(X) quelconque,

fdVp,ωμ = JJ fdVPtWεxdμ(x) .
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((pN + ε)* VPi<ΰ.μ + aμ,Ptmtξ)iGI converge d'une maniere croissante vers

(pN + ε) * Vp,ωμ + aμtPtΛξ. D'apres N e (PSM), on a (JV+ (l/p)ε, JV) €
(PTMS), et done (N*(pVP)ω.μ) + aμtPiWtξ)iel converge aussi d'une maniere

croissante vers N*(pVPtWμ) + aμtPtωξ. Soit ίoel quelconque fixe. Alors,

pour 19 i ^ i0 quelconque,

Vp,ωiμ ^(N*μ-N* (pVp,ωίQμ) - aμ,Pi(ΰJ)\ω ,

et done

Vp,ωμ £(N*μ- N* (pVp,ωioμ) - aμ^ωiβ)\ω ,

d oύ (1). Comme, dans ω,

N*(N*μ\ω) = (pN+ε)* Vp,ω(N*μ\ω) + aN.μlutPtJ

et

N* (N*μl) = N* (((pN + ε) * Vp,ωμ + aμ,p,ωξ)\ω)

= (pN + ε) * ((N* Vp,ωμ + -aμ,pj) ) - -aμ,p,ωξ,
\\ p /«/ p

pN + ε e (PSM), (1), p \ dVpμ = | dμ = 0 et la proposition 3, (2) donnent

(piV + ε) * ((JV* Vp,^ + ~aμ,pj)\ ) - -aμ,pJ

= (pN+ε)*Vp,SN*μl) + aNtμ[ω,pJ dans X.

D apres (N + — ε, N) e (PTMS), on a
\ p /

- -aμ,pJ = N* V».(N*μl) + aN,μί^,ξ.
p

N*

et done

V
p,ωμ —aμtPtωξ)\ = VPtJ(N*

p / ω

d oύ (2).

COROLLAIRE 9. (1) Pour p > 0 quelcoπque, on a

(2) Pour fe Cκ(X) a supp(/)Cω et μeM^X) quelconques, on a
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p->0

( 3 ) Pour une fonction bornee et unίversellement mesurable f dans X
a valeurs reelles verίfiant f(x) = 0 sur Cω quelconque,

p jf(χ)dHχ)\f(y)dVp^x < j\ffdξ.

Preuve. Soit φ une fonction additive et continue sur X. Alors

N + φξe (PSM) (voir la proposition 2) et, pour 0 <peR et μe M£(X)

quelconques, \μ'Ptm, aμ,Piύ) + j ψdμ - j φdμ'pλ e SBN+φξ+(ε/p)iN+φξ(μ, ω), car

(φξ) * μ = ( dμjφξ — ( φdμ If. En utilisant la proposition 7 et proposition

8, (2), pour N + φξ au lieu de N, on a aussi, pour toute μ e Mχ(X),

(N + φξ) *μ\m - VPim(p(N + φξ) * μ\ω + μ) .

Par consequent, on a

Comme X est non-compact, il existe une fonction additive et continue

^ O sur X, et done il existe μ e Mχ(X) telle que φdμ Φ 0, et done (1)

a lieu.

Montrons (2). Soit feC°κ(X) a supp(/)cω et μeM°κ(X). Comme

Ne(PSM) donne sup y e I |N*/(y)| = max \N*f(y)\, (p\fdN*VPt.ex)

est uniformement bornee, et done ( fdVpωεx) est uniformement bornee.

D'apres la proposition 7 et la proposition 8, (2), on a, pour tout p > 0,

d'oύ

lim fdVPtωμ = fdN* μ .

Montrons (3). On a, d'apres (1) et p dVv^εx = 1,

' \ffdξ - p jf(x)dξ(x) J f(y)dVp,.e,

= - | P JJ !/(*) - /(y)l!dVp,^β(y)df(χ) ^ 0.
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PROPOSITION 10. Soίt Ne(PSM) et σeMκ(X). Supposons que σ est
de type posίtif. Alors, pour fe CK(X) quelconque, on a

N*σ*f*f(0) ;> 0.

Preuve. Evidemment il suffit de montrer notre enonce dans le cas oύ
σ = ε, car si c'est vrai, alors N*f*f + N*f*f est aussi de type positif.
Soit ω un ouvert relativement compact ψ φ dans X verifiant αθsupp(/).
Alors, pour 0 < q e R quelconque fixe, le corollaire 9, (2) donne

iV*/*/(0) + -\ffdξ = \fdN*(fξ) + - [\ffdξ
q J q J

Γ 1 Γ
= lim fdVPiω(fξ)(x) + — \ffdξ

p-o J q J

= lim ( - A - [\ffdξ + \fdξ(x) f/(y)dV,,Λ(y))

= lim ί/(x)d?(x) f/(y)d(_A_(βjt + Σ (g - p)Vίl#)"e,)(y),

oύ (V^J^e-r = (Vq^Y'XVq^εχ) {π ^ 2) et {Vq^
λεx = Vq>ωεx. Posons, pour

si x e ω

( si x 6 Cω

Alors

gp,βW - (q -

et done, d apres (3) du corollaire 9,

vjdξ - (q ~ p)\gP,q(x)dξ(x)^gpJy)dVq,ωεx(y) ^ 0.

En faisant g->oo, on arrive a N*f*f(0) ^ 0, d'oύ la proposition 10.

PROPOSITION 11 (voir le theoreme 20 dans [7]). Soit Ne(PSM) et
(ωn)n=1 une exhaustion d'ouυerts de X. Alors, pour μ e M£(X) et 0 < p e R
quelconques, lim,^^ Vp,ωnμ exists dans M+(X) et elle est independant du
choίx de (ωn)%=1. Posons Np = lim^^Vp^^; alors, pour

(2.1)
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et (NP)P>Q est une rέsolυante sous-markovienne, c'est-ά-dίre, pour 0 < p e R

et 0 < q e R quelconques, Np — Nq = (q — p)Np * Nq et p \ dNp <£ 1.

Dans ce cas, on a, pour p > 0 quelconque,

(2.2) l im (piV* VPtΛΛε + aOtPtΛnξ) + Np = N.
7i->co

Soit K un compact de X et ηNtCκ la iV-reduite de iV sur Ciί. Comme

), (pηN,cκ* VP,ωnε + «o,p,«»f)n=i e s t croissante et

(2.3) l i m ( p ^ V j C Z * VPiωnε + aOiP,ωnξ) <L τ]NiCK .

On choisit un entier nQ ^ 1 tel que ωnoZDK et (ε^CJS:, α ,̂cχ) SjBN(ε; CKf]ωn)

pour n ̂  720. Comme iV̂ κ ε ĵί7/s: + a'nyCKξ | ^v,^ avce wfoo, on a

(2.4) l i m ( p ^ V ) ^ * Vp,ωnε + aQiPiωnξ) + Np* ε'cκ :> ^v>(7^ ,

oύ ε'cκ est un point vaguement adherent de (e^Cx)«=i lorsque n->oo. Par

consequent, on a

(2.5) N - 3^t£7Jf - ΛΓP * (ε - ε^) ^ p(iV - ^ V j ( 7 J *NP^N- ηNtCK - iVp .

D'apres (2.5), on aura la proposition suivante:

PROPOSITION 12. Pour que (Np)p>0 soίt transίente (c'est-ά-dίre, limp_>0Np

eM*(X)), il faut et il suffit que ηNiδ ψ — oo. Dans ce cas, limp_QNp =

N — ηNtδ9 pour 0 < α e R quelconque, ηN+aε,δ Φ — oo et ηNt9 = ηN+aetδ

Preuve. Supposons que (Np)p>0 est transiente. Alors la deuxieme

inegalite dans (2.5) donne lim^oiVp ^ N — ηN,Cκ, d'oύ ηNiδ Φ — oo. Sup-

posons que ŷ.a ^ — °° Alors N — ^ V ) δ eM + (X). En faisant if | X dans

(2.5), on a

iV - rjN^ - Np= p(N - τ}Njδ) * Np ,

d'oύ N - ηNtδ ^Np (p> 0). Done limp_0 Np e M+(X), et limp_0 Np - N ~

ηNiδ en resulte immediatement. Un calcul elementaire montre que, pour

n ^ 1 et q > 0 quelconque,

/ ap , p τ / 1 \
ι — — ε -f- —-—• — - vp/(ί + ap)ωε, --~• αo,i/d+αp),α>ra I

\ 1 + ap (1 + αp)2 1 + ap /
6 OJDjv+α6 + (l/p)ε,N+aε\εi ωn)

des que ωn9θ. Done la resolvante (NaίP)p>0 obtenue dans la proposition
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11 pour N + ae au lieu de N verifie que, pour p > 0 quelconque,

Na,P = —— £ + •—— ΓrNp/(ί+ap) .

1 + ap (1 + apf

Comme limp_oiVα)P = aε + limp_0Np, on obtient que ηN+ae,δ = VN^ La

proposition 12 est ainsi demontree.

Dans ce cas, on a lim^pN0*Vp,ωnε = pN0*Np, oύ N0 = \imp_0Np,

car si dN0 < oo, c'est evident et si dN0 = oo, alors p dNp = 1, et done

lim fdVp,ωnε = /diVp pour toute /e Cδ(X). On remarque ici que, pour
W->oo J „ J

feCκ(X), N0*ff^ max NQ*f(x). Par consequent,
xesupp(/)

(2.6) l i m p ^ f i * (Vp>ωnε) = ^ > δ .
ft— oo

Une famille (αr ί) ί^ocM+(X) s'appelle un semi-groupe de convolution si

a0 = ε, αrt * αs = <xί + s (t ^ 0, s ^ 0) et Γapplication ί-x^t est vaguement

continue. II est transient (resp. recurrent) si at dte M+(X) (resp. sinon).
Jo

Un noyau de convolution N^:0 sur X est un noyau de convolution de

Hunt s'il est de la forme

N
r>oo

= octdt,
Jo

oύ (at)t^0 est un semi-groupe de convolution transient. Dans ce cas,

( ί̂)ί̂ o e s ^ uniquement determine (voir [3] p. 650) et s'appelle le semi-groupe

de convolution de iV.

Un semi-groupe de convolution (at)t^Q est sous-markovien (resp. mar-

kovien) si, pour 0 <ΞJ t e R quelconque, dat <^ 1 (resp. dat = 1). Dans

ce cas, il existe O ^ α e i ? tel que dat = exp( — at).

PROPOSITION 13. Soit (at)t^0 un semi-groupe de convolution markovien et

(Np)p>0 la resolvante definίe par (at)t^0; c9est-ά-dίre, Np — at exp(— pt)dt.

Alors il y a des equivalences entre:

( 1) lim at = 0.

( 2 ) limpiVp = 0.
p-0

( 3) U supp(cθ n'est pas compact.

Preuve. Les implications (1)=>(2) et (2)=>(3) sont evidentes, et done
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on montrera que (3) =̂> (1). Comme, pour 0 < tλ < t2 e R quelconques, atl * atχ

et atl*atl — aH * aH sont de type positif, lim^oo at * at existe dans M+(X).

Comme, pour un point vaguement adherent v de (at)t^0 lorsque t-+oo quel-

conque, lim,.^ at * άt ^> v * v, on a lim^^ at = 0 des que l im,^ α̂  * ά, = 0.

Supposons done que lim^oo at* at φ 0 et posons σ = lim^oo ĉ  * ά*. On a

I cfo 5j 1. Comme, pour 0 < t e R, σ — σ * at * άt, on a (σ)2 = σ, oύ (σ)2 —

α * σ. Done d<7 = 1. En considerant la transformation de Fourier de σ,

on voit que σ est une mesure de Haar normalisee sur un certain sous-

groupe compact F de X, et done σ — σ * at * at donne U«̂ o suppίαTί * at)(zF.

Pour tout 0 < t e R, on choisit xt e suppfe). Alors supp(^)c{xj + F et

Uo<ί^i ({%t} + ^1) e s ^ compact. Soit v un voisinage compact de Γorigine

verifiant fl^Uo^ί^i ({^J + F) et Xυ le sous-groupe ouvert et ferme engendre

par v. Alors Uô ί<oo ({xt} + F)dXVJ car xt + xs — xt+s e F pour tous t :> 0

et s ^ 0. Comme il existe deux entiers m >̂ 0, n ^ 0 et un groupe abelien

compact et separe Fo tels que Xv ^ Rm χ Zn χ Fo (voir [12], p. 110), on a

l i m ^ jct = δ, d'oύ (3) => (1).

Un semi-groupe de convolution (at)t^0 est semi-transient si, pour μ e

M°K{X) quelconque, ( as*μds) est vaguement bornee.
\Jθ /f>0

D'apres la proposition 13, on obtiendra immediatement le corollaire

suivant, qui est deja connu (voir le lemme 39 dans [7]).

COROLLAIRE 14. Soit (at)t^0 uπ semi-groupe de convolution sous-mar-

kovίen et semi-transient. Alors lim^^ at = 0.

En effet, si (at)t^0 est transient, alors on a evidemment lim^oo at = 0.

Si U^o s u PP(#ί) e st compact, alors la semi-transience de (at)t^0 donne sa

transience, car X est non-compact, et done la proposition 13 donne le

corollaire 14.

La proposition suivant est Men connu (voir, par exemple, [4] et [5]).

PROPOSITION 15. Soίt (Np)p>0 une resolvante. Pour 0 < p e R, Γ desίgne

Γensemble de perίodes x de Np, c'est-ά-dire, Np = Np* εx. Alors on a:

( 1 ) Γ est indέpendant de p, et Γ est un sous-groupe compact de X.

( 2 ) Np est non-periodίque, c'est-ά-dire, Γ — {0}, si et seulement s'il

exίste un semί-groupe convolution (at)t^0 tel que Np = at exp(— pt)dt.
Jo

Dans ce casf (at)t^0 est uniquement determine et (Np)p>0 est transίente (resp.

sous-markovienne) si et seulement si (at)t^0 est transient (resp. semί-mar-

kovien).
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COROLLAIRE 16. Soit Ne (PSM) et supposons que ηN,δ Φ — oo. Posons

No = N — ηNiδ. Alors No est un noyau de convolution de Hunt si et seule-

ment si NQ est non-pέriodίque. Dans ce cas, le semi-groupe de convolution

de No est sous-markovien.

Cela est obtenu, d'apres les propositions 12 et 15.

§ 3. La preuve de theoreme 1

On commencera avec une notation. Pour v e M(X), on ecrit, par

recurrence, (v)1 = ι>, (v)2 = v*v, , (v)n = {v)71'1 * v, des que ceux sont

definis.

LEMME 17. Soίent σ e M+(X) et λ e M+(X). Supposons que, pour tout

Γentίer n ^ 1, (e — σ)n et (ε — σ)n * λ sont definίs. Si λ est bornέe et

(ε — σ)n * λ e M+(X) (n — 1, 2, •)> alors tout le point du sous-groupe ferme

engendrέ par supp(<j) est une perίode de λ.

Pour montrer le lemme 17, on utilisera le theoreme de Choquet-Deny

(voir [2]) et le theoreme connu dans [6].

LEMME 18 (voir le theoreme 2 dans [2]). Soient σ e M+(X) etλe M+(X).

Supposons que X est a base denombrable et λ = 2 * σ. Soit Γ le sous-

groupe ferme engendre par supp(σ) et E Vensemble forme par v 6 M+(X)

verifiant v*β — v et, pour xeΓ quelconque, v * εx = φ{x)v, ou φ est une

exponentielle > 0 sur Γ ( 6 ). Alors il existe une mesure de Radon positive

μ portέe par E telle que

(3.1) λ=\vdμ(ι>).

LEMME 19 (voir le theoreme dans [6]). Soient σ et λ les memes que

dans le lemme 17. Alors il exίste une mesure positive μ sur [1, oo) et une

application μ-mesurable [1, oo) a t—>vt e Et

(7) telles que

(3.2) λ = J " vtdμ{t),

ou Et = {ve M+(X); v = tv* σ}.

( 6 ) U n e fonct ion finie e t c o n t i n u e <p s u r u n g r o u p e abel ien l o c a l e m e n t c o m p a c t
s 'appel le u n e e x p o n e n t i e l l e si, p o u r t o u s x, y, φ(x + y) = ψ(oo)ψ(y),

( 7 ) Cela signifie que, pour / e Cκ(X) quelconque, la function ι fdvt de t est /ί-mesurable.
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On remarque ici que, pour μ e M+(X) hμφθetμ — μ*σ quelconque,

Preuve de lemme 17. Pour un voisinage compact υ de Γorigine, Xv

designe le sous-groupe ferme engendre par υ. Alors, pour tout Γentier

n ^ 1, (ε — σ\x)
n * λ\Xυ = (ε — σ)n * λ\Xυ, et done il suffit de montrer le lemme

17 dans le cas oύ X est engendre par un certain voisinage compact de

Γorigine. D'apres le theoreme fundamental concernant la structure des

groupes abeliens localement compacts (voir [12], p. 98), il existe une famille

filtrante (Xi)ίeI a gauche des sous-groupes compacts de X telle que X soit

la limite protective de {XjX^^j et que XjXι soit isomorphe a un groupe

elementaire de Lie. Soit ξt une mesure de Haar normalisee sur Xt. En

considerant σ * ξt et λ * ξt pour tout i e I et leur projections canoniques

sur XIXi9 il suίHt de montrer le lemme 17 dans le cas oύ X est un groupe

elementaire de Lie. Done X est a base denombrable.

Soit Γ le sous-groupe ferme engendre par supp(σ). Pour t e [1, oo)

quelconque, on pose

Ft — {v e Et v * εx = φv(x)v pour tout xe Γ},

oύ φv est exponentielle sur Γ. D'apres les lemmes 18 et 19, il existe une

mesure positive μ sur [1, oo) et une famille μ-mesurable ( i θ ^ i des mesures

de Radon positives telles que vt soit portee par Ft et

(3.3) λ =

Pour x e Γ et un entier n quelconques, on a

λ *Enx = ίί
Comme λ est bornee, on a φv(x) ^ 1 presque partout pour vtdμ(t). De

la meme maniere, on a φv{— x) ^ 1 presque partout pour vtdμ(t), et done

φv(x) = 1 presque partout pour vtdμ{t), d'oύ λ * εx — λ. On voit ainsi que

tout xe Γ est une periode de λ.

COROLLAIRE 20. Soit Ne (PSM) et supposons que ηNtδ ψ — oo. Posons

No = N — ηNtδ. Alors, pour μ e Mχ{X) quelconque, tout le point du sous-

groupe ferme Γ engendre par supp(iV0) est une periode de ηNiδ * μ. Sί N

est non-periodίque et No Φ 0, alors No est aussi non-pέriodique.

Preuve. Soit (Np)v>0 la resolvante obtenue dans la proposition 11.
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D'apres la proposition 12, on a, pour 0 < p e R quelconque, supp(iV0) =
supp(i\Q, car, pour q>p, N0 = l/qΣ:=ΛqNqY et Np=ll(q-p)ΣZΛq-p)Nq)\
Soit feC£(X) quelconque. Comme τ]N,δeS(N), on a, pour xeX,

\ V , μ ( \ \N*μ*f(y)[
2/6supp (/ι*/)

(voir la remarque 3 dans [7]). Posons a = maxye8VLmμ*f)\N* μ*f(y)\ et
χ = (a + ^, δ * μ * /)£. Alors Λ e M+(X). D'apres (2.6), on a

l i m p * * VPfUnε = Λ.

Comme Λ e M + (X), on a λ — pλ* Npe M+(X). On a aussi, pour tout
Γentier n Ξ̂> 1,

(ε - piVp)
w * VPtωnε = λ * (ε -

et done Λ * (ε - pNp)
n+ί e M+(X) des que λ * (ε - pNp)

n e M+(X). Ainsi,
pour tout Γentier n >̂ 1 et tout 0 <C p e R,

(ε -piV p ; r * Λ ^ 0 dans X .

Par consequent, le lemme 17 montre que tout le point de Γ est une periode
de λ. En faisant /£-»ε, on arrive a notre premiere conclusion. Supposons
que N est non-periodique, NQ Φ 0 et, pour O ^ x e l , iV0 = No * εx. Alors,
pour tout 0 < p e R, Np = Np * εx, et done (1) de la proposition 15 montre
que x est un element compact de X. Comme supp(iV0) 9 0, supp(iV0) 3 x.
Done, pour tout Γentier n ^ 1,

iV* (ε — εx) * εnx = ^ f ί * (ε — eΛ) ,

et par suite N* (ε — εnx) = nN* (ε — ε̂ ). Comme (iV* (ε — εnx))ζ=1 est bornee,
on a N — N * εX9 d'ou une contradiction. Ainsi No est non-periodique.
Le corollaire 20 est demontre.

Pour un noyau de convolution reel N sur X, on designe par S(N)
Γensemble de η e S(N) verifiant la condition suivante:

(C) Π existe des families filtrantes (μt)ieIc:M£(X) et ( 4 e ί c f i telles
que

[dμi = l et N*μt + c£ \η.

Si Ne(PSM), alors on a evidemment S(N) = S(N), d'apres Ne(PSB).

Pour /0 e Cκ{X) a /odf = 1 fixee, on pose
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Pour η e S(N) quelconque, il existe bve R et un seul tel que η + bηξ

eS(N;f0).

LEMME 21. Supposons que Ne(PSM) et ηN,δ Φ — oo. Alors S(N;f0)

est un ensemble convexe et compact dans M(X). Si No = N — ηNiδ s'annule

a Γίnfinί, alors ηNίδ + δ9iV>3f e exS(N;f0), oύ exS(N;f0) dέsίgne Vensemble

des points extremes de S(N; f0).

Preuυe. Evidemment S(N;f0) est convexe et vaguement ferme. II

suffit done de montrer que, pour un compact K de X, il existe une con-

stante A(K) :> 0 telle que, pour ηeS(N;f0) et feCκ(X) a supp(/)ciί

quelconques,

(3.4)

oύ 11/11 designe la norme dans Cb(X). Posons

A(K) = \κdξ + J ( }) d\N\ + sup \N*fo(x)\ \κ dξ{S) ,

oύ \N\ designe la variation totale de N. Alors A(K) est une constante

demandee, car

\fdη ^ fodη fdξ sup
c

^, -f ( <γ\ γ) ô  f (ιγ\ I f/7&

+ sup
xex

sup

Montrons ensuite que, dans le cas oύ No s'annule a Γinfini, ηNiδ +

bVlft9ξ e ex S(iV; /0). De la meme maniere que dans le lemme 17, il suffit

de le montrer dans le cas oύ X est a base denombrable. On utilisera le

theoreme de Choquet suivant:

LEMME 22 (voir p. 7 et p. 19 dans [9]). Soίt C un ensemble conυexe,

compact et mέtrisable d'un espace localement convexe E. Alors Γensemble

exC des points extremes de C forme un ensemble de Gδ et, pour xe C

(8) Pour ensembles A, B dans X, on note A + B = {x + y x e A, y e B} et — A —
{-x; xeA}.
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quelconque, il existe une mesure de probabilite μ sur C portέe par ex C

qui represente x.

Continuous la demonstration de ηNiδ + bVifiδξ eexS(N;fQ). D'apres le

lemme 22, il existe une mesure de probability μ portee par exS(N;f0)

telle que

(3.5) ηNtδ + bVNJ

Soit (ωn)n=i une exhaustion d'ouverts de X. Pour η e S(N; /0), on choisit

(e',,n, aηj e SBN,η(ε, ωn). Comme (N, ηNtδ) e (PTMS), on a No * ε^n ̂  No * ej,n+1

dans ωw, et done lim^^^ iV0 * εj5n existe. Pour ηu %e S(N;f0) quelconques,

(Vi * 4,« + α9a,»f)n=i est croissante et

(3.6) lim (^ * e;aιn + α9a,nf) = lim (η2 * e^^ + aηunξ),

ear, pour fe CJ(X) et τι jj> 1 quelconques, il existe un entier m ^ 1 tel que

* ε;,n + αWιnf) * ε;i)

Pour j? e S(N;f0), on pose η' = η — l im^^ iV0 >κ ε ĵ7l. Alors Γapplication

0 ) 3 ^ >τfeS(N)

est semi-eontinue inferieurement (c'est-a-dire, pour fe C£(X) quelconque,

la fonction fdτf de η est semi-continue inferieurement), ear, pour n ^ 1,

Γapplication rj -^ N^ ε^n + αV)Mf est semi-continue inferieurement, et done

η-+VNtδ * ej.n + α=?,n? 3'est aussi. Posons iV7/ = ηNiδ + bηNJ. Comme No

s'annule a Γinfini, on a, pour un point vaguement adherent λ de (ε^,n)^=i

lorsque n -> co quelconque, lim^^^ iV0 * εf

N>^n = iV0 * λ, et done lim^.^ iV0 *

^v,,w = 0. Comme, pour n^l,

N0*e'N,,tn =

et rfdμ{η) a un sens, on a, pour μ-presque tout η9 lim^^^ No * εη>n = 0, et

done, pour μ-presque tout η, η e §(N"). D'apres (3.5) et (3.6), pour 57 e
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exS(N;f0) verifiant limw_00 ΛΓ0 * eJίW = 0 quelconque, on a, pour μ-presque

tout η,

ή = lim (η * eJιW + ahnξ) + &*,,?
(3.7)

= lim (τ? * e',,n + aVtnξ) + b^vξ ,

oύ 6,,, e i? verifiant l im^O? * s?.» + α?.»£) + &?.?£ e S(iV; /"„), car

= lim I (η * ε ^ + (ahn - bηirjξ)dμ(rj)

= f (lim (5? * <4,B + αr-,Bf) + b
J n->oo

Par consequent, pour une mesure positive v sur S(N; /„) verifiant υ ̂  ,«

quelconque, on a

<,„ + (α,,B + b,,,)ξ)dv(η)dμ(i))

et done μ est portee par un point, d'oύ N" e ex S(N; /0). Le lemme 21

est ainsi demontre.

Pour un noyau de convolution reel N sur X, on designe par S'(N)

(czS(N)) Γensemble de η verifiant η < N* v + aξ, oύ v e M+

K{X) a f dy = 1

et aeR.

LEMME 23. Soιϊ Ne(PSM) et supposons que ηNti φ — oo, N Φ ηN,δ et

No = N — Ύ)N,δ s'annule a Γίnfinί. Posons N" — ηXtδ + bηNfδξ et, pour ηe

S(N") et x e X quelconques,

Alors il exίste une famίlle filtrant (Xi)ίGiClX telle que l im i e z xt — δ et, pour

ηe S'(N") quelconque, ]imieIηXi = η.

Preuve. Soit (ωn)^=1 une exhaustion d'ouverts de X et (ε'n, an)

(ε, ωn). Comme No s'annule a Γinfini, on a lim^^^ No * ε'n = 0, et done

N" = li ί" * εi + αnf - 6,Λ,5?) = lim ί N'Jd^x).
' n-*oo J
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Soit η e S(N") quelconque. On choisit des families filtrantes (μi)ίel

aMχ(X) a \ dμt = 1 et {c?)ieI(zR telles que N" * μt + ctξ | V- Alors

(N" * μt + Cίf) * ε̂  + (αn — bVNJξ t AT'7 * μt + ctξ (n \ oo) pour tout £, et done

η * e£ + (an - δ^,)? 157 (n t 00) .

Par consequent, on a

(3.8) η

Pour ^ e S(N") et /e CZ(X), on pose fv(x) = Vx */(0) et Q = {/,; η e g ' ( n

/e CX(Z)}. Pour ηe§'(N"\ il existe ^, v2eMi(X) a ί d ^ = ί(ip2 = 1 et

al9 a2e R tels que

N" * Vi + atξ < η < N" *v2 + a2ξ .

Done, pour g e Cχ(X) quelconque,

(g * VI)N»(X) + a>i < gv(
x) £(§* v^N'ix) + a2.

Comme (N'x')xexdS(N;fQ) et N* (g *vά) - (j gdήN*fQ et i V 0 * ( £ * ^ ) -

(\gdξ\N0*f0 sont bornees 0" = 1, 2), o n a ^ e Cb(X), d'oύ QcCh(X). Soit

X la Q-compacite de X; cJest-a-dire? X est une compacite de X et tout

Γelement de Q possede sa prolongement continu sur X On designe encore

par fη le prolongement continu de fη. Soit η e S\N") et soient vu v2 e

Mκ(X) et α1? a2e R les memes que ci-dessus. Comme iV^ e SίiV /0), on a,

pour un compact if de X et fe CK{X) verifiant supp(/)ciί quelconques,

l(/* V,)N»(X)\ = IJ7* ^ rfiV^I ̂  A ( - if - suppMll/* ^ ||

^ A(- if - suppM 11/11 sur X (j = 1, 2),

oύ A(— if — supp(^)) est une constante definie dans le lemme 21. Done,
il existe une constante B(K τj) dependant de η et K tel que, pour tout
xeX et fe CK(X) verifiant supp(/)cif

\f,(x)\£B(K;v)\\f\\.

Par consequent, pour x e X quelconque, il existe η£ e S(N") et un seul tel

que, pour toute feCκ(X), ΎJΆ * /(0) = fv(x). Comme \ dε'n = 1, on peut

l i ^ i d M(X) P l i ' lsupposer que lim^ooβ^ existe dans M+(X). Posons λ = limn^ooε'n; alors

dλ = 1 et λ = 0 dans X, car l i m ^ N0*ε'n = 0. Comme XB X -> ̂  e S(JV/;)f
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et continue dans M+(X), (3.8) montre que

η = j 7}£dλ(x) .

Pour τ] e S(N") et x e X, on pose

des que cela est definie au sens des mesures, oύ sup{ } est au sens des

mesures. Alors ηs = η£ si η e S'(N") et, pour η e §(N"), on voit que, pour

Λ-presque tout x9 ηz est definie et

(3.9) η =

car il existe une suite croissante (η^^aSXN") tel que limn_co^w = η. On

remarque ici que. pour / e Cχ(X) quelconque, la fonction fdηx de x est

semi-continue inferieurement. Si η e S(N")Γ\exS(N; /0), alors η^ — η pour

Λ-presque tout x. D'apres le lemme 21, N'~ — N" pour tout xesupp(/l),

et done, pour μ e Mχ(X) a \dμ — 1 et b e R quelconques, (N" * μ + bξ)£

= N;/ * μ + bξ pour tout x e supp(Λ). Done, pour η e S(N") quelconque,

rjχ^η pour tout x e supp(/l) des que η£ est definie. D'apres (3.9), on a

ηz — η pour Λ-presque tout x. En particulier, si η e S'(N"), alors rjs = η

pour tout xesupp(Λ). Cela montre notre lemme.

LEMME 24. Soiί iV0 ι/τι noyau de convolution de Hunt dont le semi-

groupe de convolution (at)t^0 est sous-markovίen. Soient Γ le sous-groupe

fermέ engendre par supp(iV0) et ξΓ une mesure de Haar fixέe sur Γ. Alors

il existe une constante a(NQ) ^ 0, et une seule telle que

(3.10)

On a

(3.11)

encore

lim (No 4
X->δ

lim pN0 * Np
p-0

- Λ ô - a(N0)

= 2 lim pNp

ξr)*

= a(N0)ξΓ ,

oΐι (NP)P>Q est la resolvante definie par (at)t>0.

Preuve. Si No s'annule a Γinfini, alors a(NQ) = 0 et les deuxiernes

egalites ont lieu, d'apres limp_0 pNp = 0. Supposons que No ne s'annule

pas a Γinfini. Alors (at)t^0 est markovien. Done il existe une fonction
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definie-negative ψ(χ)(9) sur le groupe dual I de I telle que ψ(6) = 0 et

άt(x) = exp( — tψ(x)), oύ 0 designe Γorigine de X et &t designe la transform-

ation de Fourier de at (voir, par exemple, [1], p. 49). Comme, pourp > 0,

jVp = l/(p + ψ), on voit que, pour 0 < p < q,

Np + Np- 2pNp * Np et (Np + Np - 2p2V, * Np) - (Nq + Nq - 2giV, * iV?)

sont de type positif, car Re ψ ^ 0. Done limp_0 pNp * Np existe dans M+(X).

Posons η = limpiVp * Np; alors, pour p > 0 quelconque,

= limqNq * iVQ * (pNp) = Urn
o e-o p — q

Comme η est bornee et supp(^)cΓ, le leπune 17 donne η = αfΓ, oύ 0 ^ α e i?.

On a done

et No + No — 2aξΓ s'annule a Γinfini. En posant a(N0) = 2a, on voit que

a(N0) est une constante demandee. On a encore

limp2(iV0 + No) *NP*NP = a(N0)ξΓ,

car p2 [ dNp * Np = 1, limp^opWp * iVp = 0 et NQ + NQ - 2aξΓ s'annule a

Γinfini. Soit rf un point vaguement adherent de (p2N0 * Np * iVp)p>0 lorsque

p -> 0. Alors, de la meme maniere que pour η, on a, pour 0 < p e R

quelconque, rf = rf % (pNp), supp(^) c Γ et rf est bornee. Done rf — bξΓy

oύ 0 ^ b e R. Ainsi η' = rf — bξΓ, et done b = |α(ΛΓ0). Par consequent,

limp_opWo * Np* Np = ia(N0)ξΓ. D'apres Γequation resolvante, on a

limpN0 * Np = lim (p2N0 *NP*NP+ pNp * ΛQ = a(N0)ξΓ .
p—0 p—0

Le lemme 24 est ainsi demontre.

On montrera desormais le theoreme 1 dans ce paragraph. On discutera

d'abord (1) => (2). Possons No — N — ηN%s et N" — ηNiδ. On peut supposer

que N" Φ 0. D'apres les propositions 12, 15 et le corollaire 20, NQ est un

noyau de convolution de Hunt dont le semi-groups de convolution (at)t^0

( 9 ) Une fonction continue ψ(x) sur X a valeurs complexes est dite definie-negative si

ψ(o) ^ 0, pour x G It quelconque, ψ(— x) = ψ(βj et, pour une famille ίinie (xj)jίι et

une f amille ίinie (fyOJLi des nombres complexes verifiant ΣJLi Pj — 0 quelconques,
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est sous-markovien. D'apres le corollaire 20, on voit que, pour x e X

quelconque, tout le point y du sous-groupe ferme engendre par supp(iV0)

est une periode de N" * (ε — ε*), et done N" * (εy — ε) est invariante par

translations sur X, d'oύ N" * (εy — ε) = cyξ, oύ cy e i?. Par consequent il

existe une fonction additive et continue φ sur X a valeurs reelles telle

que φ(y) = cy.

( i ) Supposons que a(N0) Φ 0. Posons a = a(N0), Γ = le sous-groupe

ferme engendre par supp(iV0) et N' = N" — φξ + a(N0)ξΓ. On montrera

que N = No — aξΓ + φξ + Nr sont une decomposition demandee. Alors

N' = N' * εy pour tout y e Γ, et done N' est pseudo-invariant. D'apres

les propositions 2 et 10, on a (2V0 + iV' — a(N0)ξΓ) * / * /(0) = (N — φξ) * f

* / ( 0 ) ^ 0 pour toute feC°κ(X). Montrons que Nf e{PSM). Supposons

que, pour /, ^ e C ί ( Z ) a f/df = f^df et 6 e i?, N'*f<N'*g+b sur

supp(/). D'apres le lemme 24, (3.10), on voit que, pour 0 < ce R quel-

conque, il existe un compact K de X tel que No * f(x) ^ a(N0)ξΓ *f(x) + c

dans Cif. On choisit un autre compact F άe X verifiant CF + supp(/)c

CK et une exhaustion (ωn)"=i d'ouverts verifiant ω^F. Soient eCF,n et ε'CF

une mesure iV0-balayee de ε sur CFΠωw et celle de ε sur CF (10). Alors

on peut supposer que (No * εfcF,n)n=ι converge d'une maniere croissante vers

No * ε'CF lorsque n -> oo. Alors decf ,n t ^ C F — 1 (n t °°)J c a r (at)t>o est

markovien. Comme lim^̂ opiVo * Np = a(N0)ξΓ (voir le lemme 24), iV0 * s^^

* / ^ a(N0)ξΓ *f+c sur Z (^ = 1, 2, ) et il existe vn e Mχ(X) telle que

supp(vn) C CF Π ωn, N0*vn<: ξΓ et No * vn = fΓ dans CF ΓΊ ω72. Alors

(ΛΓ0 * v j ^ ! est croissante, et done ( dvΛ est aussi croissante. On choisit

un entier τι0 ^ 1 tel que, pour n ^> n0 quelconque, 1 — dε'CFtn ^ c dvn.

Posons an = ί 1 - J dε^,Λ / J cfcΛ (n ̂  π0); alors NQ * (ε^.n + αnvn) ^ iV0

+ cf Γ et l i m ^ No * (ε^,n + anvn) = No * ε^. Posons

6n = 6 + J φ(g - (ε'CFtn + anvn) * f)dξ + c(l + sup x e z fΓ * /(x)).

Comme suppίε^.Jc/ 7 et supp(ιOc/\ o n a? pour xe(supp(/) + Γ)Γ)CK,

(e'CFtn + anvn) * /(x) = No * (ε^,π + α ^ n ) * f(x) + N' * f(x) + φ(x)

,U + anvn) * /df - a(N0)ξΓ *- J
do) pour μ e Mχ(X) et un ouvert ω dans X, μ'ω e M+(X) s'appelle une mesure No-balayee

de μ sur ω si supp(//ς)cω, JVΌ * μ'ω %, No * μ et Λ̂o * μ'ω — No * /i dans ω.
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£ N' * g(x) + φ(x) - J ψgdξ + bn

= (N" + a(N0)ξΓ)*g(x) + bn.

Soit p > 0 quelconque. Comme supp (Np) CΓ, onap (N"—ψξ) *NP=N"—ψξ,
et done limπ_ p(N - φξ) * Np = N', d'oύ (iV - ψξ, N') e (PRSM). Par con-
sequent, (N, N" + a(N0)$Γ) e (PRSM). On a alors

N* (ef

0Ptn + σ Λ ) * /(x) ^ (iV" + α(ΛΰfΓ) * g(x) + bn sur X.

En utilisant le lemme 24, on a

(N" + α(iV0)fr) * (4,,,, + anvn) * f(x) <, (N" + α(iV0)fΓ) * g(x) + bn sur X,

car

(N" * (ε^,n + ci/J * / - N" * g) *

= (iV" - ^f) * (e^,n + anvn) * f - (N" -φξ)*g

+ (} φUF,n + anvn) *f-g)dή* (pNp)

= N"*(ε'CFtn + anvn)*f-N"*g.

Done

N' * f(x) = lim N' * (eί,,, + O Λ ) * /(*)
?2-»oo

<LN'* g(x) + b + c(l + sup f Γ * /(x)) sur X.

En faisant c j 0, on arrive a iV' * /(x) ^ JV; * ̂ (x) + 6 sur X, d'oύ JV' e (PSM).
Montrons finalement que N' — a(N0)ξΓe S(N'). On peut supposer

que φ = 0, et done tout x de Γ est une periode de N" = ηNiδ et de N'.
Soit (ω J^=1 une exhaustion d'ouverts de X. D'apres limp_0 NQ * (pNp) =
a(N0)ξΓ et p dNp = 1, le principe du balayage et le principe de positivite

Γde masse pour iV0 montrent qu'il existe λn e M£(X) verifiant dλn ^ 1,

supp(^n)CωnnΓ, No* λn<L a(N0)ξΓ dans X et No* λn = a(N0)ξΓ dans c<v

D'apres le principe de domination pour No, (NQ * λn)~=1 est croissante, et

done, d'apres le principe de positivite de masse pour No, I dλn J est

aussi croissante. Comme lim^̂ oo pN * (ε — pNp) = ε, on a λn ^ Λw+1 dans ωn.

Done lim^̂ oo λn existe. Posons λ = lim^oo λn. Alors λn ^ λ dans ωn et, pour

p > 0 quelconque,

(a(N0)ξΓ - No * Λ) = limpiVp * (JV0 * Λn - iV0 * λ)
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= ]im(Na-N,)*(λ1ι-λ)

= lim(N0*(λπ- λ))

= α(N0)ξΓ -Nβ*λ,

car f dNp = 1/p et f dλn ^ 1. Done pNp *N0*λ = N0*λ, et Np * λ = 0,

d'oύ λ = 0. Ainsi on a lim,,^ Λre = 0. Done, d'apres (3.10), on a

0 = lim (No + N0~ α(N0)ξΓ) * λn ^ α(N0)ξr - α(N0)(lim ί dλn)ξΓ ^ 0 ,

d'oύ lim ί dλn = 1. Soit (ê , αn) e S_BN, v-(ε, ωn). Alors iV* < + αΛ? t N" avec

τz t oo. Posons λ'n = ί 1 / d^n 1̂ .̂ Alors, d'apres JV" = iV'7 * ετ pour tout

xe Γ, on a

N" = lim lim(iV* ε'n + anξ) * λ'm .

Comme, pour m1 ^ m2 et nx ^ 7?,2 quelconques,

(N* ε'nχ + anίξ) * λ'mi ^ (JV* ε^ + anβ) * ^ ,

— l \ i V 0 * X T O l * ε W l —

et, pour / € CK(X), NQ* f est bornee, on a

lim lim (N * εn + αnξ) * Λ'm = lim lim (N * εn + αnξ) * ^^ ,

et done

iV" = lim ((of r + iV") * ε'n + αnξ) = lim (N' * e^ + αB$)

d'oύ ΛΓ' - αf Γ - ^ ' €
(ii) Supposons que αίΛ )̂ = 0 et qu'il existe une fonction additive

et continue φ sur X et un sous-groupe non-compact Γ de X tels que

(N" -φξ)*ey = N"- φξ pour tout yeΓ. Posons α = 0 et N' = N" - φξ.

Alors N' verifie la condition (c) dans le theoreme 1 et iV7 e S(N/). Pour

que N' e (PSM), il suffit de montrer que N" e (PSM) (voir la proposition

2). Supposons que, pour /, geC+

κ{X) a f fdξ = [gdξ et 6 e R, N" * f <L

N" * g + b sur supp(/). Soit 0 < ce R quelconque. Comme No s'annule

a Γinίini (voir le lemme 24), il existe une famille (Xj)f=0(ZΓ telle que

x0 = 0, supp(/* εXJ) Π supp(/* εXk) = φ (j Φ k), (l/m)N0 *f<Lc/2 sur supp(/) et,
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pour 0 <̂  j <^ m quelconque,

j-l m c

ΣiNo*(f*εχ,) + Σi N0*(f*εxι) £ — sur supp(/*ε ).
Jc = Q k = j + l 2

D'apres le principe classique du maximum pour iV0

(11), on a

— ΣN0*(f*εXJ)^c sur X.

Comme tout le point de Γ est une periode de N" * (g — /), on a

I r a -I m m

-±- £ iV* (/* 6,,) ̂  — Σ W" * (g * e*,) + 6 + c sur U supp(/* β,,),
m .7=0 m J=O j=o

et done la meme inegalite a lieu sur X, d'oϋ iV/; * / fg iV^ * g + 6 + c sur

X. En faisant c j 0, on arrive h N" *f <L N" * g + b sur X Ainsi N' e

(PSM). On obtient ainsi la decomposition de (1.2).

On remarque qu'il existe une fonction additive et continue φ sur X

telle que le sous-groupe ferme des periodes de N" — φξ D supp(iV0) (voir

la premiere partie de cette preuve).

(iii) Supposons que No est a support compact et que, pour une fonction

additive et continue φ sur X quelconque, le sous-groupe ferme des periodes

de N" — φξ est compact des qu'il contient supp(iV0). Comme le sous-groupe

ferme engendre par supp(iV0) est compact, N" est periodique a tout le

point du sous-groupe ferme engendre par supp(ΛΓ0). Posons φ = 0, Γ = le

sous-groupe ferme des periodes de N", a = inf{6 ^ 0; N" + bξΓe(PSM)}

et N' = N" + aξΓ. D'apres N" + (T dNJdζλξΓ e (PSM), on a \dN0^

a \ dξΓ. On a encore N = No - aξΓ + N\ N' e (PSM) et N' - aξΓ = N"

e S(iV0, d'apres le lemme 23. Done il sufBt de montrer que N' est pseudo-

invariant.

On peut supposer que iV0({0})>0, car on considere N + cε (0 < c e R)

au lieu de N si c'est necessaire. Soit f0 e C£(X) verifiant fodξ = 1.

D'apres le lemme 23, il existe une famille filtrante (Xi)ieIczX telle que

lim i 6j Xt = δ et, pour η e §'(N") quelconque, ηXi -> η9 oύ ηx = η * εx + bxξ et

fQd(N" * ex + bxξ) = 1. Comme (JV" * ε.,,. + b_x.ξ)iel est vaguement bornee

(voir le lemme 21), on peut supposer qu'elle converge vaguement. Posons

M = lim.e^iV^ * ε.^, + b_Xiξ). II suffit de montrer que N' = iV7/ ou bien

α i ) Cela signifie que, pour / 6 Cχ(X) quelconque,
sup iVo * /(ίc) = max No * /(a?).
X 6 I x e ( / )

https://doi.org/10.1017/S0027763000000349 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000000349


81

N' = M + cξ, oύ c e .R. On montrera d'abord que (M, JV") € (PRSB). Soient

μ e ΛfJ(X) a dμ = 1 et ω Φ φ un ouvert relativement compact dans X

On peut supposer que, pour i Φ j e I quelconques, ω — \xJ Π ω — {xj} = ^

et (Γ + ω — {Xt})Plω = φ. Posons

wt = ω — {Xi} et Ωt = (J ώj (ί e I).

Soit (ωj^χ une exhaustion d'ouverts de X verifiant ωx Z) Γ. On choisit

(j"ί,n> bίin)eSβN,N^(μ; (ω\jΩt)Πωn). Comme iV0({0})>0, de la meme maniere

que dans la proposition 8, (1), on a μ'Un(d((ω\jΩΪ)ftωJ) = 0. Done μ >71

^ î.τz+i dans ωn, car SβjvW.n+u^Ufl^ΠίϋJ forme un seul element et

0<», &*,» —6*.«+i) e SBN(μU+r'> (ωUfiθΠωJ. D'autre part, (iV/7 * ^ n + fci)Kfti

est croissante. Posons ^ = lim^^^ (iV;/ *^ ί ) W + 6ifΛf) et ^ = hm^^μ'itn;

alors ^, e S'ίJV'O, J dμί ^ 1, /£ί(C(ω U Ωt)) = 0 et iV0 * Ĵ + ηt = N" * μ dans

ωUfli. D'apres le lemme 23, on a

lim (9< * (ε - εx) + (60 - &*,)?) = lim (ΛΓ/; * (ε - ε,.) + (bQ - bx)ξ) - 0,
jei jei

et done NQ * ^ = 0 dans ω, car, pour j e I quelconque,

(No *μ[ + ηt) * (ε - εx.) = (iV7/ * //) * (e - e^) dans ω .

Done /̂  |ω = 0. On obtient ainsi l i m , ^ (N* (μ'itn\Cw) + bitnξ) = N" * μ dans

ω et l i m ^ (iV* (//-,n\Cω) + 6ί>nf) ^ iV/; * μ dans X Posons μί)7lJ = μ'itn\Sj * ε^

(i ^ j ) ; alors supp(^ί)M><7 ) c ω, Σ\ dμitnj ^ 1 et lim Σ d//ί>nJ = 1. Soient
jei J τι—oo j e i

feCχ(X) a supp(/) C ω et 0 < or e R quelconques. Alors, il existe ioel

tel que, pour ί ^ iQ quelconque, \(N" * ε.^ + b_Xiξ — M) * / ( — x)| < α pour

tout x e ω. Comme

Σ (
jei

" *e-XJ + b-Xjξ) * μUnJ - ( Σ b.XJ ί dμitnλξ ,
\jei J I

on a, pour ι ^ ι0,

\N" * (μ'Un\Cω) * f(0) -

(3.12)
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Soit Vi un point vaguement adherent de ( Σ j l ί j"i,π,j)n=i lorsque n->oo et v

un point vaguement adherent de (vt)ieI lorsque xt —> δ. Alors \dv — 1 et

supp(y) C ω. D'apres (3.12), il existe ceR telle que M*v + cξ-^N"*μ

dans X et M * y + cf = N" * μ dans ω, car No * (μ'itn\Cω) = 0 dans ω. On

voit ainsi (M, N") e (PRSB). Comme MeS(N"), on a encore Me(PSB)

(c'est-a-dire, Me(PSM)).

Supposons d'abord que MeS(N"). Dans ce cas, on montrera que

N' = JV". Pour cela, il suffit de montrer que N" e (PSM). Comme (N, M)

e (PRSB) et (Λf, JV") e (PRSB), (Mx)xex est vaguement bornee, car il existe

vu v2 6 Mκ(X) et Cu c2 e i? tels que I d^ = I dv2 = 1, iV7/ * ̂  + c^ ̂  iV* ̂

+ cxf ^ M et M * y2 + c2ξ ̂  iV;/. Comme M e S(N"), il existe une famille

filtrante (^)< e 7 a droite telle que ̂  | M, et le lemme 23 montre que tout

le point vaguement adherent de (MXi)iel lorsque xt -> δ est ̂  M. On peut

supposer encore que limielMx. existe. Posons M' = limίelMXi; alors

M' ^ M. Pour N" e (PSM), il suffit de montrer Γenonce suivant:

Soit 0 < a e R. Si (aN0 + N", N") e (PRSM), alors QaN0 + N", N")

e (PRSM).

On remarque ici que (No + N", N") e (PRSB). Supposons que, pour

f,geCi(X) a ^fdξ = ^gdξ et deR, (N" + ±aN0) * f £ N" *g + d sur

supp(/). Soit 0 < β e R quelconque. On choisit ίoel tel que, pour I3i

^ i0 quelconque, supp(ΛΓ0 * /) Π supp(iV0 * f*ext) = φ,\N'0'*f— N'x't * f\ < β et

INΌ'tg-N'J^glKβ sur supp(/), oύ N'o' = iV7/ + 60f. Alors, pour i ^ i0,

(ΛΓί' + iαiVo) * / * eΛ< ^ ΛΓί' * ̂  * eΛ< + d + 2j8 sur supp(/) U supp(/* eΛ (),

et done

N"i * / + iαiVo * / * εXί ̂  iV .̂ * g + d + 2/3 sur supp(/) U supp(/ * β^) .

Comme M e (PSM) et Mf ^ M, il existe ιΊ e / tel que, pour i >̂ ̂  quel-

conque

MXi*f + β^M*f sur X,

et done

iVί/

?*/+/3^iVί/*/-iV^*/+60J/d? sur X,

car (M, iV") e (PRSB), et (M, iV") e (PTMS) (voir la proposition 1). Par

consequent, on a
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i(NΌ' * f(x) + N'x't * f(x)) + ±a(N0 * f(χ) + No * / * estix))

£ N^ * gix) + d + f/3

sur supp(/) U supp(/* ext) (/ ^ i0> ^ it). D'apres (ΛΓ" + αiV0, N") e (PRSM),

on a

WΌ'*f+N'x't*f) + iα(2V0 * / + iV0 * / * e J

^ # £ * g(*) + d + fjS sur Z .

En faisant xt —> ^ et ensuite /3 j 0, on arrive a

N'0'*f+ }aN0 *f^N'o'*g + d aw X,

d'oύ iV/; e (PSAf).

Supposons ensuite que M g S(N'). Comme (iV, M) € iPRSB), on choisit

(δw'j o»0 ^ SBN,M(£, ωn). On remarque que SLBN,M(ε, (*>n) forme un seul element,

et done ε" ^ ε^+1 dans ωw et (iV" * ε^ + α^f)"=1 est croissante. Posons

λ - l im n _ ε': etη = lim^oo (iV7/ * ε^ + < f ) ; alors λφθAdλ<l,ηe §iN")

et

(3.13) M - η + NQ * λ .

Montrons que ^ = ηMyδ. Soient Fx et F2 deux compacts dans X verifiant

Fj c Γinterieur de F2. On choisit un entier n0 ^ 1 tel que ωno Z) F2. Soient

(ecF,,», %*,*) € SB.v(e, CF2 Π ωw) et (ε^,,, 6 ^ , J e SBM(e, CF, Π ωn) (n ^ ^0)

Alors, d'apres iN,M)eiPTMS) et MeiPSM), on a

M * 4pa,n + b'CF2,nξ £ M * e^.n+i + δσ .̂n+if dans Z .

D'apres (iV, η) e (PTMS), N" * e^ , . + ^U.-f t ^ 7 / (n t oo) et (3.6), on a

5? * ε'cF2,n + b'CFi,nξ \η ( n f o o ) .

Done, en faisant n->oo et ^ f X, on arrive a η ^ ^ ^ . D'autre part, pour

n^n0 et fe CJ(X) a ί/df - 1,

(M * ε'£Fun + 6^x>n) *f^y*f+ sup iV 0 *^* /(y) sur X ,

car iV^eSίilί), MeiPSM), et done iM, v) e iPRMS). En faisant τz->oo,

F x I X et /f -> ε(vaguement), on arrive a ^1/jδ ^ 27, d'oύ ^M,δ = 27. On voit

ainsi qu'il existe une resolvante sous-markovien (Mp)p>0 verifiant limp_0 Mp

= No* λ et que, pour tout xeX, η — η * ε̂  est periodique a tout le point

du sous-groupe ferme Γf engendre par supp(iV0 * λ). Comme (M, N") e
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(PRSB), on a N" e S(η), car, en choisissant (λ'm cn) e SMM,N"(ε, (*>n) et prenant

un point vaguement adherent X de (λ'n) lorsque n—•oo, on obtient que

l im κ _ (η * λ'n + cnξ) e S(η) et N" = No* λ* λ'+ )imn^(η* λ'n + cnξ), d'oύ

7! = 0. On remarque ici que §(37) C S(N"). Done, pour xeX quelconque,

N" — N" * εx est periodique a tout le point de Γ\ Si Γ' est compact,

alors on voit facilement que Γf d Γ. Si Γ' est non-compact, alors, de la

meme maniere que au debut cette preuve, il existe une fonction additive

et continue ψ sur X telle que N" — ψξ soit periodique a tout le point de

Γ\ qui est en contradiction avec notre hypothese de (iii). On a ainsi

Γ C Γ. D'apres M = lim ί €7 (N" * ε_XJ + b_XJζ) et (3.12), N0*λ est periodique

a tout le point de Γ, et done Γ' = Γ. Comme No est un noyau de con-

volution de Hunt, il existe a e R tel que λ — aξΓ. On suppose dξΓ = 1,

et done 0 < a <̂  1. Si a = 1, alors, d'apres ε^ ^ ^ des que ωn Z) Γ et

J de? = 1, on a ejf = ^ K Z) Γ), et done Λf = (J diV0Vr + ^ ' * fr + cf -

ί dN0)ξΓ + iV/; + cf, oύ c e R. Supposons que a < 1. Alors

M = (α f dJV0)fΓ + ctN" + (1 - α) Km
. — a

et

l i m ( i V " * ( ^
*— \ \ 1 - a I 1 - a

Posons

N" = aN" + (1 - a) lim (N" * ( ε" ~ λ

Comme Me{PSM), on a (\dN0)ξΓ +N/"e(PSM), et done iV0 + N'" e

(PSM). D'apres le lemme 21, on voit que

N" - lim (N" * ( f "" Λ̂ + -J—cCf

est proportionnel a ζ. Par consequent, on obtient que

+ N" + cξ,

oύ 0 < a ^ 1 et c e R. Comme (iV', M) e (PRSB), on a a ^ ^ ί diV0Y et

done α = or diV0, d'oύ N' = M — cξ.
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On obtient ainsi que (1) φ (2).

On montrera ensuite (2) φ (1). Pour cela, il faut preparer les lemmes

suivants:

LEMME 25 (voir [10]). Soit H un espace hίlbertien sur R; la norme

dans H est dέsignee par || ||7/ et le produit scalaire associe est designέ par

( , -)H. Soit α( , ) une forme bίlineaίre et continue sur HχH qui vέrίfie

a(u, u) > c\\u\\2

H

pour tout u e H, oύ c est une constante > 0. Alors, pour ensemble convexe

et ferme A Φ φ dans H et une forme lineaίre et continue L sur H, il exίste

uA e A et un seul tel que, pour ue A quelconque,

(3.14) a(uA, u - uA)> L(u - uA).

On designe par L2(ξ) Γespace hilbertien usuel des fonctions reelles

dont les carres sont f-sommables. Pour une fbnction f-sommable / dans

X a support compact, N*(fξ) est absolument continue par rapport a ξ.

Sa densite s'ecrit aussi N*f. On remarque que, pour feL\ξ) a support

compact, (N*g)2 est localement f-sommable.

LEMME 26. Soit N un noyau de convolution reel sur X. Supposons

que, pour g e Cχ(X) quelconque, N*g* g(0) Ξ> 0. Soίt 0 <L fe L\ξ) a support

compact, K un compact dans X a ξ(K) > 0 et c une constante > 0. Alors

il exίste 0 <̂  fc,κ e L2(ξ) a supp (fc,κξ) c K et a fc,κdξ = fdξ et une con-

stante afίC,κeR telles que Von ait:

(3.15) N*fCiK + cfe%κ + a/tCtK ^ N*f+cf ξ-p.p. sur K,

(3.16) N*fc,κ + cfetK + aftCtK - N*f+cf ξ-p.p. sur{xeX; fe,K(x)>0}.

Dans ce cas, (/«.,#, af,c,κ) est uniquement determine. En particulier, si Ne

(PSM), alors

N*fCiK + cfCtK + afiC,κ<LN*f + cf ξ-p.p. sur X

et N*fc,κ + cfCtK + α / i C ) X croΐt ξ-p.p. lorsque K croit

Preuve. On remarque d'abord que, pour g e L\ξ) a support compact

et a gdξ = 0, N*g*g(0) ^ 0. On peut supposer que fdξ = 1. Posons

F= ifLJsupp(/f) et

E = \c(g -f) + N*(g- f)\F; 0 £ ge L\ξ), ^gdξ = 1,
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oύ N*(g — f)\F designe la restreinte de N*(g — f) sur F. Posons

H = [c(g - (Jjgdήf) + N* (g -

L'application H3c(g- ( [##)/) +N*(g-

jective. On ecrit

ug = c(g - (jjgdήή +N*(g

Posons, pour ug, uhe H quelconques,

(ug, uh) = c2 J [g - (f * * ) / ) ( * - (f

;geU(ξ),

in-

l ( iV + iV)

et

α(^, MΛ) - I κ,(Λ - (J hdήήdξ .

Alors ( , ) est un produit scalaire sur H et

a(ug, ug) = (ug, Ug) = \\Ug\\2

H,

oύ || \\H designe la norme associee. Comme Γapplication

g >geL\ξ)

est continue, H est un espace hilbertien par ( , ) et a( , ) est une forme
bilineaire et continue sur H χ H, car, pour ug, uhe H quelconques,

Comme E est Φ φ, convexe et ferme dans H, le lemme 25 montre qu'il
existe uge E et un seul tel que, pour uhe E quelconque,

a(Ug, uh - Ug) ^ 0 .

Done, pour 0 < he L\ξ) a supp (hξ) c K et a hdξ = 1 quelconque,

/) + N*g - iV*/)(A - £)df ^ 0.
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Posons fCtK = g et aftCtK = (c(f — g) + N*f — N*g)gdξ; alors on a

J (c(ί - /) + iV* £ - ΛΓ* / + af,c,κ)hdξ > 0 ,

et done

N*fc,κ + c/Cf* + α/iC,A- ̂  N*f+cf ξ-p.p. sur JK\

Comme

J (c(g - /) + iV* £ - iV* / + α,fCf*)gd£ = a(ug, ug - ug) = 0,

on a

N*fetK + cfetK + σ/fCfif = N*f+cf ξ-p.p. s u r j x e l ; /,,*(*) > 0}.

L'unicite de (fCiK, af,CtK) e$t un resultat immediat de celle de uA dans le

lemme 25. Comme, pour 0 <ί /, 0 ̂  g1 e L2(ξ) a support compact et a

fdξ = gdξ quelconques,

Γ 1 1
\fcκ - gc,κ\2dξ < —\\ufcΛ - ugc>κ\\2

H £ —a(uf - ugy ufc>κ - ugcK)
J C C

et, pour 0<beR quelconque, (bf)c,κ = bfCiK, on obtient que, pour un

compact Kt dans X quelconque, Γapplication L\(K^3f->fc,κ est continue

dans L\ξ\ oύ L2

+(iQ = {/e L2(f); / ^ 0, supp (fξ) c ίΓJ.

Supposons ensuite que Ne(PSM). On peut supposer que feC£(X).

Pour τι ̂  1 quelconque, il existe un voisinage compact υn de Γorigine tel

que \N - iV({0})ε|(u. - υn) < l/τι. Alors, pour g e L\ξ) a suppfef) c vn,

(N - N({0})ε) * g * g(0) £ 1 ί \gfdξ,
τz J

car |g*#(x) | ^ l5|2df sur X Done iV({0}) ̂  0. On peut supposer que

c + iV({0}) = 1. Posons σ = N — N({0})ε. Soit ω Φ φ un ouvert relative-

ment compact dans X verifiant \σ\{ω — ω) < 1 et soit (μ'ω9 aω) e SBN + cε(fξ; ω).

Alors, d'apres la proposition 8, (1), on a μ'ω(dω) — 0, car ^ = f\ωξ +

ε'xf(x)dξ{x), oύ (ε̂  a'x) e SBN + cε(εx, ω) (voir la proposition 7, (3)). On remarque

ici que, pour x£ ω, ^BN + cε(εx, ω) = SB_N + ce,N(εx, ω). Posons σω = σ sur ω — ώ
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et aω = 0 dans C(ω — ω). Alors (N + ce) * μ'ω = σω * μ̂  + μ'ω sur ω. Posons

u = (N*f+ cf- α j | ω . On definit Γoperateur T: M(ω)->M(ω) par 2 > =

= 0}. Alors, pour n >̂ 1 quelconque,

(3.17) ^ - (Γσ)»+yβ - uξ +

oύ Γi = Γ. et {TaY = (T,)"-1 -Tc{k^ 2). Comme, pour μ e M(ω),

| ^ ( k . | ) " * l i t ί | ( n = l , 2 , •••),

ΣΛΓ=I(—Tσ)
k(uξ) converge vaguement et sa limite est absolument continue

par rapport a f. Done μ'ω est absolument continue par rapport a f.

Posons μ'ω — f'ωξ alors

(N + cε) *fί + aω£(N + cε)*f ξ-p.p. sur X

et

(N + cε) *f'ω + aω = (N + cε)*f ξ-p.p. sur ω .

Comme N* (f - f'ω) *(f - f'm)(0) > 0, on a / : e L2(f).

Soit ω Φ φ un ouvert relativement compact dans X quelconque. Alors

μ'ω est aussi absolument continue par rapport a f et sa densite est dans

L2(ξ), car, pour un ouvert ω' Φ φ verifiant ω' C ω et \a\{ωr — ω') < 1 quel-

conque, μ'ω, ̂  μf

ω dans ωf et μf

ω(dω) — 0.

Soit (a)i)i€I une famille filtrante d'ouverts relativement compact dans
X verifiant C\ielωi = K et ωέ C ω3 ( i ^ j ) . Soit (fiξ, at) eS_BN+cXfξ,ωi).

Alors, pour i 7>j e I quelconques,

f l/{ - / prff ^ l ( i v + ce) * (/ί - /;> * (/ί - /

l a) * /ί + a, - (N + ce) * f'j -

= - 1 ((iV + ce) * /{ + at-(N+ ce) * f'} - a}) * f'
c

= - 1 f (uf, - ur)f'jdξ - 1(0, - a,) [fidξ
c J v J c J

j
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Comme Γon a, avec la fonction caracteristique Xκ de X,

f (N + ce)*fdξ=\ (N+cε)*Pίdξ + aί\ dξ
J K J K J K

= I (N + ce) * χ^/ de + α< J^ df

et JV* Xκ est localement bornee, ( α ^ e / est bornee et done (fdιei est bornee

dans L2(f). Alors on peut supposer que (fOtei converge faiblement dans

L\ξ). Designons par/ 7 sa limite faible. Alors on voit que {a^)ίel converge.

Posons a = lim iG7 a^ Alors on a supp(/'f) c if, /'de = 1, N*f + cf' + a

<L(N + cε)*f sur X et iV* /7 + cf' + a = (iV + ce) * / sur ϋΓ. Cela montre

que ff = /C)X et α = α / ϊ C > x. Soient i?Ί et JK"2 deux compacts dans Xverifiant

e(iQ > 0 et ifj c iΓ2 et soit (ωkti)ieI (k = 1, 2) une famille filtrante d'ouverts

relativement compacts dans X verifiant Πie/ωfc,i — ^ e^ ωfcjί C ωfc?ί (i ^ j).

Prenons (/^, akiί)eSBN+cε(fξ, ωkii) (k = 1, 2;ίel). On a alors /^->/ c,A- f c

faiblement dans L2(f) et akti-+aftCiK lorsque ey^l i^ (β = 1, 2). Comme

Γon peut supposer ω M C ω2ji, on a (N + cε) *f'hί + ahί ^ (N + cε) * / ^ + α2,t

ξ-p.p., et done

(iV + cε) * fCiKι + α / i C ) ί l ^ (iV + ce) * /c,A-2 + aftCiK2 ξ-p.p..

Le lemme 26 est ainsi demontre.

COROLLAIRE 27. Soiί Ne (PSM). Alors, pour 0 ^ / , 0 ^ ^ e L 2 ( f ) ά

support compact et a fdξ = ^de > 0 βί powr 0 < c, α e i?, (iV + cε) * / + α

^ iV*g f-p.p. swr { x e l /(x) > 0} ίmplique que la meme inegalίte a lieu

ξ-p.p. sur X,

Preuve. Soit (ϋΓn)^=1 une suite croissante de compacts dans X telle que

e(i^i) > 0 et e( !Q t e({^ e X; f{x) > 0}). Soit 0 £ h e U(ξ) a support compact.

D'apres N e (PSM), la proposition 10 et le lemme 26, il existe h!n e L2(ζ)

et bn e R telles que J Λ^de = J Λde, supp {h'nξ) C JBLW, (N + ce) * Λ̂  + bn £

(N + ce) * h ξ-p.p. sur X et (N + ce) * /ẑ  + &κ = (iV + ce) * h ξ-p.p. sur ίΓn.

De la meme maniere que dans la deuxieme partie du lemme 26, on a,

pour tous n ^ m ^ 1,

J \K - Kfdξ £ 1 J ((iV + ce) * A; + δn - (N + cε) * /4 - 6JΛ^e

et (6Jw=i e t (̂ n)«=i s o n ^ bornees dans i? et dans L2(f). D'apres le lemme
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26, (Λ£)«=i converge fortement dans L2(ξ), et done (όn)~=1 converge. Posons

h! = lim^oo K (fortement) dans L\ξ) et 6 - l i m ^ bn. Alors ϊh'dξ = f Ad$,

A' = 0 f-p.p. sur C{x e X; f(x) > 0}, (N + cε) * h' + b ^ (N + ce) * A f-p.p.

sur X et (iV + cε) * ft' + 6 = (iV + cε) * ft ξ-p.p. sur {* e X; f(x) > 0}. Soit ω

un ouvert relativement compact dans X verifiant ω Z) supp (fξ) — supp (gξ)

et soit (ε", α") 6 SBN + C£iN(ε; ω). Alors Λ *̂ g = (N + cε) * ε" * g + αr/ ί gdξ

ξ-p.p. dans un certain voisinage de supp(/f) et N* g ^ (N + cε) * ε" * g

+ a" \gdξ ξ-p.p. sur X. Par consequent,

J N * *Λd£ ^ J ((iV + cε) * e;/ * g + α" J gdήhdξ

= j(N+cε)* h(ε" * ̂ )df + α" J ̂ rff J Λdf

^ J ((iV + ce) * Λ' + 6)(ε" * ̂ )αf + α7/ J^df J Adf

- J (N + cε) * (ε/; * g)h'dξ + 6 J gdξ + a" J gdf J h'dξ

^ J((ΛΓ + cε) * / + α)A'df + b J /tf£

= f ((iV + cε) * A' + 6)/df + a f A'df

= f (iV + cε) * hfdξ + aϊhdξ

= f((ΛΓ+cε)*/+ α)Mf.

Comme ft est quelconque, on voit que N * g ^> (N + cε) * f + a ξ-p.p. sur

X, d'oϋ le corollaire 27.

LEMME 28. Soit Ne(PSM). Alors pour que N soit pseudo-invariant,

il faut et il sufjfit que N satisfasse a (1) ou Men a (2).

(1) // existe une fonctίon additive et continue φ sur X telle que le

sous-groupe forme par les pέrίodes de N + φξ soίt non-compact.

(2) Pour toute la fonctίon additive et continue ψ sur X, le sous-groupe

forme par les pέrίodes de N + φξ est compact et N est la forme

N = aoξ Γ + ηN,δ

oΐι Γ est un sous-groupe compact de X et oύ a0 est une constante > 0 vέrifiant

aξr + VN,S <£ (PSM) pour tout ao> aeR.
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Preuve. Montrons d'abord que la condition est necessaire. Supposons

que N ne verifie pas (1). Soit Γ le sous-groupe forme par les periodes

de N. Alors Γ est compact. En discutant notre enonce sur X\Γ au lieu

de X, on peut supposer que Γ = {0}. On montrera d'abord que ηNjδ Φ — oo.

Supposons que ηN,δ = — °°> Soit (ωn)n=ι une exhaustion d'ouvert de X

Pour 0 < p e R, VPiϋ)nε et Np sont memes que dans les propositions 7 et 11.

D'apres la proposition 12, on a p \ dNp = 1, et done, pour fe Ch(X) quel-

conque, lim,^*, \ fdVp,ωnε = fdNp. Cela et (2.2) montrent que, pour fe

C°K(X) quelconque,

Comme il existe deux families filtrantes (βi)iel C Λf£(X) et (α<)<e/ c J?

telles que dμt = 1, lim ί €7 ^ = 0 et iV = lim i€/ (iV* ^ + α^), on a

(N*f)*(pNp) - iV*/.

En utilisant la methode au debut de la preuve de (1) φ (2) dans le theoreme

1, on voit qu'il existe une fonction additive et continue ψ sur X veriίiant

(N + <pξ) * εx = N + ψξ pour tout x € supp (Np). Done le sous-groupe ferme
Γf engendre par supp (Np) est compact. Comme ψ = 0 sur Γ', N* εx = N

pour tout x e Γ ' , et done pNp = ε. Comme (pVPfβne, αo,p,ω7l - αo,p,ωre+1) €
SBN+wpu(pVp,ωn+1ε, ωn), oύ, αO)P,ωre est meme que dans la proposition 11, on
a ^p,^ 5 ^ ^p,ω»+iε dans ωTO, et done VP)ω7iε ^ iVp dans ωre. Par consequent,

pVPiUne = ε des que ωn 9 0. Comme (N + (l/p)ε) * (pVPi(ΰnε) + α0,?,«,„? = ^Vdans

ωn, on a ΛΓ+ (l/p)ε + αo,p,α>nf = N dans ωw des que ωn 9 0, d'oύ une con-

tradiction. On voit ainsi que ηN,δ 7^—00. Posons N' — ηNiδ et NQ = N

— N'. Comme Γ = {0}, NQ = 0 ou bien iV0 est un noyau de convolution

de Hunt dont le semi-groupe de convolution est sous-markovien (voir (1)

φ (2) dans le theoreme 1). On peut supposer que No Φ 0. D'apres (1) φ

(2) dans le theoreme 1, N' = iV" + f̂, oύ iVr/ e M(X) verifiant N" = N" * εx

pour tout x e supp (2V0) et oύ ψ est une fonction additive et continue sur

X Soient {μz)ίeI C M£(X) et ( α j ί € / C i? les memes que ci-dessus. Posons
6. = α . - Γ ^ , ; alors lim,€7 ((No + iV^) * μt + 6*f) = ΛΓ0 + N'. Comme

ί d^, = 1 et, pour toute feCi(X), N0*f<, sup x e s u p p ( / ) NQ *f(x), (N0*μi)ieI

est vaguement bornee, et done on peut supposer que lim*67 No * μt existe.

Posons rj = limi6/ No * μt et soit (Np)p>0 la resolvante verifiant
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No. Comme, pour toute fe Cχ(X), (No * μt *f)ieI est uniformement bornee

et p dNp <I 1, on a, pour p > 0 quelconque,

η * (pNp) = Km No * μ{ * (piVp) = lim (No * μt - Np* μt) = 37.

Comme, pour toute fe Cχ(X), 37 * / est bornee, le lemme 18 montre η = η * εx

pour tout x e supp (iVp). Comme supp (Np) = supp (iV0) et

9 + lim (iV" * μt + btξ) = N0 + N', N0 = NQ* εx

iei

pour tout x e supp (No), d'oύ iV0 = αoε, oύ 0 < aQ e R. Montrons ίinalement

que, pour α0 > ae R quelconque, aξΓ + N' & (PSM). Supposons que,

pour a < α0, aξΓ + N' e (PSM). Comme lim ί €7 ((aξΓ + N') * μt + a£) = N,

(aξΓ + N\ N) e (PTMS), qui est en contradiction avec aξΓ + N' e (PSB).

Ainsi on obtient que la condition est necessaire.

Montrons que la condition est suffisante. Si N verifie (1), alors il

existe une famille filtrante (xt)ieI C X telle que lim,e/Xi = δ et N + ψξ =

(N + φξ) * εxt, et done N = N * εx. — φ(xt)ξ. Cela montre que N est pseudo-

invariant et ηNtδ = N. Supposons que N verifie (2). On peut supposer

que Γ = {0}. Si α0 = 0, alors N — ηNiδ, et done N est pseudo-invariant.

Supposons que α0 > 0. Dans (iii) de la preuve de (1) d> (2) dans le theoreme

1, on a montre qu'il existe trois families (Xi)ίeI C X, (a?)ίeI C R et (αfθie/

C i? et a > 0 veriίiant lim i e J (ηA,δ * εXi + fli!)f) = ^,« et lim ί e 7 (ηNiδ * ε.^. +

αf >f) - of Γ + ^ , δ et αf Γ + ^ , δ e (PSM). Comme (iV, of Γ + ηNt8) e (PTMS),

on a α0 ^ α, et done α0 = α. Cela montre que N est pseudo-invariant

On obtient ainsi que la condition est suffisante.

Montrons (2) =̂> (1) dans le theoreme 1.

( i ) Supposons d'abord que supp (No) est non-compact et a ^ 0. On

voit facilement que N' e (PSM) implique N' — aξΓ e (PSM), et done on

peut supposer que a — 0. II suffit encore de montrer N e (PSM) dans le

cas oύ φ = 0, car, pour fe C°K{X) quelconque, (φξ) * / est une constante.

D'apres la proposition 2, il suffit de montrer que, pour 0 < c e R quel-

conque, N + cε e (PSM). Montrons d'abord que (N + cε, N') e (PTMS).

Pour cela, il suffit de montrer que (N + cε, N) e (PRSB) (voir la proposi-

tion 1). Soit fe Cχ(X) a fdξ = 1 et ω un ouvert relativement compact

Φ φ dans X. Posons K = ω. Pour g e CK(X) quelconque, on a NQ * g * £(0)

I> 0, car, pour la resolvante (Np)p>0 verifiant limp_0 Np = No et 0 < p < g,
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(Np+ — •-
V q-p

( ( P + — — e) * #) * ( f e + — — e ) * #) * (ε - (<? - p)Nq)(0)

et (q — p) \ dNq < 1. Done, d'apres la proposition 10 et le lemme 26, on

voit que, pour toute μ e M£(X) a \ dμ = 1, il existe fμ e L2(ξ) et aμ e R tels

que J / df = 1, supp (/if) C ίΓ,

(iV + cε) >κ /i + aμ ^ (AT + cε) * / * μ f -p.p. sur i^

et

(ΛΓ + cε) * /; + aμ = (N + cε) * / * // f-p.p. sur {* e ΛΓ /;(x) > 0}.

On note f'x = /^ et α^ = aεχ (x e X). Comme lim^^ iV0 * at — 0, oύ (cθ^o

est le semi-groupe de convolution de No, on voit qu'il existe une famille

ίiltrante (Xi)ίeI C Γ verifiant Iim ie/Xi = δ et limίeJΛ7Ό * εx. — 0. Alors

((iV+cε) * / * ε^Xgj converge uniformement vers N'* f sur tout compact

lorsque x̂  —> β. Comme, pour i, j e I,

f |/it - rXJ\
2dξ < ~(N + cε) * (/it - / y * φXi - /;.)(o)

J c

! ce) * / ; + σI4 - (IV + ce) * / ; - o,,) * (/^ - ft

ce) * / * ε^ - (N + cε) * / * eXJ) * (f'τt ~ ^ ( 0 ) ,

on a

J I / ; - f'Xjfdξ <±lκ\(N+cε)*f* εXi -(N+cε)*f *jXj\
2dξ ,

et done (/^)iGj converge fortement dans L2(ξ). Comme

(N + cε) * f'Xi * f'Xi(0) + aί = (N+ce)^f^ f'Xi(0),

on voit que {aτ)ίeI converge aussi dans R. Posons f'ω = l im ί e / /^ dans U(ξ)

et αω = limίelaXί. Alors on a \ f'ωdζ = 1, supp(/if) C if,

(3.18) (i\Γ + cε) * /I + aω ^ iV; * / f-p.p. sur if
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et

(N + ce) * /I * f'Jfl) = lim (JV + ce) * f'X{ * f'XiΦ)
(3.19) ί s /

= lim ((N + ce) * / * εXi - at) * /̂ (O) = (N' * / - αJ * fc(O),

d'oύ

(3.20) (N + ce) * / : + αω = N' * / f-p.p. sur {* e X; /:(*) > 0}.

Done

(N' + cε)*f/

ω + aω^N'*f ξ-p.p. sur {x e ω; f'ω(x) > 0}.

D'apres le corollaire 27, on a

(3.21) (N' + ce) *fω + αω ̂  N'* f ξ-p.p. sur X,

d'oύ N' *f'ω + aω<N' *f ξ-p.p. sur X Posons u = N'*f — N'*f'm — au.

Alors w ̂  piVp * w f-p.p. sur X pour tout p > 0 et cf'ω + No * f'ω<L u ξ-p.p.

sur {x e X; f'ω(x) > 0}. En utilisant le principe de domination pour ce + N09

on a c / ; + J V 0 * / ^ M ξ-P-P' sur X. On a ainsi cf'ω + N* fi + aω = N' *f

ξ-p.p. sur if et cf'ω + N*f'ω + aω<LN'*f ξ-p.p. sur X Ceux donnent

(iV + ce, iV') e (PASS), d'oύ (N + ce, JVO € (PTMS). Supposons que, pour
/, geCϊ(X) a J/df = jgdξ et 6ei?, (iV+ ce) * / ^ (ΛΓ+ ce) * ^ + b sur

supp (/). D'apres (N + cε, iV7) e (PTMS), N' * / ̂  N' * g1 + 6 sur X Posons

v = N' * g + b — N' * f; alors ι; ^ piVp * ι; sur X pour tout p, et done le

principe de domination pour JV0 + ce donne (iV0 + ce) * / ^ (JV0 + ce) * g + v

sur X, d'oύ (iV + ce) * / ^ (iV + ce) * g + 6 sur X Ainsi 2V + ce e (PSM),

d'oύ Ne(PSM).

(ii) Supposons ensuite que α > 0. Alors supp (NQ) est non-compact

et le semi-groupe de convolution de No est markovien. De la meme faςons

que dans (i), on peut supposer que φ = 0. D'apres lima..,̂  (NQ + No — αf Γ) *

/(x) ^ 0 pour toute fe C£(X), on voit que Γ est le sous-groupe ferme

engendre par supp(iV0). Soient (Np)p>0 la resolvante verifiant limp^0Np

= No et a(N0) la constante obtenue dans le lemme 24. Alors a(N0) ^ α.

Comme Γensemble des noyaux de convolution reels verifiant (PSM) est

vaguement ferme, on peut supposer que a(N0) > α. Posons α$ = a(N0) — a.

Soient fe Ci(X) a fdξ = 1, 0 < c e -R et ω Φ φ un ouvert relativement

compact dans X D'apres limp^0 iV0 * (pNp) = 0 et lim^^o ̂ o * (pNp) = a(NQ)ξΓ9

on peut choisir (λp)p>Q C M^(X) verifiant
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ί dλp = 1, supp (λp) c Γ et lim No * λp = αf Γ .
J ί>-0

D'apres notre condition et le lemme 26, il existe fp e L2(f) et ape R telles

que supp(/if)Cω, J/ df =1,

N*f'p + cfp + ap^N*λp*f ξ-p.p. sur ω

et

N*f'p + cf'p + ap = N*λp*f ξ-p.p. sur {xeω f'p(x) > 0}.

Comme N * λp* f converge uniformement vers N' * / + αf Γ * / sur tout

compact lorsque p —> 0, on voit, de la meme maniere que dans (i), qu'il

existe ff e L2(ξ) et a! e R telles que supp (/7f) c ω, /'df = 1,

(3.22) N * f' + cf' + a' ̂  Nf * f + aξΓ * f ξ-p.p. sur ω

et

(3.23) N * f' + cf' + a' = N' * f + aξΓ * f ξ-p.p. sur {xeω f(x) > 0}.

Comme N' * / - N' * f' + αfΓ * /7 - a! ̂  0 f-p.p. sur ( i e ω ; f(x) > 0}, on a

JV' * / - N' * / ; + α?Γ * /7 - α' Ξ> 0 f-p.p. sur Γ + {x e ω; /'(x) > 0}. Posons

u(x) = s u p { N ' * f{x) - N ' * f i x ) + a ξ Γ * f \ x ) - a', 0 } ; a l o r s , p o u r y e Γ

quelconque, uix) = uix + ̂ ) ξ-p.p. sur X, et done w = pNp * w ζ-p.p. sur X

Comme (iV0 + ce) * f' <^ u ξ-p.p. sur {xe ω; /7(x) > 0}, le principe de domi-

nation pour No + cε donne (iV0 + cε) * f' ^L u ξ-p.p. sur X, d'oϋ

(No + cε) *f' ^N'*f-N'*f' + aξΓ*f' - a' ξ-p.p.
{ ' } sur Γ + {xeω; f'(x) > 0}.

Done, pour p > 0 quelconque,

(No + cε) * (pNp)*Γ ^N'*f-N'*f' + aξΓ*f'-a' ξ-p.p.

sur Γ + {xeω; f'(x) > 0}.

En faisant p -> 0, on arrive a

a(N0)ξΓ *fr^N'*f-N'*f' + aξΓ*f'-a' ξ-p.p.

sur Γ + {xeω f'(x) > 0},

d'oύ

(N' + a'oξ Γ) *f ^N'*f-a' ξ-p.p. sur Γ + {xβω; f'(x) > 0}.
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Soit F un compact dans X verifiant αj dξΓ\F = 1; alors N' = N'* (α$?Γ|F),

et done, d'apres le corollaire 27,

(ΛΓ' + ε) * (a'oξΓ\F *f')£N'*f- a! ξ-p.p. sur X.

Ainsi Nf *f + a' <LNf *f ξ-p.p. sur X D'apres le principe de domination

pour No + ce et (3.24), on voit que

(3.25) N*f + cf' + a! ^ N'* f ξ-p.p. sur X.

Cela donne (N + ce, iV') e (PRSB), et done (iV + ce, iV') e (PTMS). Comme

iV' e (PSM) et JV' - of Γ e S(N% on a (N', N' - aξΓ) e (PTMS), d'oύ

(N + cε, N' — aξΓ) e (PTMS). Le reste de la preuve est la meme que

dans (i).

(iii) Supposons que Γ est compact. On peut supposer que φ = 0 et

ξΓ est normali see. On montrera que Ne(PSM). Comme N' est pseudo-

invariant, il existe deux families ίiltrantes (μ t ) t e ί c ikf+(X) et (αt)<ez c i?

telles que dμt = 1, lim i e 7 μ* = 0 et lim ί e z (iV' * ̂  + α^) = N'. On a encore

lim.ez (N*μi + a£) = iV'. Soient /e CJ(X) a f/df = 1, 0 < c e R et ω Φ φ

un ouvert relativement compact dans X. De la meme maniere que dans

(ii), il existe /' e U(ξ) et a! e R telles que [f'dξ = 1, supp(/'?) c ω,

(3.26) (iV + ce) * /7 + a! ^ iV; * / f-p.p, sur ω

et

(3.27) (N + ce) * f + a! = N' * / f-p.p. sur {x e X; f'(x) > 0}.

Posons u = sup (N' * f - N' * f' + aξΓ * / ' - α7, 0); alors u = Nf *f -Nf *f

+ α£Γ * /' — α' ί-p.p. sur Γ + {JC e ω; /'(x) > 0} et, pour 0 < p e R, u^

(p dNp)u = M * (pNp), oύ (Np)p>0 est la resolvante verifiant limp^0Λ^ = iV0.

D'apres le principe de domination pour iV0 + cε, on a (ΛΓ0 + cε) * /7 ^ w-

ξ-p.p. sur X, d'oύ

(iV0 + ce)*f'^N'*f-N'*f' + aξΓ *f - o' f-p.p.

sur Γ + {xeZ; f(x) > 0}.

Ainsi on obtient

) *f'<N'*f-N'*f' + aξΓ*f'-a' ξ-p.p.

sur Γ + [x e X; /7(x) > 0}
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d'oύ

(N' + ce) * (/' * ξΓ) ^ N' * / - α' ξ-p.p. sur {xel f* ξΓ(x) > 0}.

D'apres le corollaire 27, on voit que la meme inegalite a lieu ξ-p.p. sur X

Ainsi on a N' *f — N' *f; + aξΓ * /' — α' ^ 0 f-p.p. sur X En utilisant

encore le principe de domination pour No + cε, on voit que

(N + cε)*f + a' <Nf *f ξ-p.p. sur X.

Cela donne (iV + ce, iV') e (PRSB), d'oύ (JV + ce, JV') e (PTMS). Supposons

que, pour /, geC+

κ{X) a J/df - J#d? et b e R, (N + cε) * f £ (N + ce) * g

+ b sur supp (/). Alors N'*f<LN'*g+b sur X Comme N' — aξΓ e
S(iV0, on a (iV7 — αf Γ) * / ^ (iV7 — αf Γ) * g + 6 sur X En utilisant encore

le principe de domination pour No, on voit que (N + cε) * f ^L (N + cε) * ^

+ b sur X, d'oύ JV + cε e (PSM). Come c est quelconque, on arrive a

N e (PSM) (voir la proposition 1).

Ainsi on montre (2) φ (1) dans le theoreme 1.

Montrons la partie finale du theoreme 1. Supposons que Γ est non-

compact. Si dNQ < oo, alors on peut supposer que a = 0 et, pour une

famille filtrante (μi)ieI C Mi(X) verifiant dμi = 1 quelconque, limί6ZiV0 ̂κ

μt = 0 des que lim i 6 7 //̂  = 0. Done ηNiδ = N' + φξ. Supposons que dNQ

= oo. On peut supposer que φ = 0, car η{N+ψζ)iδ = v̂,δ + pf Soient (iQ~=i

une exhaustion de compacts de X et ε̂  une mesure JV0-balayee de ε sur

CKn; c'est-a-dire, ε'n e M+(X), supp(εβ C CKn, N0*ε'n^ No dans X et iV0 * ε'n
= No dans CKn. Comme dN0 = oo et supp (Λ/"o) 9 0, cfê  = 1 et supp (ε'n)

C supp(iV0). Comme lim^^ îVo « l = 0, on a ^iV,3 = N' — aξΓ. Supposons

que Γ est compact. D'apres le lemme 28, on a ηN,iδ Φ — oo. On peut

supposer que df Γ = 1. Si, pour 0 < b e R, N' — bξΓe S(N')9 alors ηN,t9 ^

iV7 — 6fr, et done α0 < oo. S'il existe une fonction additive et continue

ψ sur X telle que toutes les periodes de Nf — ψξ forme un sous-groupe

non-compact, alors on a a0 = 0 et, de la meme maniere que dans le cas

oύ Γ est non-compact, on voit que ηNJ = N' + <pξ. Supposons que, pour

une fonction additive et continue sur X quelconque, {x e X; (N' — ψξ) =

(N' — ψζ)*εx} est compact. Soit Γr le sous-groupe des periodes de N';

alors Γ' est compact et Γf ID Γ. Si N' = ηN,tδ, alors α0 = 0. Si N' Φ ηN.tδ9 le

lemme 28 montre que Γ = Γ' et N' = αofΓ + ^,^. Done il suffit de montrer
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que ηN%δ = ηN.%s. Comme N' est pseudo-invariant, on a i V ' e S(N), et done

VNtδ ^ VN'J On peut supposer que dN0 = 1 et φ = 0. Posons b = 1 — a

et M = be + N'. Alors b ^ 0 et, pour deux compacts Kx et if2 dans X

verifiant Γ Π ( C ^ + Γ) = 0 et CK2 + Γ + Γ c CX,, ^,C i Γ 2 * fΓ ^ 9 j f f σ j r i * ?Γ

et ηM,cκ2 * ί r ^ ^ , ^ ! * ξΓ, car M * fΓ = N* ξΓ et, pour x e f quelconque,

N' = N' * εx. Done 3ŷ )δ * ξΓ = VN,S * fr D'apres la proposition 12, on a

VN',S = VMS, d ' θ ύ ^ Λ % δ = ηN,tδ.

Ainsi on acheve la preuve du theoreme 1. Dans (1.2), si a Φ 0, alors

d'apres lim^^g (JV0 + No — aξΓ) *f(x) ;> 0 pour toute fe C£(X) et le lemme

24, Γ est le sous-groupe ferme engendre par supp(Λ/"0).

§4. Les noyaux de convolution de type logarithmique

Dans [7], nous avons discute les noyaux de convolution reels Ne

(PSM) veriίiant ηN,δ = —°o. Le premier but de ce paragraphe est de

donner un resultat definitif concernant Ne(PSM) verifiant rjNib= - c o .

C'est le theoreme 2.

La proposition suivante est une solution affirmative du probleme 41

dans [7].

PROPOSITION 29. Soit (at)t^0 un semi-groupe de convolution semi-

transient et recurrent sur X. Alors Uί^o supp (at) = X. Si (at)t^0 est mar-

koυίen, alors X est engendre par un certain voisίnage compact de Vorigine.

Preuυe. Evidemment X' = Uί^o supp (at) est un semi-groupe ferme 9 0

dans X. Supposons X; Φ X. Alors il existe xoeX tel que (X' + {x0}) 3 0.

Soit V un voisinage ouvert de Γorigine verifiant {X' + {x0}) Π V = φ et soit

Qφfe Cκ(X) a supp (/)c V. Alors, pour tout t ^ 0, ί fdat * εXQ = 0. Comme

ί fd(as — aε * εxo)ds) est bornee, on a fdatdt < oo. Comme, pour

tout xeX, fd(as — as * ε_x)ds) est bornee, on a / * εxdatdt < oo,
VJθJ /ί>0 Jθ J

/»oo Λ

et done, pour toute g e Ci(X), gdatdt < oo, car on peut choisir une famille

finie (xt)T=i C X telle que supp (g) c {x 6 Z; Σf=i/* ^(x) > 0}. Mais c'est

en contradiction avec la recurrence de (at)t^0. Ainsi X = Uί^o supp (at).

Supposons que (at)t^0 est markovien. Soit υ un voisinage compact de

Γorigine et Xυ le sous-groupe ouvert et ferme de X engendre par υ.

Posons atiV = at\Xv; alors (atjV)t^Q est un semi-groupe de convolution sous-

markovien. Evidemment (at)t^0 est transient si et seulement si, pour tout
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le voisinage compact ι; de Γorigine, (atiυ)tzo est transient. Par consequent,

il existe un voisinage compact v0 de Γorigine tel que, pour tout t >̂ 0,

dat)VQ = 1, et done at = attV0 pour tout t ^ 0. Comme X — U^o supp(α^),

on a X = Xυo. La proposition 29 est ainsi demontre.

PROPOSITION 30. Soit Ne(PSM). Alors ηN,δ = —ooetN est non-

pέriodίque si et seulement s'ίl exίste un semί-groupe de convolution (at)t^0

markovίen, recurrent et semi-transient tel que, pour 0 <teR et μe Mχ(X)

quelconques,

(4.1) (iV* μ) * at + ί as * μds = iV^ ^ .
Jo

Dans ce cas, (at)t^0 est uniquement determine.

Preuve. Montrons d'abord Γunicite de (at)t^0. Soient (at)t^0 et (μ'ϊ)t>Q

deux semi-groupes de convolution demandes. Pour 0 < p e R quelconque,
atexp(—pt)dt et N'p = I α̂  exp (— pί)dί. Comme iVp =

o Jo
Λoo fit Γoo fit

p exv(—pt)dt asds et N'p = p exp(— pί)ώ αjcfe, on a, d'apres (4.1),
Jo Jo Jo Jo

N* μ = p(Ar* μ)*Np + Np* μ= p(N * μ) * N'p + N'p * μ

et done

p(p(iV* μ)*N'p + Np*μ)*Np + Np*μ

= p(p(N* μ)*Np + Np*μ)*N'p + N'p*μ,

d'oύ Np* μ = Np* μ. Comme p et μe M%(X) sont quelconques et

<oo, Γinjectivite de la transformation de Laplace donne at = a't (t^ 0),

d'oύ Γunicite de (at)t^0.

Montrons la partie de "seulement si". Soit (Np)p>0 la resolvante

obtenue dans la proposition 11. D'apres la proposition 12, (Np)p>0 n'est

pas transient, et done p dNp = 1 (p > 0). Soit μ e M%(X) quelconque.

Comme N* μ est bornee, c'est-a-dire, pour fe CK{X) quelconque, (N*μ)]*f

est bornee sur X (voir la remarque 3 dans [7]), on a, pour tout 0 < p e R,

lim p(N* μ) * VPtωnε = p(N* μ)*Np,
n-+<χ>

oύ VPyΦnε est le meme que dans la proposition 12. D'apres (2.2), on a

(4.2) p(N*μ)*Np + Np*μ = N*μ.
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Montrons que Np est non-periodique. Supposons qu'il existe 0 Φ xe X

tel que Np = Np* εx. Alors x est un element compact de X, d'apres la

proposition 15. D'apres (4.1) pour μ = ε — εx, N* (ε — εx) = (N* (ε — εx)) * εx.

Pour fe CK(X) quelconque, on pose <pf(x) = fdN* (ε — εx). Alors, pour

tout Γentier n > 1, φf(nx) = nφf(x). Comme {φf(nx)X=ι est bornee, on a

<pf(x) = 0, et done N = N*εx. Cela est en contradiction avec la non-

periodicite de N. Ainsi iV̂  est non-periodique, et la proposition 15 montre

qu'il existe un semi-groupe de convolution (at)t^0 markovien et recurrent

tel que Np = at exp (—pt)dt (p > 0). Done, pour 0 <p e R quelconque,
Jo

p(N * μ) * \ as exp (—ps)ds + αs * // exp (—ps)ds
Jo Jo

= (iV* //) * (ε — exp (—pt)at).

En faisant p j 0, on arrive a (4.1). En meme temps, on obtient que

( as*μds) est vaguement bornee. Ainsi la partie de "seulement si"
\Jθ /ί>0

est demontree.

Montrons la partie de t?si". Soit (Np)p>0 la resolvante definie par

(αr«)ίs>o D e l a meme maniere que dans la preuve de Γunicite de (at)t^0,

on a, pour μ e M^(X) quelconque, (4.2). Alors (4.2) montre que, pour

μ e M°K{X) et xe X verifiant μ Φ μ * εx quelconques, N*μφN*μ*εx.
Cela signifie que N est non-periodique. Pour que ηN,δ = — °°, il suffit

que (Np)p>0 soit la resolvante obtenue dans la proposition 11 (voir aussi

la proposition 12). Soient (ωn)^i et VPi(ϋnε les memes que dans les proposi-

tions 11 et 12. Posons (Np)p>0 la resolvante obtenue dans la proposition

11. D'apres (2.2) et (4.2), on a, pour μ e M°K(X) et 0 < p e R quelconques,
N * μ = limp(p(N * μ) * Vp,ωnε + N'p*μ)*Np + Np*μ

γi—*co

= limp(p(N* μ) * Np + Np * μ) * V^^^ + N'p*μ,
7 1 — oo

car (p(N* μ) * V .̂̂ e + iV ,̂* ^)*= 1 est uniformement bornee. Done Np* μ =

Np * //. Comme f dΛΓp = 1/p et ί dΛΓ ^ 1/p, on a iVp = JV̂ , et done (Np)p>,

est la resolvante obtenue dans la proposition 11. La demonstration de

la proposition 30 est ainsi complete. Soit (Np)p>() la meme que ci-dessus.

D'apres (4.2), on voit que, pour μ e M%(X) quelconque, (Np * μ)p>0 est

aussi vaguement bornee, car iV* μ * / est bornee pour tout fe CK(X).

De la meme maniere que dans la proposition 30, on obtient la pro-

position suivante:
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PROPOSITION 31. Soient Ne(PSM) et Γ le sous-groupe des periodes

de N. Alors, pour que ηNiδ = — oo, il faut et il suffit que Γ soit compact

et qu'il exίste un semί-groupe de convolution (at)t^0 markovίen, recurrent et

semi-transient sur XjΓ tel que, pour μ e Mκ(X/Γ) et 0 < t e R quelconques,

N * μ — (N * μ) * at = I ccs * μds ,
Jo

oύ N est la projection canonique de N sur X/Γ.

En effet, on voit, de la meme maniere, que la condition est suffisante.

On donne une remarque concernant Γinverse. Soit (Np)p>0 la resolvante

obtenue dans la proposition 11. Alors il sufϊit de montrer que Γ — le sous-

groupe Γ' des periodes de Np (p > 0). D'apres (2.2) et la proposition 12,

on voit que, pour μ e M%(X) quelconque, (4.2) a lieu. D'apres (4.2), on

a Γ C Γ' et, pour x e Γf et μ e M°K{X) quelconques, (N * μ) * εx — N * μ.

Comme Γ' est compact, on a Γ; = Γ (voir le debut de la preuve du

theoreme 1).

Pour un noyau de convolution reel N sur X, on designe par N e (PPM)

si, pour f, ge C£(X) a fdξ = gdξ et a e R quelconques, N * f <: N * g

+ a sur supp (/) implique a >̂ 0. Cela est equivalent a (iV, 0) e (PTMS).

D'apres la proposition 30, (4.2), le corollaire 45 et la proposition 46

dans [7], on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 32. Soit Ne (PSM) et supposons que ηNiδ = — oo et N est

non-periodique. On desίgne par (at)t^Q le semi-groupe de convolution obtenue

dans la proposition 30 et par (Np)p>0 la resolvante definie par (at)t>0.

Soίent x0 eX. foe CK(X) a fodξ = 1 et aXo une valeur adherente de

(εxo - ε)) * ^ ) ^ (resp. (|/orf(iV* (ε,0 - ε))

lorsuque t —> oo (resp. p -» 0). Alors il exίste une suite (tΊ)Z=1 {resp. (pn)%=1)

des nombres positifs et une fonction additive et continue ψ sur X telles que

tn = co (resp. lim^^^ pn = 0),

lim [fod(N* (εXQ - e)) * atn (resp. lim f fod(N* (εXo - ε)) * (pnNPn)) = aXo,

pour x e X quelconque,

lim N * (εx — ε) * atn (resp. lim N * (εx — ε) * (pnNPn))
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existe dans M(X) et

lim N * (V, — ε) * atn (resp. lim N * (εx — ε) * (pnNPn)) = p(x)£ .

Dαrcs ce cαs, N - φξ e (PSM) et N - φξ e (PPM).

Un noyau de convolution reel N sur X s'appelle un noyau de con-

volution de type logarithmique, si, pour μ e M%(X) quelconque, JV * μ est

de la forme

(4.3) N* μ = lim as * μds ,
ί-oo Jθ

oύ (at)t^0 est un semi-groupe de convolution markovien, recurrent et semi-

transient sur X (voir [7]). Dans ce cas, (at)t^0 est uniquement determine

(voir la proposition 33 dans [7]) et s'appelle la semi-groupe de convolution

de N.

Pour montrer le theoreme 2, on utilisera encore les deux lemmes

suivants:

LEMME 33 (voir le theoreme 2 dans [51). Soίent Nt Φ 0 et N2 deux noyaux

de convolution positifs sur X. Alors Nx < N2 et Nt m N2 sont equivalents.

On designe par Nx < N2 (resp. iVj izz N2) si, pour /, g e Ci(X) quel-

conques, Nt*f<zN2*g (resp. N2* f <^ N2* g) sur X des que Nt*f^N2*g

(resp. iVj * / ^ iVΊ * g) sur supp (/).

On voit facilement que iVΊ -< N2 (resp. Nx tz: N2) donne Γimplication

suivante:

Pour /, geC+(X) verifiant N3, */, Nj*ge C+(X) quelconques,

Ni*f<^N2*g (resp. N^ f <L N^ g) sur supp (/)

Φ N^f <L N2* g (resp. N2*f<LN2*g) sur X

LEMME 34. Soίent N un noyau de convolution reel sur X et ψu φ2 deux

fonctίons additives et continues sur X. Si (N + φxξ, N + φ2ξ) e (PTMS),

alors φι = <p2 et Ne (PSM).

Preuve. Supposons que φx Φ <p2. Soit 0 φ fe Ci(X) verifiant supp(/)

c {x e X; <p2(x) < <pi(x)}. Alors supp (/) c { x e X; φ2(x) > <pi(x)}. Posons

a = min {(N + Ψίξ) * f(x) - (N + ψlξ) * f(x) x e supp (/)}. Alors (N + ψιξ) * /

^ (N + ψiξ) *f — a sur supp (/), et done (N + φ2ξ) * f <L (N + φ2ξ) *f — a

sur X. Mais cela est une contradiction, car
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(ψjξ) * f(x) = Ψj{x) J/tff - J φ,fdξ (j = 1, 2).

Done φι = φ2, et done N + φ£ e (PSM), d'oύ Ne(PSM). Le lemme 34
est ainsi demontre.

Montrons le theoreme 2. D'apres la proposition 30, on voit que (2) d>

(1). Done on montrera seulement (1) φ (2). Soient (at)t^0 le semi-groupe

de convolution markovien, recurrent et semi-transient obtenu dans la

proposition 30 et (Np)p>0 la resolvante definie par (at)t^0. Soient x0 e X,

/o € CK(X) verifiant fodξ = 1, axo une valeur adherente de

lorsque t —> oo et 6X0 une valeur adherente de

(\fod(N*(εXΰ-ε))*(pNp))

lorsque p —> 0 quelconques. D'apres la proposition 32, on peut choisir

deux suites (OΓ=i> (Pn)n=i des nombres positifs et deux fonctions additives

et continues φu φ2 sur X telles que

lim tn = co, limpn = 0, lim | fod(N* (exo - ε)) * atn = αXo,
τι-^oo n-»oo rz-*oo J

lim \fod(N* (εxt - e)) * (p^iV.J = 6I0

et, pour x e X quelconque,

lim (JV* (ε, - e)) * atn = ^(x)f, lim (ΛΓ * (eΛ - e)) * (pnNJ = ψ2{x)ξ .
n-*oo n-*co

Posons Nx = N + ψxξ et N2 = N + φ2ξ. D'apres la proposition 30, on a,

pour x e X quelconque,

N, * (εx -ε) = ΛΓ* (εx - ε) + (ψιξ) * (εx - ε)

= iV^ (ε x — ε) — ^ O ) ? = AT* (e x — ε) — l i m ( iV* (εΛ — ε)) * α:,n
Π-ΌO

= l i m ^f * (ε^ — ε)c?ί,
TO->oo J 0

et done, pour μ e M°K{X) quelconque,

(4.4) JVi * μ = lim ατ4

Tl-co J 0
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car Nj, * μ — iVj * (εx — ε)dμ(x). En utilisant (4.2) au lieu de (4.1), on

obtient aussi que, pour μ e Mχ(X) quelconque,

(4.5) N2 * μ = lίrn NPn * μ.

Montrons que (JVi, N2) € (PTMS). Pour cela, il sufϊit de montrer que, pour

f, g, he Ci(X) a fdξ = gdξ = hdξ = 1 et α e i? quelconques, Γimplica-

tion suivante (4.6) a lieu:

Ni * (f * h) <L N! * (g * h) + a sur supp (/ * /ι)
(4.6)

φ N2*(f* h) <L N2*(g * h) + a sur X

D'apres (4.4),

[
θ

converge uniformement vers Nx * (g — f) * h sur tout compact. Done,

pour b > 0 quelconque, il existe un entier nQ JΞ> 1 tel que, pour n^ n0

quelconque,

&t*(f — g) * hdt ̂  a + 6 sur supp (f*h).
Jo

pin p«n

Pour ft >̂ 1 quelconque, lim^^^ exp (—pmt)atdt = atdt, et done il existe
Jo Jo

un entier mn >̂ 1 tel que, pour m >̂ mn quelconque,

(1 — exp (—pmt))at * (/ — g) * /ι ̂  b sur supp (f * h) .
Jo

Done, pour n ̂  n0 et m ̂  mn quelconque,

iV^ * (ε - exp ( - p m θ « ί n ) *(f*h)

^ JV^ * (ε - exp (~pmtn)atn) * (g * A) + α + 26 sur supp (/* Λ) ,

car NPm*(ε — exp(—pmtn)atn) = exp {—pmt)atdt. D'apres le principe de

domination pour iVPTO, NPm*(ε — exp(— pjn)atn) < NPm. D'apres le lemme

33, on a

(a + 2b)-
J dNPm * (ε - exp ( - p T O O α ί Λ )

= i ^ * ( i * Λ) + α j 7 ^ - τ V

 s u r

1 e x p ( p θ
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car, en posant

a = jdNPm * (ε - exp (-pjn)atn), NPm * (ε - exp (-pmtn)atn) * ( — l j = 1 ,

oύ 1 signifie aussi la fonction constante 1 sur X. En faisant m —> co et

ensuite n->oo, on voit, d'apres (4.5),

N2*(f*h)<LN2*(g*h) + a + 2b sur X.

En faisant b j 0, on arrive a (4.6), d'oύ (iV , N2) e (PTMS). D'apres le lemme

34, on a φλ = ^2, d'oύ α^ = 6X0. Comme /0 est quelconque,

lim (N * (£;ro - ε)) * α ί et lim (N(εXo - ε))

existent dans M(X) et

lim (iV* (ε,0 - ε)) * at = lim (iV* (εXo - ε))

Comme x0 est quelconque, il existe une fonction additive et continue φ

sur X telle que, pour x e X quelconque.

lim (N * (εx - ε)) * at = <p(x)ξ .

D'apres (4.1), lim^^ as * (εr — ε)ds existe dans M(X) et

Jo

N * (εx — ε) — φ(x)$ — lim as * (εx — ε)ds .
ί-oo J 0

Par consequent, pour μ e M°K(X) quelconque, lim^^ as * μds existe dans

M(X) et (N + 9<f) * μ = lim #s
ί->oo J θ

(voir (4.4)). Posons No = N + φξ alors ΛΓ0 est de type logarithmique et

N — NQ — ̂ f. La demonstration du theoreme 2 est ainsi complete.

D'apres le theoreme 2 et les propositions 15 et 31, on obtient le

corollaire suivant:

COROLLAIRE 35. Soίent N un noyau de convolution reel sur X et Γ le

sous-groupe des periodes de N. Alors il y a une equivalence entre:

(1) Ne(PSM) et ηN%9 = - o o .

(2) Γ est compact et N = No + φξ, oil N est la projection canonique de
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N sur X/Γ, No est un noyau de convolution de type logarithmίque sur X/Γ

et oil φ est une fonction additive et continue sur X/Γ.

On se propose de determiner les groupes abelien localement compacts

sur lesquels les noyaux de convolution de type logarithmiques. C'est le

theoreme 4.

De la meme maniere que dans la remarque 59 dans [7], on obtiendra

la proposition suivante:

PROPOSITION 36. Soient X un groupe abelίen localement compact et

dέnombrable a Γinfini et K un groupe abelien compact S'il existe de noyaux

de convolution de type logarithmique sur X, alors il exίste de noyaux de

convolution de type logarithmique sur X χ K.

D'apres le theoreme 57, la remarque 59 dans [7] et les propositions 29,

36, on voit que le theoreme 4 existe.

§ 5. Le semi-balayage sur tout ouvert

Dans [8], nous avons discute Ne(PSBg), e(PPM). Dans ce para-

graphe, nous donnerons une caracterisation de Ne (PSBg). Dans la theorie

du potentiel par rapport aux noyaux de convolution reels, (PSBg) est un

des principes plus importants.

PROPOSITION 37. Soίt Ne(PSBg). Alors τjN%δ = — oo ou bίen il existe

une fonction additive et continue φ sur X telle que le sous-groupe des

pέrίodes de N — φζ soίt non-compact.

Preuve. Supposons que ηNiδ Φ - c o . Alors il suffit de montrer que

N = ηNiδ. En effet, supposons que N = ηNtδ. Alors, pour un ouvert ω dans

X dont le complement est compact et (ε̂ , aω) e SBN(ε, ω) quelconques,

N = N* ε'ω + aωξ, car N> N* ε'ω + aωξ 7> ηNJ. Done, pour xeXquelconque,

N* (εx — ε) = iV* (ε — εx) * ε'm. Comme, pour fe C£(X) quelconque, N*(εx — ε)

*f est bornee, le lemme 18 montre que le sous-groupe des de N*(ε — εx)

contient supp(εl). Comme ω est quelconque, il existe un sous-groupe Γ

ferme et non-compact de X qui est contenu dans le sous-groupe des periodes

de N*(ε — εx) pour tout xeX. De la meme maniere qu'au debut de la

preuve de (1) φ (2) du theoreme 1, il existe une fonction additive et con-

tinue ψ sur X telle que le sous-groupe des peri odes de N — φξ soit ZDΓ.

Montrons que N = ηNtδ. Posons No = N — ηNyδ et N" = ηNtδ. Supposons

que No Φ 0. Alors, pour une fonction additive et continue ψ sur -X"
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quelconque, le sous-groupe des periodes de N — ψξ est compact. Soit Γp

le sous-groupe des periodes de N. En considerant la projection canonique

de N sur X/Γp, on peut supposer que N est non-periodique. D'apres le

theoreme 1, No est un noyau de convolution de Hunt dont le semi-groupe

de convolution est sous-markovien. Soient ω un ouvert dans X dont le

complement est compact et (ε£, aω) e SBN(ε, ω). Comme (N, N") e (PTMS)

et N - N * εl - aj e MJ(X), on voit que N" = N" * ε'ω + aωξ. Done ε'ω est

une iV0-mesure balayee de ε sur ω. Comme dε'ω = 1, on a dN0 = oo, et

done le semi-groupe de convolution (at)t^0 de iV0 est markovien.

Soit Γ le sous-groupe ferme engendre par supp(iV0). Montrons que,

pour tout Γouvert ω Φ φ dans X tel que, pour toute la mesure iV0-balayee

ε" de ε sur ω, dεZ < 1, tout (εf

ω, aω) e SBN(ε, ω) verifie

(5.1) No * ε'ω = No + ξΓ * v dans ω et supp (ξΓ * v) D Γ

avec veM + (X). Comme (N, N") e (PTMS), on a iV" * εl + aωξ ^ iV/;.

D'apres le theoreme 1, on a, pour x e Γ quelconque, (N" — N/f * ε'ω — aωξ) * εx

= N" - N" * εf

ω - aωξ, et done, avec v e M+(X), N" - N" * εl - αβf = ξΓ*v.

Supposons que supp (ξΓ *v)^ύΓ. Alors supp (ξΓ*v)C)Γ = φ. Si N" e

(PSM), alors N" £ N" * ε̂  + αωf (voir la proposition 3), d'oϋ N" * ε'ω + aωξ

= N". Alors ε'ω est une mesure iV0-balayee de ε sur ω. Mais cela est en

contradiction avec notre hypothese. Done N" g (PSM). Alors on peut

ecrire N = No — αfΓ + iV7 + ψξ comme dans (1.2), oύ a Φ 0 (voir la ίin de

la preuve du theoreme 1). D'apres le lemme 24 et a(NQ) ~^> a, N' + φξ e S(N),

et done (N' + φξ) * ε7

ω + ajξ ^ Nf + 9f. Comme supp (iV" - iV;/ * ε'm - aωξ)

Ci Γ = φ et N" + N' + φξ - aξΓ, on a α?Γ * ε£ ;> αf Γ. Comme ί dε^ = 1,

on voit que supp (ε̂ ) c /\ d'oύ ξΓ = ξr* £ί et N' * ε'ω = N'. Cela donne

JV7/ ^ ε« + αωf = N;/, et done ε̂  est aussi une mesure iV0-balayee de ε sur ω,

d'oύ une contradiction. Ainsi (5.1) existe. On remarque ici que supp(ε^)

C ω Π Γ. De la meme maniere que dans [8] (voir la preuve de la proposi-

tion 26), cela est en contradiction avec le lemme suivant connu:

LEMME 38 (voir la proposition 18 dans [8]). Soίt No un noyau de

convolution de Hunt sur X dont le semi-groupe de convolution est sous-

markovίen et supposons que le sous-groupe engendre par supp(iV0) est έgal

a X. Alors ίl existe un ouvert ω dans X et un voίsίnage compact v de

Γorigine tels que:

(1) Pour une mesure NQ-balayέe ε"+v de ε sur ω + v quelconque.
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J dε'ω'+υ < 1.

(2) supp ί ί dλ λe Mi(X); supp (X) c ω, No * λ £ ξ\ = oo.

Le theoreme 2 et la proposition 37 donnent (1) du theoreme 3, car la

non-periodicite de N — N* εx montre que, pour toute la fonction additive

et continue φ sur X, N — φξ est non-periodique.

Comme un noyau de convolution de type logarithmique est e (PSBg)

(voir [8]), on voit facilement la remarque suivante:

Remarque 39. Soient iVun noyau de convolution de type logarithmique

et φ une fonction additive et continue sur X. Si pour μ e Mχ(X) et un

ouvert ω Φ φ dans X quelconques, il existe (μ'ω, aω) e S_BN(μ, ω) tel que

(ψξ) * μί ait un sens, alors N + φξ e (PSBg).

Cela donne (2) du theoreme 3. Par consequent, on obtient la proposi-

tion suivante:

PROPOSITION 40. Soίt N un noyau de convolution reel sur X. Alors

il y a une equivalence entre:

(1) II exίste une fonctίon additive et continue φί sur X telle que

N + ψxξ soit un noyau de convolution de type logarithmique.

(2) Pour toute la fonction additive et continue φ sur X, N + φξ soit

non-perίodique et il exίste une fonctίon additive et continue φ2 sur X telle

que N+φ2ξe (PSBg).

Dans le cas oύ X = R, il existe N e (PSBg) verifiant la condition

dans (1) du theoreme 3 qui n'est pas de noyau de convolution de type

logarithmique; par exemple, N = ( — \x\ + ax)dx, oύ a e R et dx designe

la mesure de Lebesgue. Dans le cas oύ X = R2, il fait question si N est

un noyau de convolution de type logarithmique des que N verifie la

condition dans (1) du theoreme 3.
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