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LE PRINCIPE SEMI-COMPLET DU MAXIMUM POUR LES
NOYAUX DE CONVOLUTION REELS

MASAYUKI ITO

§1. Introduction

Soit X un groupe abélien localement compact, non-compact, séparé
et dénombrable & Pinfini. On désignera par & une mesure de Haar fixée
sur X. Pour les noyaux de convolution réels sur X, le principe semi-
complet du maximum est fondamental dans la théorie du potentiel. Soit
N un noyau de convolution réel sur X vérifiant le principe semi-complet
du maximum (désigné par N e (PSM)). Pour déterminer l’allure de N a
Pinfini, la N-réduite 7,,; de N & l'infini 6 joue un role essentiel. Pour
une exhaustion (K,);_, de compacts de X, (9y cx,)o-: €st décroissante et
lim,_.. 7y cx, est une mesure de Radon réelle sur X ou bien, pour une
fonction f = 0, # 0 finie et continue dans X a support compact quelconque,
limJ.fd;yN,CKn = — o0, OU 7%y cx, €st la N-réduite de N sur CK,. Dans ce

n—co

cas, lim, ., 7y ¢k, est indépendant du choix de (X,);.,. Posons

lim 9y ¢, si elle est une mesure de Radon réelle

(1.1 NN = {"“‘”

— sinon

Dans le cas ou yy; % — co, le principe semi-complet du maximum
pour N résultera principalement du principe complet du maximum pour
les noyaux de convolution de Hunt dont les semi-groupes de convolution
sont sous-markoviens.

THEOREME 1. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors il y
a une équivalence entre:

(1) Ne(PSM), yy,;+ — o, N+ 1,; et N est non-périodique.

(2) N est de la forme

(1.2) N =N, — aé; + ¢& + N/,

Received May 28, 1984.
M Cela signifie que K, est compact dans X, K,cl’intérieur de K,.; et U K, =X.
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ot N, est un noyau de convolution de Hunt sur X dont le semi-groupe de
convolution est sous-markovien, I" est un sous-groupe fermé de X vérifiant
supp(N,) € I', &, est une mesure de Haar fixée sur I', a est une constante
réelle vérifiant lim,_ ;(N, + N, — a&;)f(x) = 0 pour toute fe CixX) ou
bien deo >a jd&, d’accord avec jdfr = oo ou bien jdsp < oo et
Ny + N — a&)xg«80) = 0 pour toute ge Cx(X), ¢ est une fonction
additive et continue sur X et oit N’ est une noyau de convolution réel sur
X vérifiant les quatre conditions suivantes:

(a) N’ e(PSM).

(b) Tout le point x de I" est une période de N’, c’est-a-dire, N’ xe,=N".

(c¢) N’ est pseudo-invariant, c’est-a-dire,

N'e N Sex(N),

K: compact

o, pour un ouvert v de X, S,(N’) désigne la fermeture de {N'x p + af;
ne MuX), jd;z = 1, supp(y) C o, a: constante réelle}.
(d) N’ —asre S(N'), o S(N') = Sx(N').

Dans (2), yy,; = N’ — ¢& — a&, si I' est non-compact et yy; = N’ — ¢f
— aér si I' est compact, ot a, = max{a; N' — aé, e S(N’)}. Pour une
fonction g sur X, on note g(x) = g(— x) et, pour un noyau de convolution
réel N, on désigne par N le noyau de convolution symétrique de N par
rapport a l'origine.

Par conséquent, il est essentiel de déterminer N e (PSM) vérifiant
7y = — . Comme une généralisation et une précision du théoréme
principal dans [7], on aura le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors il y
a une équivalence entre:

(1) Ne(PSM), py; = — oo et N est non-périodique.

(2) N est de la forme

(1.3) N = N, + ¢¢,

ot N, est un noyau de convolution de type logarithmique sur X et ¢ est
une fonction additive et continue sur X. Dans ce cas, la décomposition
(1.3) de N est unique.

On connait déja que N e (PSM) et Ne(PSB) sont équivalents (voir
[7], ou Ne(PSB) signifie que N vérifie le principe du semi-balayage.
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Dans la théorie du potentiel, il est naturel que Ne(PSB,) est plus im-
portant que Ne (PSB), ou Ne(PSB,) signifie que N vérifie le principe
du semi-balayage sur tout ouvert. Dans [8], nous avons déja donné une
caractérisation de Ne (PSB,) et Ne(PPM). Le théoréme 3 est sa géné-
ralisation.

THEOREME 3. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors
on a:
(1) Si Ne(PSB,) et il existe xcX tel que Nx (¢ —¢,) soit non-
périodique, alors N est de la forme (1.3).

(2) Si N est de la forme (1.3) et s’il existe une fonction finie et
continue f sur X a support compact telle que ¢ = O(N,f)) a linfini, alors
Ne(PSB,) et pour 0+ xe X quelconque, Nx (¢ — ¢,) est non-périodique.

On désigne ici par ¢ la mesure d’unité a l'origine 0.

Dans [7] et [8], 1a discussion concernant les noyaux de convolution
de type logarithmique sur R ou bien Z n’est pas bien établie, ou R et
Z sont le groupe additif de nombres réels et le groupe additif d’entiers,
respectivement. Nous remarquons que, dans les théoremes 2 et 3, il n'y
a aucune restriction pour X.

Finalement nous déterminerons les groupes abélien localement com-
pacts sur lesquels les noyaux de convolution de type logarithmique
existent.

THEOREME 4. Pour qu’il existe un noyau de convolution de type loga-
rithmique sur X, il faut et il suffit que X = R*X F, X= R X Z X F,
X=Z*xF, X=RXUFouben X~ZXF, ot Fest un certain groupe
abélien compact et séparé.

Cela est une précision définitive du théoréme B dans [7]. Par con-
séquent, pour N e (PSM), il est essentiel de discuter les noyaux de con-
volution réels N sur R

§ 2. Définitions et préliminaires
On désigne par:
C(X) I'espace de Fréchet usuel des fonctions finies et continues sur X;
C,(X) l'espace de Banach usuel des fonctions continues et bornées
sur X;

C.(X) T’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et con-
tinues sur X & support compact;
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M(X) = Cx(X)* I’espace vectoriel topologique des mesures de Radon
réelles sur X muni de la topologie vague;

M,(X) = C(X)* I’espace vectoriel topologique des mesures de Radon
réelles sur X a support compact;
CH(X), CH(X), CX), M*(X), M#(X) leur sous-ensembles des éléments
0;

%

Ci(X) = {fe Cx(X); [ fag = 0} et M) = {we Mu(X); [ dp =0}

Soient N, et N, des noyaux de convolution réels (des mesures de
Radon réelles) sur X. On désigne par:

(N, N,) e (PRSM) si, pour f, g C(X) a f — ge CyX) et ae R quel-
conques, N, xf < N,xg-+a sur X dés que N, xf < N,xg 4+ a sur supp(f),
ou * désigne la convolution sur X et supp(f) désigne le support de f.

(N, N,) e (PTMS) si, pour f, g CiAX) & f — ge CxX) et ae R quel-
conques, N, xf < N,xg + a sur supp(f) implique que N,xf < N,xg -+ a
sur X.

(N,, N,) € (PRSB) si, pour g€ Mi(X) et un ouvert relativement com-
pact o =+ ¢ dans X quelconques, il existe ' e M*(X) et ac R tels que
Idy’ = Idp, supp()C@, Nyx ' + af < Nyxpet Nyxpy + a8 = N,* p dans
(O

Soit N un noyau de convolution réel sur X. On dit que:

N vérifie le principe semi-complet du maximum (désigné par N e (PSM))
si (IV, N) e (PTMS).

N vérifie le principe du semi-balayage (désigné par N e (PSB)) si
(N, N) ¢ (PRSB).

La proposition suivante est déja connue (voir les remarque 2 et la
proposition 11 dans [7]).

ProrositioN 1. Pour deux noyaux de convolution réels N, et N, sur
X, il y a des équivalences entre:

(1) IV, N,) e (PTMS).

(2) (N, N, e (PTMS).

(3) (I, N,) e (PRSB).

(4) (N, N,) e (PRSB).

On appelle aussi ¢ le noyau d’identité sur X. On aura encore la
proposition suivante:
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ProposiTION 2. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors il
y a des équivalences entre:

(1) Ne(PSM).

(2) N + cee (PSM) pour toute constante ¢>0.

(3) N+ ¢te(PSM), ot ¢ est une fonction continue et additive sur
X a valeurs réelles.

L’équivalence entre (1) et (2) est déja connue (voir la remarque 5 dans
[7]). L’équivalence entre (1) et (3) résulte du fait que, pour pxe Mg(X),
¢+ ¢ est une constante.

Pour un noyau de convolution réel N sur X, on désigne par S;(N)

la totalité des noyaux de convolution réels M sur X vérifiant (N, M)e
(PTMS).

ProposiTiON 3. Pour un noyau de convolution N sur X, il y a des
équivalences entre:

(1) Ne(PSM).

(2) Pour p,veMiuX) ¢ p—veMgX), un ouvert w et ac R quel-
conques, Nxp < Nxy + aé dés que N+ p < Nxyv + af dans w et ;(Cw) = 0.

(3) Pour 0 < aeR quelconque, Ne S(N + ae).

(4) SN) = Sy(N).

Les équivalence entre (1), (3) et (4) résultront de la remarque 5 et
la proposition 11 dans [7]. Montrons (1) = (2). On peut supposer w # .
Soit (@;);c; une exhaustion d’ouverts de o® et posons 2, = pl¢,,®. D’apres
Ne(PSB), il existe X e Mi(X) et a,c R tels que sz; - j d2, supp()C
@y Nx2 4+ a6 < Nx2, et Nx2, + a;§ = Nx 2, dans w,. Posons p; = pl,,
+ 2}; alors Nxp, < Nxv + (@ — a,)¢ dans o, supp(p,)Ca,Co et v — y, €
M (X). D’apres la remarque 8, (1), dans [7], on a Nx ¢, < Nxv -+ (@ — a,)&.
Comme lim,., I di;, =0, on alim,,(Nx4 + a,£) =0, et donc Nxp < Nxy
+ a&, dou (1) = (2). L’implication (2) = (1) est évident.

De la méme maniére que dans la remarque 19 dans [7], on aura la
proposition suivante:

ProprosITION 4. Soit Ne (PSM) et Me S(N). Alors on a:
(1) Pour on ouvert o #+ ¢ dans X, il existe 7y, SWIN) et un seul

@ Cela signifie que (w;);er est une famille filtrante d’ouverts relativement compacts
#¢ dans X vérifiant ®;Co; ((£]) et U, ;0i=0.
@  Pour pe M(X) et un ensemble p-mesurable set 4, pl4=p sur A et p[4=0 sur CA.
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tel que 9y, < M, 1y, = M dans o et 5y, Ry(M; w), ot
By(M; ) = {Nx s + af; e Mi(X),
jd/; =1, supp(p) Cw,ae R, Nxp + a{-‘gM} .

(2) Lapplication S(IN)> M — y,, € S(IN) est semi-continue inférieure-
ment, c’est-a-dire, pour fe Ci(X), la fonction I fdyy.. de M est semi-continue
inférieurement.

(3) 7y, est croissant avec o et, pour une exhaustion (w,);c; d’ouverts
de o, on a 79y, = lim,c;9y.,,".

(4) Si @ est compact, il existe p, € Mi(X) et a, € R tels que Nx pl, + a.&
= Dit 10 jd‘u; =1 et supp(y,)Cw.

On dit que 7, est la N-réduite de M sur o.

Remarque 5. Soient N et M les mémes que ci-dessus. Alors, pour
une exhaustion (K,);., de compacts de X, lim,_.. 7y cx, € M(X) ou bien,
pour 0 +# fe Cx(X) quelconque, lim,_,., der)M,c K, = — 0.

Cela est obtenu de la méme maniere que dans la remarque 19 dans
[7]. Posons

n—oo n—oo

lm 9y, ek, st limpy ok, € M(X)
Nae = .
— oo sinon

Alors 7, ; est indépendant du choix de (K,);., et s’appelle le N-réduite de
M a Yinfini §. Evidemment on a, pour pe MH(X) a Id[i =1,

771!1*;1,5 = vM,é * IU

dés que 7y, # — oo.

Soit Ne (PSM), Me S(N) et o un ouvert relativement compact #* ¢
dans X. Pour pe M*(X) vérifiant de < oo et Mxpe M(X) quelconque,
on pose

SByults ) = {4, @) € ME(X) X R
Id,u’ = de, supp(y) C o, (1/J dy)(N* Y+ adg) = nﬂ,*#/fdﬂ,,;} .

@  Pour une famille filtrante (¢:)icr dans M(X) et p e M(X), on écrit p=lim;esp; si
(1:)ie1 converge vaguement vers p.
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D’aprés (4) de la proposition 3, SBy ,(#,w) # ¢. On note simplement
SB,(1, ) = SBy, (1, w). Tout I'élément de SB,(y, w) s’appelle un couple
N-semi-balayé intérieurement de p sur o.

Remarque 6. Soient N, M et p les mémes que ci-dessus, et soient
o, et w, deux ouverts relativement compacts # ¢ dans X vérifiant o, Dw,.
Alors, pour (y, a)) e SBy (¢, @), il existe (uh, a3) € SBy »(p, w)) tel que
ta=p dans o

Cela se comprend, en considérant SBy ,(1]]ce,, ®2).

ProposiTION 7 (voir la proposition 16 dans [7]). Soit Ne (PSM) et
o un ouvert relativement compact + ¢ dans X. Alors on a:

(1) Pour 0<peR et peMiX) quelconques, SBy. ./, (¢, ») forme
un seul élément. On le désigne par (¢, ., @,,,..) €t définit l'opérateur linéaire

V,ut M(X) 5 —> —;—«w o — (1Y) € M(X).

(2) L’applications Xox—V, e, e Mi(X) et X5x—a,,,, sont uni-
versellement mesurables, oi ¢, désigne la mesure d’'unité & x et a, ,, =

aex,p,m'

(38) Pour pe M(X) quelconque, on a

Vot = j V,e.dpu(®)® et a,,,— f Ga o dp(x) .

(4) Pour pe M(X) et 0<p, qe R quelconques, on a

Vp.w/" - Vq,w/‘! = (q - p)j Vq,wexdvp"”#(x)
(désigné par (@ — )V, V,ut) .

ProposiTioN 8. Soit w un ouvert relativement compact + ¢ dans X,
0<peRet peMyX). Alors on a:

(1) V,.u0w) =0, ot dw désigne la frontiére de w.

(2) Nxpl, =V, (pNxpl, + 1) dés que e M(X).

Preuve. Pour (1), on peut supposer que pe MiX). Soit (v;);c, une
exhaustion d’ouverts de . On a lim,,V,,x =V, (voir le corollaire
12 et sa preuve dans [7]), et donc lim,.; a =a Evidemment

Ky Dy 0y m, P, o

®) Ce la signifie que, pour f e Cx(X) quelconque,

S FAV gy = SS FAV g wendp(e) .
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(PN + )% V, .t + @, 5.0,8)ier converge d’une maniére croissante vers
(PN +exV, p+a,,.s Daprés Ne (PSM), on a (N+ (1/p)e,N) €
(PTMS), et donc (N (pV,,...) + @, p.0)ic; cOnverge aussi d’'une maniere
croissante vers Nx*(pV,.0) + a,,,.6. Soit i,eI quelconque fixé. Alors,

pour I>i > i, quelconque,
Vp,mi/‘l é (N* i N« (pr,in/‘!) - a#,p,mqu)lw ’

et donc

Vp,w/u g_ (N* /’l - N* (pr,in,u) - ap,p,mioé)}w )

dou (1). Comme, dans o,

N+ (Nxpl,) = (DN + &) % V, o (N 1) + Cxaptyopof
et

N« (Nxpl,) = N« (((pN + ¢) * Vp,wzu + afl,p,w&)lw)
= (pN + ¢) % ((N* Vot + la#,p,m‘S)) > — laﬂ,p,mf ,
D & Db

pN + e e (PSM), (1), p j dV,u = jdﬁ — 0 et la proposition 3, (2) donnent

(pN + &) ((N* Voot + laﬂ,p,m{:) ) — —l—al,,p,mé
b © D

= (PN + €)% V, (N * pt],) + Crupiup..f dans X.

!

D apres (N + ls, N) € (PTMS), on a
p

N (N5 Vst + %a;,,,,,ms)} ) - %ay,p,we = Nk V(N5 1) + Capgonn -

et donc

(N* Vp,m/l + ";-a‘u,p,ms)] = Vp,w(N* Aulm) ’
d ou (2).

CoROLLAIRE 9. (1) Pour p > 0 quelconque, on a

pr,m(Slw) = Elm .
(2) Pour fe Cx(X) a supp(f)Co et pe MxX) quelconques, on a
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j AN+ ¢ = lim j AV, ..
p—0

(3) Pour une fonction bornée et universellement mesurable f dans X
a valeurs réelles vérifiant f(x) = 0 sur Co quelconque,

p [1@de@ [ F(aV, e < [177ds.
Preuve. Soit ¢ une fonction additive et continue sur X. Alors
N + ¢t e (PSM) (voir la proposition 2) et, pour 0 <peR et puec MiX)
quelconques, | (5, @y po + | oAy — Jsod,a;,w) € SBy.pes crmvrpet, ®), car
(pf) x pt = (J d,u)go& — (J gad,u)&. En utilisant la proposition 7 et proposition
8, (2), pour N -+ ¢f au lieu de N, on a aussi, pour toute pe M(X),
(N + ¢8) x ¢ty = V, (DN + 08) * g1, + 1) .

Par conséquent, on a

(j sodﬂ)rf = pr,w<(j sod/x>&‘lm) :

Comme X est non-compact, il existe une fonction additive et continue
¢ # 0 sur X, et donc il existe xe Mz(X) telle que jgpdy + 0, et donc (1)
a lieu.
Montrons (2). Soit fe CHX) & supp(f)Co et peMy(X). Comme
Ne(PSM) donne sup,..|N#f(3)|= max |N+f(), (pf AN Vwex)
»>0

yesupp(f)

est uniformément bornée, et donc jde,,,J:,) est uniformément bornée.

>0
D’aprés la proposition 7 et la proposition 8, (2), on a, pour tout p > 0,

[fan = [faV, Nl + o) = [V, + b [[ 2V, e,V ul3),
d’olr
lim [ fdV,..0 = f fdN s pr.
Montrons (3). On a, d’aprés (1) et deVmejc =1,
[1rras — b [ e [ 0V,

— 22 [[1£@) = FOFAV, .e.()d5@) = 0.
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ProposiTioN 10. Soit Ne (PSM) et 0 e M(X). Supposons que o est
de type positif. Alors, pour fe Cx(X) quelconque, on a

Nxoxfxf0)=0.

Preuve. Evidemment il suffit de montrer notre énoncé dans le cas ol
o =¢, car si c’est vrai, alors Nxfxf + Nxf+f est aussi de type positif.
Soit @ un ouvert relativement compact + ¢ dans X vérifiant wDsupp(f).
Alors, pour 0 < g € R quelconque fixé, le corollaire 9, (2) donne

N«ff© + Lfrde = [fave(re) + L [17pds
q q
= lim [ aV, (f)@) + = [1frds
=0 q

—tim (1 [i7rde + [ fde@ [ 1(90aV,.e(9))

P \g — P
e 1 S a—pV.)
= tim [ fde@) [ 1a( 1 (e + @ = pVe)2)0),
o (V)% = (V)" (Vi) (n=2) et (V) e, = V, ... Posons, pour

0<p<aq,

jf(y)d<ez + fi ((q — p)VM>ne,> si xeow

0 si xe Cow

&». q(x) = {
Alors

£0®) = @ = D) [ £, DAVa9) = @),

et donc, d aprés (3) du corollaire 9,

[108,.@d20) = [18,.0Fde = (@ = [ £, (D) [, (DAV, ) 2 0.

En faisant g—oo, on arrive & Nxfxf(0) = 0, d’ott la proposition 10.

ProposiTioN 11 (voir le théoréme 20 dans [7]). Soit Ne(PSM) et
(0,);-1 une exhaustion d’ouverts de X. Alors, pour pe M#x(X) et 0 <peR
quelconques, lim,_., V,, pn exists dans M*(X) et elle est indépendant du
choix de (w,);.;. Posons N, =lim,..V,,.e; alors, pour ppe M(X),

2.1 mV,,pn=N,xp

n—o
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et (N,),s, est une résolvante sous-markovienne, c’est-a-dire, pour 0 <peR
et 0 < qe R quelconques, N, — N, =(q — p)N,« N, et pdep <1

Dans ce cas, on a, pour p > 0 quelconque,

(2.2) lim(pN =« V, &+ @, .5 + N, =N.

n—co

Soit K un compact de X et 7y.x la N-réduite de N sur CK. Comme
Nv,ox € S(N), (P9x,cx * Vipont + Cop,0,8)n-1 €8t croissante et

(2~3) lim(p%v,cx * Vp,wne + ao,p,wns) < Yw,cx -

n— 00

On choisit un entier n, > 1 tel que w,, DK et (e, cx, @ cx) SBy(e; CKNw,)
pour n = n, Comme Nx¢&, cx + @ cxé 1 7)v,cx avee ntco, on a

(2-4) lim(p%v,czf * Vp,mne + a,, p,a)nE) + Np * 5’01( = NN, cK »

n— oo

ol ¢k est un point vaguement adhérent de (e ¢x)y-: lorsque n—oo. Par
conséquent, on a

(2-5) N — NN,cx — Np*(e - 52‘1{) 2P(N'— 77N,(;K)*Np = N — NN,cx — N,

-
D’aprés (2.5), on aura la proposition suivante:
ProposiTioN 12. Pour que (N,),-, soit transiente (c’est-a-dire, lim, , N,

e M*(X)), il faut et il suffit que 7y; + — 0. Dans ce cas, lim, N, =
N — 9,3 pour 0 < ae R quelconque, 7y, ,.; ¥ — © €t Nys = Yyiac,s

Preuve. Supposons que (IV,),., est transiente. Alors la deuxiéme
inégalité dans (2.5) donne lim, N, = N — 9y cx, d'olt 7y, # — co. Sup-
posons que 7y; + — oo. Alors N — 7y ;e M*(X). En faisant K 1 X dans
(2.5), on a

N— 774\7,6 - Np :p(N_ %v,a)*Np’

d’ot N —5y,; =N, (p > 0). Donc lim,.,N,e M*(X), et lim, ,N, = N —
7y,s en résulte immédiatement. Un calcul élémentaire montre que, pour
n=1 et g >0 quelconque,

ap p 1 )
————— . & . N — V ta wng, [ a , rap),on
( 1+ap (1 + apy? p/U+ap), 1+ap 0,1/(1+ ap)

€ ‘SB“H- ac+(1/p)e, N+ ae(ga ,,

des que 0,20. Donc la résolvante (I, ,),., obtenue dans la proposition
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11 pour N + ae au lieu de N vérifie que, pour p > 0 quelconque,

1

a
Ny
1+ ap €+ 1 + apy p/+ap)

a,p=

Comme lim, ,N, , = ae + lim, ,,N,, on obtient que 7y,,.; = 7y,s La
proposition 12 est ainsi démontrée.

Dans ce cas, on a lim,..pN,xV,,e=pN,xN, ou N,=lim, N,
car si J‘dNo < o0, Cc’est évident et si J.dN0 = o0, alors p _[ dN, = 1, et donc

lim | AV, = f fdN, pour toute fe C,(X). On remarque ici que, pour

n—co

fe CuX), N,xf< max N,*f(x). Par conséquent,
zesupp(f)
(2.6) limpvj\r’(; ES (Vp,wne) = ”A’,(; .

Une famille (@), CM*(X) s’appelle un semi-groupe de convolution si
ay=¢ a, xa,=a,,, (t=0,s=0) et I'application i{—a, est vaguement
continue. Il est transient (resp. récurrent) si r a, dt e M*(X) (resp. sinon).

0

Un noyau de convolution N = 0 sur X est un noyau de convolution de
Hunt §’il est de la forme

N = r, a,dt,
0

olt (a,),s, est un semi-groupe de convolution transient. Dans ce cas,
(a),s, est uniquement déterminé (voir [3] p. 650) et s’appelle le semi-groupe
de convolution de N.

Un semi-groupe de convolution («,),s, est sous-markovien (resp. mar-

kovien) si, pour 0 < te R quelconque, J.dat <1 (resp. Ida, =1). Dans
ce cas, il existe 0 < ae R tel que Idoz, = exp( — ai).
PropositioN 13.  Soit (@), un semi-groupe de convolution markovien et

(N,)ps0 la résolvante définie par (a,).s,; c’est-a-dire, N, = r a, exp(— pt)dt.
0
Alors il y a des équivalences entre:

(1) lima, =0.
t—o00

(2) limpN, = 0.
p—0

(3) U supp(a,) n'est pas compact.
t20

Preuve. Les implications (1)=(2) et (2)=(3) sont évidentes, et donc
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on montrera que (3) = (1). Comme, pour 0 < ¢, < {, € R quelconques, «,, * &,
et a, x &, — a, * &, sont de type positif, lim, .. «, * & existe dans M *(X).
Comme, pour un point vaguement adhérent » de («,),s, lorsque t—oco quel-
conque, lim,_, o, & =v*v, on a lim,_,a, =0 dés que lim,_, a,xd& = 0.
Supposons donc que lim,_. a, * & # 0 et posons ¢ = lim,_.,a, x&. On a

do <1. Comme, pour 0 < teR, 6 =cxa,*d&, on a (¢)) =0, ol (o) =
gx 0. Donc Jd” = 1. En considérant la transformation de Fourier de o,

on voit que ¢ est une mesure de Haar normalisée sur un certain sous-

groupe compact F de X, et donc ¢ = o x«a, x & donne |_J,5,supp(a, * &)CF.
Pour tout 0 < te R, on choisit x, € supp(e,). Alors supp(a,)C{x,} + F et
Uoses: ({x.} + F) est compact. Soit v un voisinage compact de l'origine
vérifiant vDU<i<i (%} + F) et X, le sous-groupe ouvert et fermé engendré
par v. Alors Usc.. {2} + F)CX,, car x, + x, — x,,,€ F pour tous £ = 0
et s = 0. Comme il existe deux entiers m = 0, n = 0 et un groupe abélien
compact et séparé F, tels que X, = R™ X Z* X F, (voir [12], p. 110), on a
lim,_. x, = 9, d’ou (3) = ().

Un semi-groupe de convolution («,),s, est semi-transient si, pour ue

(1
M(X) quelconque, (j o, * peds) est vaguement bornée.
0

t>0
D’aprés la proposition 13, on obtiendra immédiatement le corollaire

suivant, qui est déja connu (voir le lemme 39 dans [7]).

CoRrOLLAIRE 14. Soit (@,),s, un semi-groupe de convolution sous-mar-
kovien et semi-transient. Alors lim,.. «, = 0.

En effet, si (a,),s, est transient, alors on a évidemment lim,_, o, = 0.
Si U= supp(e;) est compact, alors la semi-transience de (a,),», donne sa
transience, car X est non-compact, et donc la proposition 13 donne le
corollaire 14.

La proposition suivant est bien connu (voir, par exemple, [4] et [5]).

ProposiTION 15.  Soit (N,),-, une résolvante. Pour 0 < p e R, I" désigne
Pensemble de périodes x de N,, c’est-a-dire, N, = N,x¢,. Alors on a:

(1) I est indépendant de p, et I' est un sous-groupe compact de X.

(2) N, est non-périodique, c’est-a-dire, I' = {0}, si et seulement s’il
existe un semi-groupe convolution (a,)s, tel que N, = r a, exp(— pt)dt.
Dans ce cas, (a,).>, est uniquement déterminé et (IN,),, estotransiente (resp.
sous-markovienne) si et seulement si ()., est transient (resp. semi-mar-
kovien).
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CorOLLAIRE 16. Soit N € (PSM) et supposons que 7y ; + — oo, Posons
N, = N — 5y, Alors N, est un noyau de convolution de Hunt si et seule-
ment st N, est non-périodique. Dans ce cas, le semi-groupe de convolution
de N, est sous-markovien.

Cela est obtenu, d’aprés les propositions 12 et 15.

§3. La preuve de théoréme 1

On commencera avec une notation. Pour ve M(X), on écrit, par
récurrence, (v)! = v, ) =vxy, -+, ()" = V)" 'xy, ... dés que ceux sont
définis,

LemmE 17. Soient 0 e M*(X) et Ae M*(X). Supposons que, pour tout
Uentier n=1, (¢ — o) et (¢ — o)"x 1 sont définis. Si 1 est bornée et
e—a)"x2eM* (X) (n=1,2, --.), alors tout le point du sous-groupe fermé
engendré par supp(o) est une période de A.

Pour montrer le lemme 17, on utilisera le théoréme de Choquet-Deny
(voir [2]) et le théoreme connu dans [6].

LEMME 18 (voir le théoreme 2 dans [2]). Soient ¢ ¢ M*(X) et 1€ M*(X).
Supposons que X est & base dénombrable et 2 = Axo. Soit I' le sous-
groupe fermé engendré par supp(o) et E [lensemble formé par ve M*(X)
vérifiant v+ o = v et, pour xcl quelconque, vxe, = ¢(x)v, olt ¢ est une
exponentielle > 0 sur I'®, Alors il existe une mesure de Radon positive
o portée par E telle que

(3.1) A= jud,u(v) .

LEMME 19 (voir le théoréme dans [6]). Soient ¢ et 1 les mémes que
dans le lemme 17. Alors il existe une mesure positive p sur [1, o) el une
application p-mesurable [1, o0) 3 t—v, € E,™ telles que

(3.2) 1= vdu),

ou E, ={pe M*(X);v = tv* g}

S ® Une fonction finie et continue ¢ sur un groupe abélien localement compact
s’appelle une exponentielle si, pour tous z, ¥, ¢(x + ¥) = p(X)p(¥).

(™M Cela signifie que, pour f ¢« Cx(X) quelconque, la fonction S fdv; de t est p-mesurable.
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On remarque ici que, pour g€ M*(X) & ¢ # 0 et ¢ = p* ¢ quelconque,
lim, ., 2. (" € M*(X).

Preuve de lemme 17. Pour un voisinage compact v de l'origine, X,
désigne le sous-groupe fermé engendré par v. Alors, pour tout ’entier
n=1, (e — olg)" x Ay, = (e — 0)" x Ay,, et donc il suffit de montrer le lemme
17 dans le cas ol X est engendré par un certain voisinage compact de
Porigine. D’aprés le théoréme fondamental concernant la structure des
groupes abéliens localement compacts (voir [12], p. 98), il existe une famille
filtrante (X)),.; & gauche des sous-groupes compacts de X telle que X soit
la limite projective de (X/X,);.; et que X/X,; soit isomorphe &4 un groupe
élémentaire de Lie. Soit £, une mesure de Haar normalisée sur X,. En
considérant ¢ % &, et 1x &, pour tout iel et leur projections canoniques
sur X/X,, il suffit de montrer le lemme 17 dans le cas olt X est un groupe
élémentaire de Lie. Donc X est a base dénombrable.

Soit I' le sous-groupe fermé engendré par supp(s). Pour te[l, o)
quelconque, on pose

F,={eckE,;vxe, = ¢(x)y pour tout xel},

ol ¢, est exponentielle sur I'. D’apres les lemmes 18 et 19, il existe une
mesure positive g sur [1, co) et une famille g-mesurable (v,),»; des mesures
de Radon positives telles que v, soit portée par F, et

3.3) A= jj vdy,(v)du(?) .

Pour xe " et un entier n quelconques, on a
Ak e, = j.[ (o, (x))vdy (v)du(t) .

Comme 2 est bornée, on a ¢,(x) <1 presque partout pour j‘utdp(t). De
la méme maniére, on a ¢,(— x) < 1 presque partout pour yvtd,u(t), et donc
¢,(x) = 1 presque partout pour ‘[u,dp(t), d’ot 1%¢, = A. On voit ainsi que

tout x eI’ est une période de 4.

CororLAIRE 20. Soit N e (PSM) et supposons que 79y ; + — oo. Posons
N, = N — 5y, Alors, pour pre Mx(X) quelconque, tout le point du sous-
groupe fermé I' engendré par supp(N,) est une période de ny;+p. Si N
est non-périodique et N, + 0, alors N, est aussi non-périodique.

Preuve. Soit (INV,),s, la résolvante obtenue dans la proposition 11.
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D’aprés la proposition 12, on a, pour 0 < pe R quelcongue, supp(N,) =

supp(IV,), car, pour ¢>p, Ny=1/q 2 7.,(qN,)" et N,=1/(q—p) 257-1((q—P)N,)".
Soit fe Ci(X) quelconque. Comme %,,;€ S(V), on a, pour xe X,

v *x e fX)| S max [Nxpxf(y)

yesupp (#+f)

(voir la remarque 3 dans [7]). Posons @ = max,csuppqen |V * ¢ x f(y)] et
A= (a + pysxpxf)E Alors 1e¢ M*(X). D’aprés (2.6), on a

limpax V,,e=12.

Comme 1e M*(X), on a 2 — pAxN,e M*(X). On a aussi, pour tout
Tentier n = 1,

lim p2 « (¢ — pN)" + V,

N0

et donc 2x (¢ — pN,)"*'e M*(X) dés que 2% (¢ — pN,)"e M*(X). Ainsi,
pour tout 'entier n > 1 et tout 0 < pecR,

e = 2Ax(— pN,),

) On

(e —pN)"x2=0 dans X.

Par conséquent, le lemme 17 montre que tout le point de I” est une période
de 2. En faisant fé—¢, on arrive & notre premiére conclusion. Supposons
que N est non-périodique, N, #+ 0 et, pour 0 # xc X, N, = N, x¢,. Alors,
pour tout 0 <peR, N, = N, x*¢,, et donc (1) de la proposition 15 montre
que x est un élément compact de X. Comme supp(lV,) 3 0, supp(NV,) > x.
Done, pour tout I’entier n > 1,

N*(e_sx)*enz:771\!,5*(5_—'81),

et par suite Nx (¢ — ¢,,) = nNx (¢ — ¢,). Comme (N* (¢ — ¢,,))5_; est bornée,
on a N= Nsxe¢, dou une contradiction. Ainsi N, est non-périodique.
Le corollaire 20 est démontré.

Pour un noyau de convolution réel N sur X, on désigne par S(N)
I’ensemble de »e S(IN) vérifiant la condition suivante: ‘

(C) 1l existe des familles filtrantes (1;);c; CME(X) et (¢):e;CR telles
que

jdﬁizlet Nxp +céty.

Si Ne (PSM), alors on a évidemment S(IN) = S(N), d’apres N e (PSB).
Pour f,e Ci(X) a f fdé = 1 fixée, on pose
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SN f) = {ne SU; [ fidy = 1}

Pour »e S(IV) quelconque, il existe b, € R et un seul tel que 7 + ,&
e S(IV; f)).

LemME 21. Supposons que Ne (PSM) et yy, + — oo. Alors S(N;f,)
est un ensemble convexe et compact dans M(X). Si N, = N — yy,; s‘annule
EecexS(N;f,), ot ex S(N;[f,) désigne l'ensemble

des points extrémes de S(N;f,).

a linfini, alors ny; + b, .

Preuve. Evidemment S(IV;f,) est convexe et vaguement fermé. Il
suffit donc de montrer que, pour un compact K de X, il existe une con-
stante A(K) = 0 telle que, pour ne S(NV;f) et fe Cu(X) a supp(f)cK

quelconques,
(349 || fan| = a1
ol ||f|| désigne la norme dans C,(X). Posons
AR =[ det [ AN+ ew NI de,

ol |N| désigne la variation totale de IN. Alors A(K) est une constante
demandée, car

|| fan| <[ £ [ ra| + sup|n « ) — 7« Fio [ 1

< |[7ag| + sup| N+ f) — N+ @) [ rag|

:desi-i- sup ‘N*f(x)—N*fvo(x)J‘fdél.

zesupp(f U (-K)

Montrons ensuite que, dans le cas ou N, s’annule & linfini, 5y, +
b,, scexS(N;f). De la méme maniére que dans le lemme 17, il suffit
de le montrer dans le cas olt X est 4 base dénombrable. On utilisera le
théoréme de Choquet suivant:

LEMME 22 (voir p.7 et p.19 dans [9]). Soit C un ensemble convexe,
compact et métrisable d’un espace localement convexe E. Alors Iensemble
ex C des poinis extrémes de C forme un ensemble de G; et, pour xeC

® Pour ensembles A, B dans X, on note A+ B={x+y;xcd,yeBlet —A=
{—x;2xecd)
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quelconque, il existe une mesure de probabilité p sur C portée par exC
qul représente x.

Continuous la démonstration de 7y, + b, §€exS(N;f). D’apres le

lemme 22, il existe une mesure de probabilité p portée par ex S(V;f,)
telle que

(8.5) Dy + b, &= fﬂdﬂ(v) .

Soit (0,);., une exhaustion d’ouverts de X. Pour ne S(V;f,), on choisit
(€),ns @y,n) €SBy (¢, ®,). Comme (V, 7y,,) € (PTMS), on a Nyxe, , = N, x¢,

7N = 7yn+1

dans o,, et donc lim, .. N, x ¢, , existe. Pour 7, 7,€ S(IV; f,) quelconques,
(g x €y + @y, .8)n-1 est croissante et

(3.6) im (7, % €7,,0 + @po,n8) = Him (g 5 €7, + @yy,06) 5

n—oo n—

car, pour fe CxX) et n = 1 quelconques, il existe un entier m > 1 tel que

[ s o+ 008 = [ AWV 5+ @) 5 e+ 00,
— [ FA@ 5+ 0un) 5 e + G0
< [fA0 5 e + 0008)

Pour e S(V; f,), on pose 7/ =y — lim,_... N, x ¢, ,. Alors application
S(N; f) 29 —> 7' € S(N)

est semi-continue inférieurement (c’est-a-dire, pour fe C#X) quelconque,
la fonction jfdﬁ’ de 7 est semi-continue inférieurement), car, pour n = 1,
Papplication 7 > N x¢, , + a,,& est semi-continue inférieurement, et donc
Yy % € + a,,& Pest aussi. Posons N” =y, + b,, & Comme N,
s’annule & l'infini, on a, pour un point vaguement adhérent 2 de (ej~ )51
lorsque n— oo quelconque, lim,_., N, * &y, = N, * 2, et donc lim,_. N, *
eynn = 0. Comme, pour n=1,

Nyt e = | Ny &f,udpts)

et Jn’d‘a(n) a un sens, on a, pour p-presque tout 7, lim, .., NV, ¢, , =0, et

done, pour p-presque tout 7, 7€ S(N”). D’aprés (3.5) et (3.6), pour 7je
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exS(N; f,) vérifiant lim, . Ny ¢, = 0 quelconque, on a, pour g-presque

tout 7,

7=1lm @ e, + @;.8) + by,§
3.7 .
(3.7 =1lim (G # &), + 0,8 + by8,

ou b,,¢e R vérifiant lim,_..(y x ¢, + a;,,8) + b;,,£€ S(N; f,), car
7= lim (N// * 5,5,n + (afz,n - bﬂN\a)S)

N0

= lim | (9 x &}, + (a5, — by, )E)du(y)

= | (im @y * €},, + @;,.8) + b;,8)du) .

Par conséquent, pour une mesure positive v sur S(V;f,) vérifiant v < u
quelconque, on a

[ rast = [[ im0 + 0,08) + o))

= lim [[ G5 < + @ + B, ) DUE)

N~ 00

_ ( j dy> j Pdu(7) — ( j du)N”,

et donc g est portée par un point, dou N” eexS(N;f,). Le lemme 21
est ainsi démontré.

Pour un noyau de convolution réel N sur X, on désigne par S’(INV)
(CS(V)) I’ensemble de » vérifiant » < Nxv + a&, ol ve MH(X) a jdu =1
et aeR.

LeEmMME 23. Soit N e (PSM) et supposons que 7y ; 7 — oo, N £ 7,5 et
N, = N — 3y, s’annule & Uinfini. Posons N” = 5., + b, & et, pour y¢e
S(N”) et xe X quelconques,

N, =nxe, + (b, e, —b, )E.

Alors il existe une famille filtrant (x)ie;C X telle que lim,;¢; x, = 0 et, pour
ne S'(N”) quelconque, lim,., 7., = 7.

Preuve. Soit (w,);., une exhaustion d’ouverts de X et (¢}, a,) € SB

N

(¢, v,). Comme N, s’annule & l'infini, on a lim,.., NV, x¢, = 0, et donc

N” = im (N ¢, + a,§ — b, §) = lim | N/de(x).

N0 7N — 00
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Soit 7€ S(N”) quelconque. On choisit des familles filtrantes (¢;);e;

CMxX) a Jdﬂi =1 et (c):e;CR telles que N”xp, + c;61 75 Alors

(N % pt; + cé) = ¢, + (@, — b, JETN" s p; + c.& (n1 o) pour tout i, et donc
nxe, + (a, — b, )Ty (nt o).

Par conséquent, on a

(3.8) y = lim j 7.del(x) .

Pour ne S(N”) et fe Cx(X), on pose f,(x) = 7, f(0) et = {f,; 7€ S'(N"),
fe Cx(X)}. Pour pe S((N), il existe v, v, e MHX) & Idvl - jdvz —1et
a, a,€ R tels que

N"sv + a6 < p <N sy, + af.
Done, pour g e Ci(X) quelconque,

(8 x v)ylx) + a; < g,,(x) Z (8 *x v)yd%) + a,.

Comme (N7),cxCS(N;f) et N (gxv,) — (jgdg)zv*fo et N,x(gxv,) —
( j gdg)No « f, sont bornées (j = 1,2), on a g, € Cy(X), d’ott QCCy(X). Soit
X la Q-compacité de X; c’est-a-dire, X est une compacité de X et tout
I’élément de @ possede sa prolongement continu sur X. On désigne encore
par f, le prolongement continu de f,. Soit ne S'(N”) et soient v, v, €
MX) et a,, a,€ R les mémes que ci-dessus. Comme N7 ¢ S(NV;f,), on a,
pour un compact K de X et fe Crx(X) vérifiant supp(f)C K quelconques,

((Fs)we@)] = |[F3,dN2| < A= K — suppe)[f s 5]
< A(— K — suppe)|f] swr X (1 =1,9),

olt A(— K — supp(v;)) est une constante définie dans le lemme 21. Donc,
il existe une constante B(K;7) dépendant de 7 et K tel que, pour tout
xe X et fe Cx(X) vérifiant supp(f)CK

|f,(%)] = B(K; )ifll.
Par conséquent, pour % ¢ X quelconque, il existe 7:€ S(N"') et un seul tel
que, pour toute fe Cx(X), 7;*f(0) =f,(X). Comme Jde; =1, on peut
supposer que lim,_..e¢, existe dans M*(X). Posons A = lim,..¢,; alors
Idl =1let 2= 0dans X, car lim,..N,*¢, = 0. Comme X3 & — 5,c S(N")
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et continue dans M*(X), (3.8) montre que

7= [ ndi).
Pour ne S(N”) et e X, on pose
7. = sup{7s; 7€ S'(N"), 7 = 7}
deés que cela est définie au sens des mesures, ol sup{-} est au sens des

mesures. Alors 7; = 7; si p€ S'(N”) et, pour »e S(IN”), on voit que, pour
A-presque tout X, 7, est définie et

(39 1= [ n.ax®,

car il existe une suite croissante (7,)7-,CS'(IV”) tel que lim,_..7, =7. On
remarque ici que. pour fe CiX) quelconque, la fonction I fd7, de x est
semi-continue inférieurement. Si ne S(IV”)NexS(N;f,), alors 7; = 5 pour
A-presque tout X. D’aprés le lemme 21, N7 = N” pour tout X ¢ supp(d),
et donc, pour pe MiX) a jdp =1 et be R quelconques, (N * u + b&);
= N" %y + b& pour tout %esupp(d). Donc, pour e S(IN”) quelconque,
7; = 1 pour tout X e supp(l) dés que 7, est définie. D’apres (3.9), on a
7; = 7 pour A-presque tout X. En particulier, si e S'(IN”), alors 7; = 7
pour tout % € supp(4). Cela montre notre lemme.

LEMME 24. Soit N, un noyau de convolution de Hunt dont le semi-
groupe de convolution (a,),s, est sous-markovien. Soient I" le sous-groupe
fermé engendré par supp(IV,) et &, une mesure de Haar fixée sur I'. Alors
il existe une constante a(lV,) = 0, et une seule telle que

(3.10) Lm (N, + N, — a(N)&) xe, = 0.

Zr—3
On a encore

(3.11) lim pN, « N, = 2lim pN, « N, = a(N,)&,,

p—0 p—0

ot (N,),s, est la résolvante définie par (a,),s.

Preuve. Si N, s’annule a linfini, alors a(V)) = 0 et les deuxiémes
égalités ont lieu, d’aprés lim, ,pN, = 0. Supposons que N, ne s’annule
pas & linfini. Alors (a,),s, est markovien. Donc il existe une fonction
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définie-négative ¥(£)® sur le groupe dual X de X telle que w(0) =0 et
&, (%) = exp(—t(®)), ot O désigne lorigine de X et &, désigne la transform-
ation de Fourier de «, (voir, par exemple, [1], p. 49). Comme, pour p > 0,
Np = 1/(p + ¥), on voit que, pour 0 < p <gq,

N,+ N, —2pN,«N, et (N, + N, — 2pN,  N,) — (N, + N, — 2qN, « N,)

sont de type positif, car Rey = 0. Donc lim,_, pN, = Np existe dans M *(X).
Posons 7 = lim pN, « N,; alors, pour p > 0 quelconque,
-0

7% (pN,) = lim N, « N, #(pN,) = lim - g Wo— N« @N,) =7.

Comme 7 est bornée et supp(y)C 1", le lemme 17 donne y = a&,, ou 0 < a € R.
On a donc

e T
N, + N, — %aF, = zRe%) ,

et NV, + N, — 2a¢, Sannule a linfini. En posant a(lN;) = 2a, on voit que
a(lV,) est une constante demandée. On a encore

%Ji_r.{)lpz(No + No) * N, % NP = a(N)ér,

car p2dep xN, =1, lim,_, p*N, * NI, =0 et N,+ N, — 2, s'annule &
Pinfini. Soit 7’ un point vaguement adhérent de (p*N; * IV, = Np)p>0 lorsque
p—0. Alors, de la méme maniére que pour 7, on a, pour 0 <peR
quelconque, 7’ =7’ % (pN,), supp(y’) C I" et 7/ est bornée. Donc 7/ = b&,
ou 0 < beR. Ainsi ¥ =3 = b&, et donc b = ta(lN,). Par conséquent,
lim,_, p*Ny * N, * ]\7p = }a(N)&,. D’apreés ’équation résolvante, on a

lim pN, x N, = lim (p*N, = N, » N, +pN,* N,) = a(N)&,.

-0 P

Le lemme 24 est ainsi démontré.

On montrera désormais le théoréme 1 dans ce paragraph. On discutera
d’abord (1) = (2). Possons N, = N — 7, et N =7, , On peut supposer
que N” #+ 0. D’aprés les propositions 12, 15 et le corollaire 20, N, est un
noyau de convolution de Hunt dont le semi-groupe de convolution («)s,

®  Une fonction continue (%) sur X 3 valeurs complexes est dite définie-négative si
¥(8) = 0, pour e X quelconque, ¥(— &) = 4(&) et, pour une famille finie @7y et
une famille finie (0;)7.; des nombres complexes vérifiant 7%, p; = 0 quelconques,
27 D@5 — T oo <0,
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est sous-markovien. D’aprés le corollaire 20, on voit que, pour xe X
quelconque, tout le point y du sous-groupe fermé engendré par supp(V,)
est une période de N” % (¢ — ¢,), et donc N” x (e, — ¢) est invariante par
translations sur X, d’ou N” % (¢, — ¢) = ¢,&, ou ¢, € R. Par conséquent il
existe une fonction additive et continue ¢ sur X a valeurs réelles telle
que o(y) = c,.

(i) Supposons que a(N,) # 0. Posons a = a(N,), I' = le sous-groupe
fermé engendré par supp(lN,) et N' = N"” — ¢& + a(N,)é,. On montrera
que N = N, — a&; + ¢& + N’ sont une décomposition démandée. Alors
N’ = N’x¢, pour tout ye I, et donc N’ est pseudo-invariant. D’apres
les propositions 2 et 10, on a (N, + N’ — a(N)&,) = f+ f(0) = (N — &) x f
* f(O) = 0 pour toute fe Cx(X). Montrons que N’e (PSM). Supposons
que, pour f, ge Cx(X) & ffde=fgds et beR, N +f<N'sxg+b sur
supp(f). D’apres le lemme 24, (3.10), on voit que, pour 0 < ce R quel-
conque, il existe un compact K de X tel que N, « f(x) < a(N)E&, = f(x) + ¢
dans CK. On choisit un autre compact F de X vérifiant CF + supp(f)C
CK et une exhaustion (,);., d’ouverts vérifiant o, DF. Soient &, et er
une mesure N,-balayée de ¢ sur CFNw, et celle de ¢ sur CF®, Alors
on peut supposer que (N, * e, )., converge d’'une maniére croissante vers
N, % e;p lorsque n— co. Alors | deip,t | detr = 1 (n 1 ), car ()5, est
markovien. Comme lim, ., pN, N » = a(Ny) & (voir le lemme 24), N, x e(p,
sf<alNpérxf+csur X (n=1,2, --.) et il existe v, ¢ M;:(X) telle que
supp(v,) € CF N w,, N,xv, <&, et Nyxv, =&, dans CF N o, Alors

0

(N, = v,)3., est croissante, et donc (I dun) est aussi croissante. On choisit
n=1

un entier n, = 1 tel que, pour n = n, quelconque, 1 — fde’cpy,, <ec I dv,,.
Posons a, = (1 — j‘de’cp,,)/j dv, (n=ny); alors Nyx* (4p. + av,) < N,
+ c&p et lim,_ ., N, * (ep.n + auv,) = N, % ¢;p. Posons

b= b+ [ 68 — (lrn + @) xS + oL+ sup.cx &5 f(2).
Comme supp(e;r.) 1" et supp(v,) I, on a, pour x e (supp(f) + )N CK,
N (tpn + @) % f(%) = Nok (eop,n + av,) * f(2) + N = f(x) + o(x)

— [ ol + @) » s — a@0)se x f(0)

an  Pour ge Mi(X) et un ouvert w dans X, u;, e M*(X) s’appelle une mesure No-balayée
de p sur o si supp(p,)C@, No*p, < No=p et No# p, = No*p dans o.
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< N'xg(@) + o) — [ pgde + b,
= (V" + a(N)&) * () + b,

Soit p > 0 quelconque. Comme supp(ﬁ,,)c]”, ona p(N"—gf) * Np=N " — @t
et donc lim,_.. p(N — ¢£) x N, = N’, d’ou (N — ¢§, N') e (PRSM). Par con-
séquent, (N, N” 4 a(N,)&;) e (PRSM). On a alors

N (etrn + @) x f(x) < (N” + a(Vo)ér) * 8(x) + b, sur X.

En utilisant le lemme 24, on a

(N” + a(No)&r) * (eorn + @) x f(x) = (N” + a(Vo)€r) x £(x) + b, sur X,

car
(N % (hpn + @) % f — N % g) x (pN,)
= (N" — &) % (ebrn + aw,) x f — (N — pf) x g
([ etra + a0 < f — @) 5 (1)
= N" % (eben + aw) 5 f — N" x g.
Donc

N’ f(x) = lim N % (eop, + Qo) * f(%)

N—co

<N xg(x) + b+ c(l + supé&pxf(x)) sur X.
Z2EX

En faisant ¢ | 0, on arrive a N’ x f(x) < N’ x g(x) 4+ bsur X, d’ou N’ € (PSM).

Montrons finalement que N’ — a(NV)ére S(N’). On peut supposer
que ¢ = 0, et donc tout x de I" est une période de N” = 5, et de N’
Soit (w,)y.; une exhaustion d’ouverts de X. D’aprés lim,_, N, x (p]\?,,) =
a(N)ér et deNp = 1, le principe du balayage et le principe de positivité
de masse pour NNV, montrent qu’il existe 1,e M#X) vérifiant |di, <1,
supp(2,)C@, NI, Nyx 2, < a(Ny)é&r dans X et N,x 2, = a(V)&, dans o,.
D’aprés le principe de domination pour N, (N, 4,):7., est croissante, et
donc, d’apres le principe de positivité de masse pour N, <J. dZ,,)w est
aussi croissante. Comme lim, ..., pN x (¢ — pN,) =¢, on a 2, = 4,,, danr;é @,
Donc lim,_., 1, existe. Posons 2 = lim,_.. 1,. Alors 1, = 1 dans o, et, pour
p > 0 quelconque,

PN, « (@(N)&r — N, x 2) = lim pN, x (N, x 2, — Ny * 2)

n— oo
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= 11}(1)1 (N, — N,) (2, — 2)
= 12131 (N, * (2, — 2)
=a(N)& — Nyx 2,
dN, = 1/p et szn <1. Donc pN,«Nyx2=Ny,x2, et N, =0,
d’oit 2=0. Ainsi on a lim,_.2, =0. Donc, d’aprés (3.10), on a

0= Lm(N, + N, — a(V)&) « 2, = a(Ny)&, — a(N)(llde,?n)s, >0,

n—oo n—cwo

d’olt lim | d2, = 1. Soit (e, @,) e SBy yAe, w,). Alors Nx e, + a,& 1+ N avec
nt oco. Posons 2, = (1/J d2n>2n. Alors, d’aprées N = N’ x ¢, pour tout

xel, on a

N” = lim lim(N x ¢, + a,&) « 2}, .

Msco msco
Comme, pour m, = m, et n, = n, quelconques,

(N x e, + amS) * Ay 2 (N el + a,,6) % 2,

e - 1 N 3 27’11 K ’11 E } — N * xmz Ill
szml fdlm

et, pour fe Ci(X), N, « f est bornée, on a
limlim (N x ¢, + a,€) x 2, = lim lim (N x ¢, + a,£) * 4,,,

m—co n—roo n—oo M-
et donc

N” = lim (@&, + N") <, + a,8) = im (V' + ¢, + 0,9)

n—oo

d’ou N’ — a&é, = N” ¢ S(N').

(i) Supposons que a(N,) = 0 et qu’il existe une fonction additive
et continue ¢ sur X et un sous-groupe non-compact I’ de X tels que
(N — @) x e, = N” — @& pour tout ye I'. Posons a = 0et N' = N’ — ¢f
Alors N’ vérifie la condition (c) dans le théoréme 1 et N’ e S(IN’). Pour
que N’ e (PSM), il suffit de montrer que N” € (PSM) (voir la proposition
2). Supposons que, pour f, ge CxX) a Ifds = jgds et beR, N'xf<
N’ x g + b sur supp(f). Soit 0 < ce R quelconque. Comme N, s’annule
a linfini (voir le lemme 24), il existe une famille (x,)7.,CI" telle que
%, = 0, supp(f* ¢, ) Nsupp(f+e.,) = ¢ (j # k), (1/m)N, x f < c/2 sur supp(f) et,
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pour 0 < j < m quelconque,

SN (Fre)+ 5 N(fre) <

£ sur supp(f*e,,).
k=7+1 2 4

D’aprés le principe classique du maximum pour N, on a
L BN «(fre)<c  sur X,
m i=o
Comme tout le point de I' est une période de N” «x(g — f), on a
L S Na(fre )< L SN w(gxe) + b+ sur UJsupp(fre,),
m =0 m i=o j=0

et donc la méme inégalité a lieu sur X, ot N xf < N”x g + b + ¢ sur
X. En faisant ¢ |0, on arrive & N”"«f< N”" % g+ b sur X. Ainsi N'e
(PSM). On obtient ainsi la décomposition de (1.2).

On remarque qu’il existe une fonction additive et continue ¢ sur X
telle que le sous-groupe fermé des périodes de N” — ¢£ D supp(dV,) (voir
la premiére partie de cette preuve).

(iii) Supposons que N, est & support compact et que, pour une fonction
additive et continue ¢ sur X quelconque, le sous-groupe fermé des périodes
de N — ¢f est compact dés qu’il contient supp(&V,). Comme le sous-groupe
fermé engendré par supp(lV,) est compact, N” est périodique a tout le
point du sous-groupe fermé engendré par supp(V;). Posons ¢ =0, I' =le
sous-groupe fermé des périodes de N, a = inf{b = 0; N” + b&, ¢ (PSM)}
et N’ = N” + a&,. Daprés N” + (I dNo/d.sr)S,e (PSM), on a deo >
a j dér. On a encore N = N, — aé, + N’, N'e (PSM) et N’ — az, = N”
e S(IV'), d’aprés le lemme 23. Donc il suffit de montrer que N’ est pseudo-
invariant.

On peut supposer que N, ({0})>0, car on considére N + cc (0 < ce R)
au lieu de N si c’est nécessaire. Soit f,e CL(X) vérifiant | fd¢ = 1.
D’aprés le lemme 23, il existe une famille filtrante (x,),.,CX telle que
lim;c; x; = & et, pour 7€ S'(N”) quelconque, 7,, — 75, ou 5, = pxe, + b.& et
jfod(N” x¢e, + b,§) = 1. Comme (N” xe_,, + b_,,6),c; est vaguement bornée
(voir le lemme 21), on peut supposer qu’elle converge vaguement. Posons
M = lim;e; (N” xe_,, + b_,,6). Il suffit de montrer que N’ = N” ou bien

an - Cela signifie que, pour fe Cx(X) quelconque,

sup No= f(x) = max No=f(x).
rEX resupp(f)
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N' = M + c¢, ou ce R. On montrera d’abord que (M, N”) e (PRSB). Soient
reMiyX) a jd;z =1 et w % ¢ un ouvert relativement compact dans X.

On peut supposer que, pour i 7 je I quelconques, o — {x;}JNw — {x,} =
et (' + o — {x})N@ = 4. Posons

o, =0 —{x}et 2, =Ua; @Gel).
igd

Soit (w,)=.; une exhaustion d’ouverts de X vérifiant w, D I". On choisit
(U ns 0:,2) €SBy ylpt; (0U2)Nw,). Comme N,({0})>0, de la méme manidre
que dans la proposition 8, (1), on a # ,(((eUR;)Nw,)) = 0. Donc 4,
> phas: dans o,, car SBy(tf .1, (0U2,)Nw,) forme un seul élément et
(#;,n’ bi,n_ bi,n+l) € Slgzv(/lg,nn; (0UR)N w,). D’autre part, (N #§,n+bi,n§)f=1
est croissante. Posons 7, = lim,..(N" * g, + b;,8) et g =1lim,. . 1 .;
alors 7€ S(N"), [did <1, f(C@UL) =0 et Nyx i + 7, = N x s dans
oUQ,. D’aprés le lemme 23, on a

Hm (7, x (e — &) + (b — b.)8) = Hm (N (e — &) + (b — b,)8) =0,
et donc N, x ¢; = 0 dans o, car, pour je I quelconque,
Nos i + 7)) (e —e,)) = (N5 1) % (e — ¢,,)) dans o.
Donc 4j], = 0. On obtient ainsi lim, .., (IV x (¢ ,]c.) + 0:,.8) = N” % ¢ dans

o et lim, . (Vs (¢, 4]c0) + 0:,.8) = N” x pdans X, Posons y, . ; = 14,5, * &,
@ £)); alors supp(ys,.,;) C @, Zjd,u, mi =1 et lim>,dy,,, =1 Soient

n—o ]el

fe CHX) a supp(f) Cw et O < a e R quelconques. Alors il existe i,e T
tel que, pour i = i, quelconque, |(N” xe_,, + b_,.& — M)« f(— x)| < « pour
tout xew. Comme

N// * (ﬂ;,n![,'w) = ‘Ze:l(N// * e—zj) * #i,n,]
J

VEY
= ]Ze:I(NH * &g -+ b—:::]é) * Min,j — <jZe;Ib_$j jdﬂi,n,J)S )
jzi jzi

on a, pour i = i,

IN" 5 (¢, lco) + £(0) — M x (j%.; Hi,n,1) # [(0)
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Soit v; un point vaguement adhérent de (3 I€! p; ..., lorsque n—oo et v
un point vaguement adhérent de (v;),c; lorsque x;, - 8. Alors |dv =1 et
supp(v) C @. D’aprés (3.12), il existe ce R telle que Mxv +cE < N x p
dans X et Mxv + ¢ = N” %y dans o, car N, x (¢ ,|c.) = 0 dans w. On
voit ainsi (M, N”’) e (PRSB). Comme M e S(N”), on a encore M e (PSB)
(c’est-a-dire, M e (PSM)).

Supposons d’abord que Me S(N”). Dans ce cas, on montrera que
N’ = N”. Pour cela, il suffit de montrer que N” ¢ (PSM). Comme (N, M)
e (PRSB) et (M, N”)e (PRSB), (M), est vaguement bornée, car il existe
v, v.€ Mx(X) et ¢, c,e R tels que fdu1 = jdvz =1, N"xy, +cE < Nxy,
+cE<Met Mxy, + c,t < N”. Comme Me S(N”), il existe une famille
filtrante (7,);c; & droite telle que 7, 1 M, et le lemme 23 montre que tout
le point vaguement adhérent de (M,,);.,; lorsque x, — d est = M. On peut
supposer encore que lim,., M, existe. Posons M’ = lim,; M,,; alors
M = M. Pour N”e(PSM), il suffit de montrer 1’énoncé suivant:

Soit 0 < aeR. Si (N, + N”, N”)e (PRSM), alors aN, + N”, N”)
¢ (PRSM).

On remarque ici que (N, + N”, N”) e (PRSB). Supposons que, pour
f,eeCiX) a Ifd{: = jgd& et deR, (N" +3taN)xf< N’'xg+d sur
supp(f). Soit 0 < Be R quelconque. On choisit i,e I tel que, pour I>51i
> i, quelconque, supp(IV, * /) Nsupp(V, * f xe,,) = ¢, |[NY «f — N« f| < B et
INY * 8 — N4 x g| < B sur supp(f), ou N’ = N” + b&. Alors, pour i = i,

(N + 2alNy) xfxe,, < N x g xe,, + d + 28 sur supp(f)Usupp(f xe,,),
et donc
N osf + §alNox fxe,, < N« g + d + 28 sur supp(f) Usupp(f *e.,) .

Comme Me (PSM) et M’ = M, il existe i;e I tel que, pour i =i, quel-
conque

M, «f+p=Mx«f sur X,
et donc

Nisf+ 5z Ny sf=N'sf+b[fds sur X,

car (M, N”)e (PRSB), et (M, N”) e (PTMS) (voir la proposition 1). Par
conséquent, on a

https://doi.org/10.1017/50027763000000349 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000000349

NOYAUX DE CONVOLUTION 83

FNY # f(x) + N7+ f(x)) + (N, = f(x) + Ny = fx e, (%))
SN xg(x) +d+ 48

sur supp(f)Usupp(f=*e,) (i = iy, = i,). D’aprées (N” + aN,, N”) e (PRSM),
on a

YN« f+ N« f) + 3aNo« f + Ny« fxe;)
<N/ xgx)+d+ 48 sur X.
En faisant x;, — 0 et ensuite 8} 0, on arrive a
Ny sf4+3aN,«f<N/xg +d sur X,

d’ou N” e (PSM).

Supposons ensuite que M ¢ S(N’). Comme (N, M) ¢ (PRSB), on choisit
€/, a))e SBy (e, w,). On remarque que SB, (e, 0,) forme un seul élément,
et donc ¢/ = ¢/, dans w, et (N x¢e/ + al/6)7_, est croissante. Posons

A=1im,_ ¢/ ety =1lim, ., (N"” x¢/ + a/§); alors 2 # 0, jdl <1, 7e S(V)
et

(3.13) M=7+N, 2.

Montrons que 7 = 7,,; Soient F, et F, deux compacts dans X vérifiant
F, C l'intérieur de F,. On choisit un entier n, > 1 tel que 0,, D F,. Soient
(hrnmr Yornn) € SBule, CFy N 0,) et (eleymr biens) € SBule, CF, N 0,) (= ny).
Alors, d’apres (N, M) e (PTMS) et M e (PSM), on a

M* Eé’Fg,n + bé;’Fg,nS é M* 52‘,F1,n+1 + b/C/Fl,n—HE dans X'
D’aprés (N, 9) e (PTMS), N” x ey, + bopnE T N” (n1 o) et (3.6), on a
77 * e;}ﬁ‘z,n + biﬂ,n& T ﬁ (n T OO) .

Donc, en faisant n—oo et F, 1 X, on arrive a < 5,,. D’autre part, pour
n=n, et fe CX) & jfds ~1,

(M % epyn + i)« f < pxf+  sup  Nyx2xf(y) sur X,

Y€ CF1+supp(f)

car N” e S(M), Me (PSM), et donc (M, ) € (PRMS). En faisant n—oo,
F, 1 X et f& — e(vaguement), on arrive & 7,, <7, dolt 7, =172 On voit
ainsi qu’il existe une résolvante sous-markovien (M,),., vérifiant lim, , M,
= N, 2 et que, pour tout xe X, » — y=*¢, est périodique & tout le point
du sous-groupe fermé I” engendré par supp(N,* 2). Comme (M, N”)e
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(PRSB), on a N” ¢ S(p), car, en choisissant (1}, ¢,) € SBy, v, ®,) et prenant
un point vaguement adhérent 1’ de (1) lorsque n—oco, on obtient que
lim,_..(p* 2, + c,§)eS(p) et N’ = Nyx2x A + lim,_., (p* 2, + ¢,£), d’ol
A= 0. On remarque ici que S(») € S(N”). Donc, pour x € X quelconque,
N — N” x ¢, est périodique a tout le point de I”. Si I” est compact,
alors on voit facilement que IV c I'. Si I” est non-compact, alors, de la
méme maniére que au début cette preuve, il existe une fonction additive
et continue + sur X telle que N — ¢ soit périodique & tout le point de
I, qui est en contradiction avec notre hypothese de (iii). On a ainsi
I'"CI'. Dapres M = lim;e; (N” % e_,, + b_, &) et (3.12), N, = 2 est périodique
a tout le point de I', et donc I = I'. Comme N, est un noyau de con-
volution de Hunt, il existe « ¢ R tel que 2 = a&,. On suppose Id&, =1,
et donc 0<a<1 Si a=1, alors, d’aprés ¢/ > 1 dés que v, DI et

jde;; —1, ona ¢ = 2w, D), e donc M= (I dN,,)s, N % &y 4 ok =
(I dN(,)SF + N” 4 ¢&, olt ce R. Supposons que o < 1. Alors

M = (adeo>§p +aN" + (1 — &) lim (N" . ( 51 — 2 ) _— 1 a;'s)
(44

n—roo —

et
lim (N” % (fl;,:j_) + - 1 _a;’{;> e ‘S(N”)-

Rvco — l—«

Posons

Nﬂ:aN"+(1—a)1im(N~*<€9’_2)+ 1 a:{&).

n—oo l1—« l—«o

Comme Me (PSM), on a (deo)gp 4+ N”" e (PSM), et donc N, + N ¢
(PSM). D’aprés le lemme 21, on voit que

. "o 2 1
N7 —lim (N7« (& =24 )
im % 1 + 1 ané

o0 — —

est proportionnel a & Par conséquent, on obtient que
M= (ochNo)f,- + N7+ ek,

ou0<a<1letceR Comme (N, M)ec(PRSB), on a a> (ozfdM,), et
donc a = aj dN,, d'ott N’ = M — c.
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On obtient ainsi que (1) = (2).

On montrera ensuite (2) = (1). Pour cela, il faut préparer les lemmes
suivants:

LEMME 25 (voir [10]). Soit H un espace hilbertien sur R; la norme
dans H est désignée par || .||z et le produit scalaire associé est désigné par
(-, Dy Soit a(-, -) une forme bilinéaire et continue sur H X H qui vérifie

a(u, u) = cllulf
pour tout ue H, ot c est une constante > 0. Alors, pour ensemble convexe

et fermé A + ¢ dans H et une forme linéaire et continue L sur H, il existe
u,c A et un seul tel que, pour ue A quelconque,

(3.14) a(uy, u—uy) = Lu —u,).

On désigne par L*E) I’espace hilbertien usuel des fonctions réelles
dont les carrés sont &-sommables. Pour une fonction &-sommable f dans
X & support compact, Nx (f&) est absolument continue par rapport a &.
Sa densité s’écrit aussi Nxf. On remarque que, pour fe L*&) & support
compact, (N g)* est localement &-sommable.

LEMME 26. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Supposons
que, pour g € Cx(X) quelconque, N g £(0) = 0. Soit 0 < fe L &) & support
compact, K un compact dans X a &(K) >0 et ¢ une constante > 0. Alors
il existe 0 < foxe L&) asupp (fo &) C K et a J focde = f fde et une con-

stante a;,. . € R telles que l'on ait:

(3.15) N*fc,K + fexc + Ajex = Nx«f + cf &p.p. sur K,

(816) Nxf.x + cfox + s ex = Nxf + ¢f &p.p. sur{xeX; f. x(x) > 0}.

Dans ce cas, (f. x, @;,..x) est uniquement déterminé. En particulier, si N ¢
(PSM), alors

Nifox + cfeox + ay0x S Nxf + cf &p.p. sur X

et Nxf,x + cfex + @05 croit &p.p. lorsque K croit.

Preuve. On remarque d’abord que, pour ge L*§) a support compact
et a j gdé =0, Nxgxg(0) = 0. On peut supposer que j fdé = 1. Posons
F = KUsupp (f¢) et

E={dg— 1)+ Ne(@— Nl 0= ge L9, | gds = 1, supp (€K,
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ou Nx(g — f)|r désigne la restreinte de Nx(g — f) sur F. Posons

H= {c(g _ (j gdS)f> + N« (g - (jgds)f)

L’application H 3 c(g — (f gdf) f) + Nx (g — (j gd&')f)}F — g e L¥¢) est in-

jective. On écrit

o= o (o)) - ()

Posons, pour u,, u, € H quelconques,

o= o (o ([

+ Lav s 0« (g ([eae)r) « (R - ([ rae)F)o

(g, uy) = j ug(h - (I hds)f)ds .

Alors (-, -) est un produit scalaire sur H et

8¢ L&), supp (g8) C K} .

et

a(ug’ ug) = (ug’ ug) = “ug”f‘l ’
ol |- ||z désigne la norme associée. Comme ’application
Hsu,—>ge L %)

est continue, H est un espace hilbertien par (-, -) et a(-, -) est une forme
bilinéaire et continue sur H X H, car, pour u,, u, € H quelconques,

[l = ([ )1 )| = ([1urac) ([ |2 — ([ pac) s as)”
< e+ [, Nl

Comme E est # ¢, convexe et fermé dans H, le lemme 25 montre qu'il
existe u, € E et un seul tel que, pour u, € E quelconque,

g, u, — Ug) = 0.

Donec, pour 0 < he L¢) a supp(hé) C K et a Ihdé = 1 quelconque,

[le=h+Neg—N«ph - iz z 0.
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Posons f,x = g et ;.. x = j(c(f— g) + N« f — N+« g)gde; alors on a

j(c(g — )+ Nwg—Nsfta,,Jhds=0,
et donc

Nsfox + fux + apex = Nof + of &p.p. sur K.

Comme

[©le—p+Neg—Nef+a.eds = alu u, —u) =0,
on a
Nxfox + fex + @0k = Nxf + ¢f &-p.p. sur {xe X; f, x(x) > 0}.
L’unicité de (f. «, @;,.x) est un résultat immédiat de celle de u, dans le
lemme 25. Comme, pour 0< f, 0<gel¥%) a support compact et &
j fde = f gd¢é quelconques,

j fox — GoxldE < %num —ug b < %a(u, U Uy — Uy

= ([ 1 = uetde) ([ 1f.e = goslde)”

et, pour 0 <be R quelconque, (bf). r = bf. «x, on obtient que, pour un
compact K, dans X quelconque, 'application L:(K))2f—f, » est continue
dans L*§), ou Li(K,) = {fe L(§); f= 0, supp (f§) C K.}.

Supposons ensuite que N e (PSM). On peut supposer que fe CiX).
Pour n = 1 quelconque, il existe un voisinage compact v, de l'origine tel
que |N — N({0})e|(v, — v,) < 1/n. Alors, pour ge L&) a supp(g) C v,

(N — N((0)e) g * 2(0) < —};j lgrds,

car |g * g(x)| < Jiglzdé sur X. Donc N({0}) = 0. On peut supposer que
¢+ N({0}) = 1. Posons ¢ = N — N({0})e. Soit w #+ ¢ un ouvert relative-
ment compact dans X vérifiant |¢|(@ — @) < 1 et soit (y, a,) € SBy...(f&; w).
Alors, d’apres la proposition 8, (1), on a g (0w) =0, car p, = fl.&+

I e, f(x)d&(x), ou (e;,a,) € SBy . (e, w) (voir la proposition 7, (3)). On remarque
Co

ici que, pour x € w, SBy . ..(e;, ®) = SBy ... (e, w). Posons ¢, =0 sur @ — @
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et g, = 0 dans C(@ — @). Alors (N + ce) * g, = o, % g, + ¢, sur @. Posons
u=Nxf+c —a)l,. On définit 'opérateur T: M(w) — M(w) par T,u =
G, * sy OU M(w) = {pe M(X); |n[(Co) = 0}. Alors, pour n =1 quelconque,

(8.17) po— (Tl = ug + 3 (— T ),

ou T =T, et (T,) = (T,)'-T, (k=2). Comme, pour yp<c Mw),
|(Ta)n/‘¢l§ (lo.an*l/ll (n: 1’ 27 ))

> (—T,)%(ué) converge vaguement et sa limite est absolument continue
par rapport a & Donc p, est absolument continue par rapport a &.
Posons p, = f.&; alors

(N+ce)*f, 4+ a, < (N +ce)xf &p.p. sur X
et

N+c)«f,+a,=IN+ce)«f &p.p. sur o.

Comme N (f — 1) » (F — FI(0) 2 0, on a fle L.

Soit w #+ ¢ un ouvert relativement compact dans X quelconque. Alors
1, est aussi absolument continue par rapport & & et sa densité est dans
L¥¢), car, pour un ouvert o’ # ¢ vérifiant o’ C o et |¢|(@ — @) <1 quel-
conque, /= p, dans o’ et p(dw) = 0.

Soit (w,);c; une famille filtrante d’ouverts relativement compact dans
X vérifiant (MNe; 0, = K et @, Co; (@ 2)). Soit (fi§, a)) € SBy...(f§, w).
Alors, pour i = j el quelconques,

j \fi — fipde < %(N + e # (ff — £« (Fl — FI)X0)

= %«N o) wfl 4 ay — (N + co) x f5 — a)) x (F — F5)(0)

I

“%((N‘f‘ ce)xfi + a;, — (N 4 co) = — a,) * f(0)

= L, urias — L@ —a) e

Cc

IA

L (frus = wpazye([1£750ae) " + Hlaw = el [ 10

c
(e [, am)(Jire = rypae) ([ 1770de) " + las — o[ fide.

IA
o
+
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Comme ’'on a, avec la fonction caractéristique X, de X,
[ & reoeras=| @+ eonfdz+a as
K K K
= [ @+ e s rifide + af_az
K

et NV x X est localement bornée, (a,);.; est bornée et donc (f});c; est bornée
dans L*). Alors on peut supposer que (f7);c; converge faiblement dans
L*(¢). Désignons par f’ sa limite faible. Alors on voit que (a,);.; converge.
Posons a = lim,., @;. Alors on a supp(f’é) C K,ff’d& =1, Nxf+cf +a
< (N+c)xfsur Xet Nuf +cf +a=(N-+ ce)«f sur K. Cela montre
que f'=f.x et a = a;,x Soient K, et K, deux compacts dans X vérifiant
&K) > 0et K, C K, et soit (v, ,):c; (B = 1, 2) une famille filtrante d’ouverts
relativement compacts dans X vérifiant (e, 0w = K, ot @, C o (@ 2 ).
Prenons (f7,;, @) €SBy...(f&, w.) (R =1,2;iel). On a alors fr,~>fex,
faiblement dans L*&) et a,,—a, . lorsque w.;| K, (k= 1,2). Comme
Pon peut supposer o, ; C @, 4, on a (N 4 ce) s f1; + @ < (N +ce) = fr: + a,.
&-p.p., et donc

(N _{_ CE) *fc,]{l + af.c,KI g (N + Ce) *fz'.l(z + af,c,Kg S'p'p' .
Le lemme 26 est ainsi démontré.

CoRrOLLAIRE 27. Soit Ne(PSM). Alors, pour 0 f, 0 gel¥ &) a
support compact et & Ifdé = jgdé >0etpour0<c,acR, (N+c)+f+a
< Nx g &p.p. sur {xe X; f(x) > 0} implique que la méme inégalité a lieu
&-p.p. sur X.

Preyve. Soit (K,);., une suite croissante de compacts dans X telle que
E(K) > 0 et &(K,)1é({xe X; f(x) > 0}). Soit 0 < h e L*&) & support compact.
D’apres Ne (PSM), la proposition 10 et le lemme 26, il existe A, e L*(&)

et b, c R telles que j hde = Ihd&, supp (B.8) C K,, (N + ¢s) % b, + b, <
(]\7 +c)xh &p.p. sur Xet (N +c)xh, + b, = (N + ce) + h &p.p. sur K,.
De la méme maniére que dans la deuxiéme partie du lemme 26, on a,
pour tous n>=m = 1,

1 = mpae < 1 [ @+ e e b+ b, — @+ o) by = b
C

et (b,);., et (h)):_, sont bornées dans R et dans L*¢). D’apres le lemme
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26, (h;)7-, converge fortement dans L*§), et donc (b,):., converge. Posons
k' = lim,_., &, (fortement) dans L*&) et b = lim,_.. b,. Alors Jh’d& = Ihd&,

K =0 &p.p. sur C{xe X; f(x) > 0}, (Nf +ce)xh +b< (]\7—{— ce) % h &-p.p.
sur X et (N 4 ce)* &/ + b= (N + c&) x h &-p.p. sur {xe X; f(x) > 0}. Soit w
un ouvert relativement compact dans X vérifiant w D supp (f€) — supp (g&)

et soit (¢, a”) € SBy, e v(e; ). Alors Nxg= (N +ce)xe’ g + a” Igd{-‘
&-p.p. dans un certain voisinage de supp (f&) et Nxg > (N + ce)x e’ x g
+ a” fgdé &p.p. sur X. Par conséquent,

f N« ghde > I ((N e s g+ a"j gds)hds
— [ @V + e« he” ) + a” [ gde [ na
=2 [(@+ e« + b « )as + o [ eds [ hag
= [+ e wowaz + b gds + o [ gde [ wae
= [V + e «f + b + b | fae
= @+ e« ' + bifde + a [ Wae
=f(z\7+ce)*hfds + ajhde
— [@ + e «7 + ahae.

Comme h est quelconque, on voit que Nxg = (N + ce)xf + a &p.p. sur
X, d’ou le corollaire 27.

LemMmE 28. Soit Ne (PSM). Alors pour que N soit pseudo-invariant,
il faut et il suffit que N satisfasse a (1) ou bien a (2).

(1) Il existe une fonction additive et continue ¢ sur X telle que le
sous-groupe formé par les périodes de N + ¢& soit non-compact.

(2) Pour toute la fonction additive et continue ¢ sur X, le sous-groupe
formé par les périodes de N + ¢f est compact et N est la forme

N = af, + NN,

ot I est un sous-groupe compact de X et ot a, est une constante > 0 vérifiant
aér + 7y, 2 (PSM) pour tout a,> a € R.
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Preuve. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons
que N ne vérifie pas (1). Soit I' le sous-groupe formé par les périodes
de N. Alors I' est compact. En discutant notre énoncé sur X/I" au lieu
de X, on peut supposer que I" = {0}. On montrera d’abord que 7y, # — .
Supposons que 7y,; = —oo. Soit (#,);.; une exhaustion d’ouvert de X.
Pour 0<peR, V,,c et N, sont mémes que dans les propositions 7 et 11.

D’apres la proposition 12, on a pdep = 1, et donc, pour fe C(X) quel-

conque, limn_,wJ. AV, ..c= _[ fdN,. Cela et (2.2) montrent que, pour fe
Cx(X) quelconque,

p(N*f)*Np+Np*f=N*f

Comme il existe deux familles filtrantes (u,);c; C Mi(X) et (a)ic; CR
telles que jdyi — 1, lime, g = 0 et N = limye; (N % g, + a.£), on a

(N+f)«(pN,) = N+f.

En utilisant la méthode au début de la preuve de (1) = (2) dans le théoréeme
1, on voit qu’il existe une fonction additive et continue ¢ sur X vérifiant
(N + ¢&) x e, = N + ¢f pour tout x € supp (IV,). Donc le sous-groupe fermé
I'" engendré par supp (XN,) est compact. Comme ¢ =0 sur I/, Nxe, = N
pour tout xel”, et donc pN,=c Comme (pV,..& @ pa, — o panis) €
SBy . /0P Vi onsits @), OO, @y ,,, est méme que dans la proposition 11, on
aV,,e=V,,.cdans o, et donc V,,e > N, dans w,. Par conséquent,
pV,.c=¢cdesquew,30. Comme (N + (1/p)e) x(pV,,..e) + @ ,0,& = Ndans
w,, on a N+ (1/p)e + a,,.,6 = N dans o, dés que 0,50, d’'oit une con-
tradiction. On voit ainsi que 7y; = —oo. Posons N’ = y,; et N,= N
— N’. Comme I" = {0}, N, =0 ou bien N, est un noyau de convolution
de Hunt dont le semi-groupe de convolution est sous-markovien (voir (1)
© (2) dans le théoreme 1). On peut supposer que N, = 0. D’aprés (1)
(2) dans le théoreme 1, N’ = N + ¢&, ou N” € M(X) vérifiant N” = N” x¢,
pour tout x e supp (V;) et ot ¢ est une fonction additive et continue sur
X. Soient (1;);c; € Mi(X) et (a,);e; C R les mémes que ci-dessus. Posons

b, =a;, — J¢dyi; alors lim;., (N, + N”) x p; + b:6) = N, + N’. Comme

Idﬂi =1 et, pour toute fe CiX), N,*f < SUbsesuppiry No * f(X), (Ny* fti)ier
est vaguement bornée, et donc on peut supposer que lim,., N, = y; existe.
Posons 7 = lim,.; N, * p; et soit (IV,),s, la résolvante vérifiant lim, , N, =
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N,. Comme, pour toute fe CHX ), (IV, % p; % f)ie; est uniformément bornée

et deN < 1, on a, pour p > 0 quelconque,
7% (PN,) = lim Ny g (pN,) = lim (N x i — N, % ) = 1.

Comme, pour toute fe Ci(X), 5 * f est bornée, le lemme 18 montre 7 = 7 * ¢,
pour tout x e supp(V,). Comme supp (N,) = supp (V) et

77+1im(N//*ﬂz+sz)=M+N,’ N0=N0*er
1€l

pour tout x e supp (V,), d’'olt N, = as, o 0 < a,e R. Montrons finalement
que, pour a,>acR quelconque, a&, -+ N’¢(PSM). Supposons que,
pour a < a,, aé; + N’ e (PSM). Comme lim,.;((a&; + N’) x 1, + a,&) = N,
(aé; + N’, N) e (PTMS), qui est en contradiction avec a&, + N’ e (PSB).
Ainsi on obtient que la condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante. Si N vérifie (1), alors il
existe une famille filtrante (x,);c; C X telle que lim,., x;, = § et N + ¢f =
(N + ¢&) x¢,,, et donc N = N x¢,, — ¢(x;)§. Cela montre que IV est pseudo-
invariant et 7y, = N. Supposons que N vérifie (2). On peut supposer
que I'=1{0}. Si a,=0, alors N = 7,, et donc N est pseudo-invariant.
Supposons que a, > 0. Dans (iii) de la preuve de (1) = (2) dans le théoreme
1, on a montré qu’il existe trois familles (x,);c; € X, (@");c; C R et (@P);c;
C R et a =0 vérifiant lim,.; (9y; * &,, + a{"&) = 5y, et lim,o; (Gys ¥ e o +
aP&) = a&r + 7y, et aép + v € (PSM). Comme (N, aé; + 7y,5) € (PTMS),
on a a,=a, et donc q, = a. Cela montre que N est pseudo-invariant
On obtient ainsi que la condition est suffisante.

Montrons (2) = (1) dans le théoréme 1.

(i) Supposons d’abord que supp (N,) est non-compact et ¢ < 0. On
voit facilement que N’e (PSM) implique N’ — aé,e (PSM), et donc on
peut supposer que a = 0. Il suffit encore de montrer Ne (PSM) dans le
cas ou ¢ = 0, car, pour fe C(X) quelconque, (¢) * f est une constante.
D’aprés la proposition 2, il suffit de montrer que, pour 0 < ce R quel-
conque, N + cee (PSM). Montrons d’abord que (IV + ce, N’) e (PTMS).
Pour cela, il suffit de montrer que (INV + ce, N) € (PRSB) (voir la proposi-
tion 1). Soit fe Cx(X) a deé =1 et  un ouvert relativement compact

# ¢ dans X. Posons K = @. Pour g e Cx(X) quelconque, on a NV, x g x g(0)
= 0, car, pour la résolvante (IV,),., vérifiant lim, N, = N; et 0 < p <g,
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1 v
N,+ = ¢)xgx*g(0)
q—p

o ip((Np n ,.(_]__1_;5> * g) . ((NP + ?1,;5) . éf) % (e — (@ — PDN)(0)

et (q — p)Jqu < 1. Done, d’apres la proposition 10 et le lemme 26, on
voit que, pour toute pe Mi(X) a fdp. =1, il existe f/, € L&) et a, € R tels
que ff;dé =1, supp (f}§) C K,
(N+c)sfl,+a,=(N+cd)sfxp &pp. sur K
et
(N+coxf,+a,=IN+ce)xfxp &p.p. sur {xe K; fi(x) > 0}.

On note f, =f. et a, = a,, (xeX). Comme lim,_ ., Nyxa, =0, ol ()5

&z

est le semi-groupe de convolution de N, on voit qu’il existe une famille
filtrante (x,);c; € I’ vérifiant lim,.;x;, =38 et lim;; Nyxe,, = 0. Alors
((N + ce) * f % ,,);c; converge uniformément vers N’ xf sur tout compact
lorsque x;, — 6. Comme, pour i, j€ I,

[172 = s < %(N + e« (fh — £1) % (Fo — FL)(O0)
- %«N b)) xfl + an — (N + c) % £, — a.)  (Fo — FL)(O)
< %«N b xfres, — (N + e wfre)x(Fl — FLO),

on a

Jire—fopds < S [ AN 4+ cosfes = N 4+ e f ol

et donc (f%,):c; converge fortement dans L*£). Comme
(N + ce) x [l % [20) + ao = (N + c2) + £ F1,00),,

on voit que (a;);.; converge aussi dans R. Posons f, = lim,, f,, dans L*(§)
et a, = lim,.;a,. Alors on a If/“ds =1, supp (f.¢) C K,

(3.18) (N+co)xf, +a,= N «f &p.p. sur K
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et
(N + co)  fL % F1(0) = Hm (N + c2) # £2, * f£,(0)
(3.19) iel 5 5
= herfl (N4 ce)xfre,, —a)«fr00) = (N «f — a,) = f0),
d’ou

(3.20)  (N+ce)xf,+ a,=N'«f &p.p. sur {xeX; fi(x) > 0}.
Donc

(N’ + ce) *f; + a, £ N'xf &p.p. sur {xea; fi(x) > 0}.
D’aprés le corollaire 27, on a
(3.21) (N' +ce)sf, +a, <N xf &p.p. sur X,

dou N'xfl, +a, <N xf &p.p. sur X. Posons u=N'xf— N'xf., — a,.
Alors u > pN, x u &p.p. sur X pour tout p > 0etcf, + Nyxf, < u &p.p.
sur {x e X; fi(x) > 0}. En utilisant le principe de domination pour ce + N,
onacf,+ Nyxf, <ué&p.p.sur X. On a ainsi ¢f), + Nxf, +a,=N'x*f
&p.p. sur K et ¢f,+ Nxf, +a, < N'«f &p.p. sur X. Ceux donnent
(N + ce, N') e (PRSB), d’ou (IV + ce, N’) e (PTMS). Supposons que, pour
f, g€ Cx(X) ajfdg =fgds et beR, (N+c)xf<(N+c)xg-+b sur
supp (f). D’aprés (INV + ce, N) e (PTMS), N« f < N’ x g + b sur X. Posons
v=N'xg+4+b— N'«f; alors v=pN,xv sur X pour tout p, et donc le
principe de domination pour N, + ce donne (N, + ce) * f < (N, + ce) x g + v
sur X, ot (N+ce)xf<(N+ce)xg+ bsur X. Ainsi N + cee (PSM),
d’ott Ne(PSM).

(ii) Supposons ensuite que a@ > 0. Alors supp(N,) est non-compact
et le semi-groupe de convolution de N, est markovien. De la méme facons
que dans (i), on peut supposer que ¢ = 0. D’aprés lim,_.. (V, + N, — a&p) «
f(x) = 0 pour toute fe Ci(X), on voit que I' est le sous-groupe fermé
engendré par supp (V). Soient (IV,),s, la résolvante vérifiant lim,., N,
= N, et a(N;) la constante obtenue dans le lemme 24. Alors a(lV,) = a.
Comme l’ensemble des noyaux de convolution réels vérifiant (PSM) est
vaguement fermé, on peut supposer que a(V,) > a. Posons a; = a(N,) — a.

Soient fe C(X) a J. fdtc=1,0<ceR et w +#¢ un ouvert relativement

compact dans X. D’apres lim,_, N, * (pN,) = 0 et lim,_, IN; * ( pr) = a(Ny)ér,
on peut choisir (1,),5, € M#(X) vérifiant
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di, =1, supp(,) C I' et lim N, x 2, = aé,.
p—0
D’apreés notre condition et le lemme 26, il existe f, e L*(§) et a,e R telles
que supp (f;%) C @, Jf;dé =1,

Nx«f,+cf,+a,=Nx2,xf &p.p. sur @
et
Nxf,+cfp+a,=Nx2,«f &p.p. sur {xea; fi(x) > 0}.

Comme N 2,xf converge uniformément vers N’ x«f + aé,*[f sur tout
compact lorsque p—0, on voit, de la méme maniére que dans (i), qu’il

existe f’ e L*(€) et o’ € R telles que supp (f'¢) C @, J fldé =1,

(3.22) Nxf' +cf +a =N x«f+aép+f &p.p. sur @
et
823) Nsxf +cf +a =N sf+ akpxf &p.p. sur {xea; f'(x) > 0}.

Comme N’ s f — N’ xf' + aép«f' — a’ = 0 &-p.p. sur {x e @; f'(x) >0}, on a

N sf— N xf +aérxf —a =0 &p.p.sur I' + {x e @; f'(x) > 0}. Posons

u(x) = sup{N’x f(x) — N’ x f'(x) + aér = f'(x) — @/, 0}; alors, pour yel

quelconque, u(x) = u(x + y) &-p.p. sur X, et donc u = pN, « u &p.p. sur X.

Comme (N, + ce) xf' < u &p.p. sur {xea; f'(x) > 0}, le principe de domi-

nation pour N, + ce donne (N, -+ ce) x f/ < u &-p.p. sur X, d’out
No+c)xf <N «f— N «f 4+ aépxf — a' &p.p.

(3.24) sur I' + {x e @; f'(x) > 0}.

Done, pour p > 0 quelconque,

(N, + c) 5 (DN« f' < N' s f — N’ s f' + agpx f' — o’ &p.p.
sur I' + {x e @; f'(x) > 0}.

En faisant p — 0, on arrive a

a(NJér s f" < N'sf — N« f' + aépxf" — & &p.p.
sur I' + {xea; f'(x) > 0},

d’ou

(N' + aE) s f < N'sf —a &p.p. sur ' + {xea; f(x) > 0}.
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Soit F un compact dans X vérifiant agjd{:rlp = 1; alors N’ = N’x(air|r),

et donc, d’aprés le corollaire 27,
(N"+ o) (a€rlep ) < N' xf — @ &p.p. sur X.

Ainsi N’ xf' 4+ & < N’ «f &p.p. sur X. D’aprés le principe de domination
pour N, + ce et (3.24), on voit que
(3.25) Nxf' +c¢f +a <N «f &p.p. sur X.

Cela donne (IV + c¢, N’) ¢ (PRSB), et donc (N + ce, N’) ¢ (PTMS). Comme
N e¢(PSM) et N —at;eSWIN'), on a (N',N’' — a&;) e (PTMS), dou
(N 4 ce, N — a&;) e (PTMS). Le reste de la preuve est la méme que
dans (i).

(iii) Supposons que I' est compact. On peut supposer que ¢ = 0 et
&, est normalisée. On montrera que Ne (PSM). Comme N’ est pseudo-
invariant, il existe deux familles filtrantes (¢.).e; C M*(X) et (@.)ier C R

telles que Idpei =1, lim;c; p; = 0 et lim,;; (V' % p; + ;&) = N’. On a encore
limye, (N # g1 + a,6) = N’. Soient fe Ci(X) & des ~1,0<ccRetw+g
un ouvert relativement compact dans X. De la méme maniére que dans

(if), il existe e L¥(&) et o’ € R telles que j f'de = 1, supp (f'&) C a,

(3.26) (N+co)sf'4+a =N xf &p.p, sur @
et
3.27) (N+ce)sf +a =N xf &p.p. sur {xe X; f'(x) > 0}.
Posons u =sup (N’ xf — N’ xf' +aérxf —a,0); alorsu=N"xf — N xf
4+ afrxf —ad &p.p. sur '+ {xea; f(x) >0} et, pour 0<peR, u=
(p -[ de)u = ux (pN,), ot (IV,),~, est la résolvante vérifiant lim, , N, = N,.
D’aprés le principe de domination pour N, 4+ ce, on a (N, + ce) ' < u
&-p.p. sur X, d’ou

Ny +ee)xf <N sf— N xf 4+ akp ' — o &p.p.

sur I' + {xe X; f'(x) > 0}.

Ainsi on obtient

(f d(N, + Ce))rf[- wf < N'sf— Nsf +aé #f —d Ep.p.
sur I' 4+ {x e X; f'(x) > 0}
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d’olt
(N'"+ce)«(f'«&) N xf —a &p.p. sur {xe X; f"« &(x) > 0}.
D’aprés le corollaire 27, on voit que la méme inégalité a lieu &-p.p. sur X.

Ainsi on a N'sxf— N'xf ' + ar+f' — a’ =0 &p.p. sur X. En utilisant
encore le principe de domination pour N, + ce, on voit que

(N+c)sf +a <N xf é&p.p. sur X.

Cela donne (N + cs, N') ¢ (PRSB), d’out (N + ce, N') ¢ (PTMS). Supposons
que, pour f, ge Cx(X) A jfdg - fgde et beR, (N+c)sf<(N+co)xg
4+ b sur supp(f). Alors N« f< N xg -+ b sur X. Comme N’ — aé,¢
S(N'), on a (N’ — a&p)xf < (N’ — aé;)x g + bsur X. En utilisant encore
le principe de domination pour N, on voit que (N +ce) xf < (N 4 ce)x g
+ b sur X, dou N + cee (PSM). Come c¢ est quelconque, on arrive a
Ne (PSM) (voir la proposition 1).

Ainsi on montre (2) © (1) dans le théoréme 1.

Montrons la partie finale du théoreme 1. Supposons que I’ est non-

compact. Si deo < oo, alors on peut supposer que ¢ = 0 et, pour une
famille filtrante (¢;);c; C MHX) vérifiant fdyi = 1 quelconque, lim,.; IV, *

¢, = 0 dés que lim;c; ¢, = 0. Donc 5y, = N’ 4+ ¢&. Supposons que JdNo
= oco. On peut supposer que ¢ = 0, car Juy.,e),s = Y5 + 9§ Soient (K,)r.,
une exhaustion de compacts de X et ¢, une mesure Ny-balayée de ¢ sur
CK,; c’est-a-dire, ¢, ¢ M*(X), supp () © CK,, N,x¢, < N, dans X et N, « ¢,
= N, dans CK,. Comme IdNo = oo et supp (IV,) 30, jds; =1 et supp(c})
C supp (&V,). Comme lim,_.. Ny*¢, =0, on a 5y, = N’ — a&,. Supposons
que I' est compact. D’aprés le lemme 28, on a 7, ,; # —oco. On peut
supposer que stp =1 8i, pour0 < beR, N — b&rc S(N'), alors 7y <
N’ — b&,, et donc g, < co. S’il existe une fonction additive et continue
4 sur X telle que toutes les périodes de N’ — & forme un sous-groupe
non-compact, alors on a ¢, = 0 et, de la méme maniére que dans le cas
ou I' est non-compact, on voit que 7,,; = N’ + ¢& Supposons que, pour
une fonction additive et continue sur X quelconque, {x € X; (IN/ — §) =
(N’ — &) x e,} est compact. Soit I” le sous-groupe des périodes de N’;
alors I” est compact et IV D I, Si N’ = 5y, alors gy = 0. Si N’ 19y, le
lemme 28 montre que I" = IV et N’ = a,é; + 9y, Donc il suffit de montrer
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que 7y, = Ny, Comme N’ est pseudo-invariant, on a N’ e S(IV), et donc
v < 7w On peut supposer que dea =1letp=0. Posons b=1-—-¢a
et M = be + N'. Alors b =0 et, pour deux compacts K, et K, dans X
vérifiant I'N(CK, + I') = ¢ et CK,+ T + I cCK, Oy,cxs * 61 = Nor,ox, * &r
et Vyory % Er L Nyocx, ¥ Er, car M x & = Nx &, et, pour xel quelconque,
N’ = N'x¢,. Donc ny;*& = gy ;% &. D’aprés la proposition 12, on a
Nnre = Nu,e d’out Nn,e = Nnr,se

Ainsi on acheve la preuve du théoréme 1. Dans (1.2), si a + 0, alors
d’aprés lim,_; (N, -+ N, — a&;) = f(x) = 0 pour toute fe Ci(X) et le lemme
24, I' est le sous-groupe fermé engendré par supp (IV,).

§4. Les noyaux de convolution de type logarithmique

Dans [7], nous avons discuté les noyaux de convolution réels Ne
(PSM) vérifiant 7, ;= —oo. Le premier but de ce paragraphe est de
donner un résultat définitif concernant N e (PSM) vérifiant 7, ; = — oco.
C’est le théoréme 2.

La proposition suivante est une solution affirmative du probleme 41
dans [7].

ProposiTioN 29. Soit (a,).,», un semi-groupe de convolution semi-
transient et récurrent sur X. Alors ., supp () = X. Si (a.).s, est mar-
kovien, alors X est engendré par un certain voisinage compact de l'origine.

Preuve. Evidemment X’ = (J,-, supp (a,) est un semi-groupe fermé s 0
dans X. Supposons X’ = X. Alors il existe x,e X tel que (X’ + {x,})2 0.
Soit V un voisinage ouvert de l'origine vérifiant (X’ + {x,)) N V = ¢ et soit

0 # fe CHX) a supp (f)c V. Alors, pour tout ¢ = 0, Ifdat x &, = 0. Comme
(It f fd(a, — o exo)ds) est bornée, on a r j fda,dt < co. Comme, pour
0 >0 0

tout x e X, (r f fdla, — a, x e_z)ds> est bornée, on a r I [+ e da,dt < oo,
0 ¢ 0

>0
et donc, pour toute g € Cx(X), J:o I gda,dt < oo, car on peut choisir une famille
finie (x)-; C X telle que supp(g) C {xe X; > ™, f*e,(x) > 0}. Mais c'est
en contradiction avec la récurrence de (x,);s,. Ainsi X = (U, supp («,).
Supposons que (@,).», est markovien. Soit v un voisinage compact de
Torigine et X, le sous-groupe ouvert et fermé de X engendré par v.
Posons «;,, = a,|x,; alors («;,);z, est un semi-groupe de convolution sous-
markovien. Evidemment («.),s, est transient si et seulement si, pour tout
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le voisinage compact v de Porigine, (@, ,).s, est transient. Par conséquent,
il existe un voisinage compact v, de l'origine tel que, pour tout >0,

J‘da,,vo =1, et donc «, = «,,, pour tout ¢ = 0. Comme X = (s, supp («,),
on a X = X,. La proposition 29 est ainsi démontre.

ProposiTion 30. Soit Ne(PSM). Alors ny; = —oco et N est non-
périodique si et seulement s’il existe un semi-groupe de convolution (a).s,

markovien, récurrent et semi-transient tel que, pour 0 < te R et pe MyX)
quelconques,

“4.1) (N*y)*oct—l—jtozs*yds:N*y.
0

Dans ce cas, ()5, est uniquement déterminé.

Preuve. Montrons d’abord 'unicité de («,),,. Soient («,);», et (@}).so

deux semi-groupes de convolution démandés. Pour 0 < p € R quelconque,

on pose N, =J o, exp (—pt)dt et N, =j a, exp (—pt)dt. Comme N, =
0 0

P

oo t o0 t
pj‘ exp(—pt)dtj. ads et N, = pj exp(—pt)dtj a,ds, on a, d’apres (4.1),
0 0 0 0

Nxp=pN%p) s« N, + N,xp = p(INxp)« N, + N,
et donc

P(P(N % p1) « Ny + Nps p) « N, + N, % pt
= p(p(N ) « N, + N, % p) « Nj, + N x pt,

d’oit N, pu = N,+p Comme p et pe Mg(X) sont quelconques et IdN,,
< oo, l'injectivité de la transformation de Laplace donne «, = «] (¢t = 0),
d’olt l'unicité de (,);x-

Montrons la partie de “seulement si”. Soit (IV,),., la résolvante
obtenue dans la proposition 11. D’aprés la proposition 12, (IV,),., n’est
pas transient, et donc pdep =1 (p>0). Soit peMyX) quelconque.
Comme N x ¢ est bornée, c’est-a-dire, pour fe Cx(X) quelconque, (IV* )’ f
est bornée sur X (voir la remarque 3 dans [7]), on a, pour tout 0 < pe R,

Limp(N * p) % V.6 = D(N* 1) x« N, ,

ou V,,.c est le méme que dans la proposition 12. D’apres (2.2), on a

4.2) P(INxp)x N, + N,xp=N=xp.
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Montrons que N, est non-périodique. Supposons qu’il existe 0 = xe X
tel que N, = N, x¢,. Alors x est un élément compact de X, d’apres la
proposition 15. D’apres (4.1) pour g =¢ —¢,, Nx (e —¢,) = (N* (¢ — ¢,)) x &,
Pour fe C(X) quelconque, on pose ¢, (x) = fde x (¢ —¢,). Alors, pour
tout l'entier n > 1, ¢, (nx) = np,(x). Comme (p,(nx));., est bornée, on a
o(x) =0, et donc N= Nxe, Cela est en contradiction avec la non-
périodicité de N. Ainsi N, est non-périodique, et la proposition 15 montre
qu’il existe un semi-groupe de convolution («,),s, markovien et récurrent

tel que N, = r a, exp (—pt)dt (p > 0). Donc, pour 0 < p e R quelconque,
0

t 13
DN x p) = '[ a, exp (—ps)ds -+ j @, x p exp (—ps)ds
0 0
= (Nx% p) (e — exp (—pda,) .
En faisant p |0, on arrive & (4.1). En méme temps, on obtient que
13
(f o, * /,zds) est vaguement bornée. Ainsi la partie de “‘seulement si”
0 t>0

est démontrée.

Montrons la partie de “si”. Soit (IV,),., la résolvante définie par
(a);s- De la méme maniére que dans la preuve de l'unicité de (a.);z,
on a, pour g€ Mz(X) quelconque, (4.2). Alors (4.2) montre que, pour
preMuX) et xeX vérifiant p +# pxe, quelconques, N pu = Nx p*e,.
Cela signifie que N est non-périodique. Pour que 7y, = —oo, il suffit
que (IV,),s, soit la résolvante obtenue dans la proposition 11 (voir aussi
la proposition 12). Soient (0,);., et V.. les mémes que dans les proposi-
tions 11 et 12. Posons (IV}),., la résolvante obtenue dans la proposition

11. D’aprés (2.2) et (4.2), on a, pour e MxX) et 0 <pe R quelconques,

Nxp=lmp(p(N*p)x V,,e+ Npxp)« N, + N, % p

On

= limp(p(N*/l)*Np + Np*/")* Vp,wne +N;*#’

car (p(N*p) x V, .
N, % p. Comme Jde =1/p et JdN; < 1/p,on a N, = N}, et donc (IV,),>

est la résolvante obtenue dans la proposition 11. La démonstration de

e + Nj, x p)7., est uniformément bornée. Donc N, x 1 =

la proposition 30 est ainsi compléte. Soit (IV,),-, la méme que ci-dessus.
D’aprés (4.2), on voit que, pour pge Mg(X) quelconque, (IV, * z),5, est
aussi vaguement bornée, car N x px f est bornée pour tout fe Cx(X).

De la méme manieére que dans la proposition 30, on obtient la pro-
position suivante:
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ProrosiTioN 31. Soient Ne(PSM) et I' le sous-groupe des périodes
de N. Alors, pour que 75y, = —oco, il faut et il suffit que I' soit compact
et qu’tl existe un semi-groupe de convolution (a,),», markovien, récurrent et
semi-transient sur X/I" tel que, pour pe Mx(X/I") et 0 <te R quelconques,

N*y—(ﬁ*y)*atzras*‘uds,
0

oit N est la projection canonique de N sur X/I.

En effet, on voit, de la méme maniére, que la condition est suffisante.
On donne une remarque concernant linverse. Soit (N,),-, la résolvante
obtenue dans la proposition 11. Alors il suffit de montrer que I” = le sous-
groupe [’ des périodes de N, (p > 0). D’apres (2.2) et la proposition 12,
on voit que, pour pge Mi(X) quelconque, (4.2) a lieu. D’aprés (4.2), on
al’CI” et, pour xel” et pe MxX) quelconques, (IN* p) xe, = Nx p.
Comme I” est compact, on a [’ =1 (voir le début de la preuve du
théoréme 1).

Pour un noyau de convolution réel N sur X, on désigne par N e (PPM)

si, pour f, ge CxX) a ffdé = jgdé et ae R quelconques, Nxf < Nxg

+ a sur supp (f) implique a = 0. Cela est équivalent & (IV, 0) e (PTMS).
D’aprés la proposition 30, (4.2), le corollaire 45 et la proposition 46
dans [7], on obtient la proposition suivante:

PropositioN 32. Soit N e (PSM) et supposons que 9y ; = — oo et N est
non-périodique. On désigne par (a,),s, le semi-groupe de convolution obtenue
dans la proposition 30 et par (N,),., la résolvante définie par (@),
Soient x,e X. f,e Cu(X) a f f,dé = 1 et a,, une valeur adhérente de

(I [N % ey — <)) at) (resp. (I £ 5 (e0y — €)) 5 ( pr)) )

t>0 >0

lorsuque t — oo (resp. p — 0). Alors il existe une suite (t,)y-, (resp. (p.)i_))
des nombres positifs et une fonction additive et continue ¢ sur X telles que
lim,_. t, = oo (resp. lim,_., p, = 0),

lim [ £,d(V # (esy — ©) 5 s, (resp. lim [ £,d(V % (eay — &) % (p,,an)> = a.,,

n—oo n—oo
pour xe X quelconque,

Im Nx(e, —¢) xa,, (resp. im N x (e, — ¢) x (p,N,,))

n—oo n—oo
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existe dans M(X) et
lim Nx (e, —¢) xa;, (resp. im N« (¢, — ¢) x (p,IN,,) = o(x)&.

n—co n—rco

Dans ce cas, N — ¢f € (PSM) et N — ¢& ¢ (PPM).

Un noyau de convolution réel N sur X s’appelle un noyau de con-
volution de type logarithmique, si, pour pxe Mx(X) quelconque, N x p est
de la forme

t
4.3) Nxp=1m| « xpds,
t—oo JO

ol (a,),z, est un semi-groupe de convolution markovien, récurrent et semi-
transient sur X (voir [7]). Dans ce cas, (@,);s, est uniquement déterminé
(voir la proposition 33 dans [7]) et s’appelle la semi-groupe de convolution
de N.

Pour montrer le théoréme 2, on utilisera encore les deux lemmes
suivants:

LeEMME 33 (voir le théoréme 2 dans [5]). Soient N, + 0 et N, deux noyaux
de convolution positifs sur X. Alors N, < N, et N, N, sont équivalents.

On désigne par N, < N, (resp. N,—N,) si, pour f, ge CHX) quel-
conques, N, xf < N, x g (resp. Nyxf < N,xg) sur Xdésque N,xf < N,x g
(resp. N, f < N, x g) sur supp (f).

On voit facilement que N, < N, (resp. N, = N,) donne P’implication
suivante:

Pour f, ge C*(X) vérifiant N, = f, N, x ge C*(X) quelconques,

N, xf < N,xg (resp. N, f < N, xg) sur supp (f)
S N xf < N, g (resp. N,xf < N, g) sur X.

LemMe 34. Soient N un noyau de convolution réel sur X et ¢, ¢, deux
fonctions additives et continues sur X. Si (N + ¢,&, N + ¢.£) e (PTMS),
alors ¢, = ¢, et Ne(PSM).

Preuve. Supposons que ¢, # ¢,. Soit 0 # fe Cx(X) vérifiant supp (f)
C{xeX; px) < px)}. Alors supp (Hc {x e X; ¢(x) > ¢(x)}. Posons
a = min {(N + ¢,&) * f(x) — (N + 0.&) % f(x); x e supp (f)}. Alors (N + ¢,&) = f
< (N+ ¢ +f — a sur supp(f), et donc (N+ 08 +f< N+ oD +f—a
sur X. Mais cela est une contradiction, car
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(08) + () = o/ [fde — [e,fds (=12,

Donc ¢, = ¢,, et donc N + ¢&e(PSM), dou Ne(PSM). Le lemme 34
est ainsi démontré.

Montrons le théoréme 2. D’apreés la proposition 30, on voit que (2) =
(1). Donc on montrera seulement (1) = (2). Soient (e,).», le semi-groupe
de convolution markovien, récurrent et semi-transient obtenu dans la
proposition 30 et (IV,),., la résolvante définie par (a,).s. Soient x,¢ X,

fo € Cx(X) vérifiant Ifodf =1, a,, une valeur adhérente de

(j FAN * (6 — &) # 0(6)

t>0

lorsque ¢ — oo et b,, une valeur adhérente de

([ @V« e = ) = (0N

p>0

lorsque p — 0 quelconques. D’apres la proposition 32, on peut choisir
deux suites (¢,)7_;, (p,):.; des nombres positifs et deux fonctions additives
et continues ¢,, ¢, sur X telles que

lim¢, — oo, limp, = 0, 1imj Fid(N % (eay — ©) % @, = @y,

T —>00 n—oo

Lim | fod(N s (e, — ) * (PudV,,) = b,

N->00

et, pour x e X quelconque,

Hm (N (e; — o) @, = @(0)F, Lm (Vs (e — ¢)) + (V) = (05

n—c0

Posons N, = N 4 ¢,§ et N, = N + ¢,5&. D’aprés la proposition 30, on a,
pour x e X quelconque,

Nyx(e, —€) = Nx(e, — &) + (&) * (e, — ¢)
=Nx(,—¢) —o(x)f =Nx(e, —e) —lim(Nx* (e, — ¢) xa,,

n—oo

tn
= lim| a, (e, — e)dt,

n—00 0

et done, pour xe M(X) quelcongue,

n—o0

(4.4) N, % p = lim L o, % pdt
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car Ny x p = JN, x (e, — e)dp(x). En utilisant (4.2) au lieu de (4.1), on

obtient aussi que, pour pe Mz(X) quelconque,

(4.5) Nyxp=DImN, xpu.

n—oco

Montrons que (N, N,) € (PTMS). Pour cela, il suffit de montrer que, pour
f g heCiX) a f fde = jgdg _ j hde = 1 et a € R quelconques, I'implica-
tion suivante (4.6) a lieu:

Ny« (f+h) < N,x(gxh) + a sur supp (f = h)

(4.6) SN« (fxh) < N,x(gxh) + a sur X.

D’apres (4.4),

<J0a < (g — f) * hdt)

converge uniformément vers N, (g — f)xh sur tout compact. Donc,
pour b > 0 quelconque, il existe un entier n, > 1 tel que, pour n = n,

o
n=1

quelconque,
Icnal*(f——g)*hdt < a-+ b sur supp(f=h).
0

tn tn
Pour n = 1 quelconque, limmmj exp (—p ta,dt = I a,dt, et donc il existe
0 0

un entier m, = 1 tel que, pour m = m, quelconque,

tn
[ — exp (—ptha (F — ) h < b sur supp (fx 1),
0
Done, pour n = n, et m = m, quelconque,

N]’m * (5 - exp (——pmtn)atn) *® (f* h)
< N,, (s — exp (—put)a.,) = (g x k) + a + 2b sur supp (f« h),
car N, x (¢ — exp (—pnl)a,) = Jﬁn exp (—pnt)a,dt. D’aprés le principe de
0

domination pour N, , N, x (¢ — exp(—p,t.)a,) <N,. Dapres le lemme

33, on a
depm
N, «(fxh) <N, x(gxh)+ (a + 2b)
Jdem * (&€ — exp (_‘pmtn)atn)
=N, #(geh)+. T2 ¥,

1 — exp (—Puts)
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car, en posant
o= [N, 5 6 = exp (= putda), Ny.x = exp(—patde)  (Lo1) = 1,
[44

ol 1 signifie aussi la fonction constante 1 sur X. En faisant m — oo et
ensuite n — oo, on voit, d’apres (4.5),

Nys (fxh) S N,x(g+h) +a -+ 2b sur X.
En faisant b | 0, on arrive a (4.6), d’ou (V,, IV,) € (PTMS). D’apres le lemme
34, on a ¢, = ¢, d'olt a,, = b,,. Comme f, est quelconque,

lim (N * (e,, — ¢)) ¥ @, et lim (N(e,, — &) * (pN,)

t—oo

existent dans M(X) et
lim (V * (e,, — ¢€)) * @, = lim (N % (5,, — ¢)) * (PN,) .
t—oo p—0

Comme x, est quelconque, il existe une fonction additive et continue ¢
sur X telle que, pour x ¢ X quelconque.

Hm (N % (e, — ) * a, = @(x)& .

t—oo

D’aprés (4.1), lim,_., I o, % (e, — )ds existe dans M(X) et
0
Nx(eo — ¢) — o(x)E = nmf o, % (e, — €)ds .
t—oo 0

¢

Par conséquent, pour e Mz(X) quelconque, lim,fmj a, * pds existe dans
0

M(X) et

(N + &) % = lim | @, % pds
t—oo 0

(voir (4.4)). Posons N, = N + ¢&; alors N, est de type logarithmique et
N = N, — ¢¢. La démonstration du théoréme 2 est ainsi compléte.

D’aprés le théoréme 2 et les propositions 15 et 31, on obtient le
corollaire suivant:

CorOLLAIRE 35. Soient N un noyau de convolution réel sur X et I' le
sous-groupe des périodes de N. Alors il ¥ a une équivalence entre:
(1) Ne(PSM) et ny,;

= —o00,
(2) I est compact et N = N, + ¢, ot N est la projection canonique de
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N sur X|I', N, est un noyau de convolution de type logarithmique sur X|I’
et ol ¢ est une fonction additive et continue sur X|I.

On se propose de déterminer les groupes abélien localement compacts
sur lesquels les noyaux de convolution de type logarithmiques. C’est le
théoréme 4.

De la méme maniére que dans la remarque 59 dans [7], on obtiendra
la proposition suivante:

ProrositioNn 36. Soient X un groupe abélien localement compact et
dénombrable a Uinfini et K un groupe abélien compact. S’il existe de noyaux
de convolution de type logarithmique sur X, alors il existe de noyaux de
convolution de type logarithmique sur X X K.

D’aprés le théoreme 57, la remarque 59 dans [7] et les propositions 29,
36, on voit que le théoreme 4 existe.

§5. Le semi-balayage sur tout ouvert

Dans [8], nous avons discuté Ne(PSB,), € (PPM). Dans ce para-
graphe, nous donnerons une caractérisation de N ¢ (PSB,). Dans la théorie
du potentiel par rapport aux noyaux de convolution réels, (PSB,) est un
des principes plus importants.

Proposition 37. Soit Ne(PSB,). Alors ny,; = —oo ou bien il existe
une fonction additive et continue ¢ sur X telle que le sous-groupe des
périodes de N — ¢& soit non-compact.

Preuve. Supposons que 7y,;# —oco. Alors il suffit de montrer que
N = 3y, En effet, supposons que N = 7, ,. Alors, pour un ouvert o dans
X dont le complément est compact et (¢, a,) € SBy(e, ) quelconques,
N=N=xe,+ at, car N> N=xe, + a,£ =7y, Donc, pour x e X quelconque,
Nx(e,—e)=Nx(e—e,) xe,. Comme, pour fe C%(X) quelconque, N x (e, — ¢)
x [ est bornée, le lemme 18 montre que le sous-groupe des de Nx(c — ¢,)
contient supp (¢,). Comme o est quelconque, il existe un sous-groupe I’
fermé et non-compact de X qui est contenu dans le sous-groupe des périodes
de Nx (e — ¢,) pour tout xe X. De la méme maniére qu’au début de la
preuve de (1) = (2) du théoreme 1, il existe une fonction additive et con-
tinue ¢ sur X telle que le sous-groupe des périodes de N — ¢¢ soit DI

Montrons que N = 5y, Posons N, = N — yy; et N” = 5, Supposons
que N, # 0. Alors, pour une fonction additive et continue + sur X
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quelconque, le sous-groupe des périodes de N — & est compact. Soit I”,
le sous-groupe des périodes de N. En considérant la projection canonique
de N sur X/I',, on peut supposer que N est non-périodique. D’apres le
théoréme 1, N, est un noyau de convolution de Hunt dont le semi-groupe
de convolution est sous-markovien. Soient o un ouvert dans X dont le
complément est compact et (¢, a,) € SBy(e, w). Comme (N, N”)e (PTMS)
et N— Nx¢e, — a,fec M#X), on voit que N = N” x ¢/, 4 a,£. Donc ¢, est
une Nymesure balayée de ¢ sur o. Commefde; =1 on a JdNo = oo, et

donc le semi-groupe de convolution (,),s, de NV, est markovien.
Soit I' le sous-groupe fermé engendré par supp(V,). Montrons que,
pour tout 'ouvert o #= ¢ dans X tel que, pour toute la mesure N,-balayée

& de ¢ sur o, f de” < 1, tout (<), a,) € SBy(e, w) vérifie

5.1) Nyxe, = Ny + &rxv dans o et supp (& xv) DI

avec ve M*(X). Comme (N, N")e(PTMS), on a N"x¢ + a,6 < N”.
D’apreés le théoréme 1, on a, pour x ¢ I' quelconque, (N — N” x &, — a,£) x ¢,
= N"—~N"xe —a,t, et donec, avecve M*(X), N/ — N" x ¢, — a,& = & xv.
Supposons que supp (&, xv) . Alors supp(Erxv)NI'=¢. Si N'¢
(PSM), alors N” < N” x ¢/, + a,& (voir la proposition 3), d’ott N” % ¢, + a,&
= N”. Alors ¢, est une mesure N,-balayée de ¢ sur w. Mais cela est en
contradiction avec notre hypothése. Donc N” ¢ (PSM). Alors on peut
écrire N = N, — a&é; + N’ + ¢f comme dans (1.2), ol a == 0 (voir la fin de
la preuve du théoréme 1). D’apres le lemme 24 et a(IV;) = a, N’ + ¢& € S(N),
et donc (V' + ¢&) x ¢, + a8 < N’ + ¢f. Comme supp (N” — N” x &, — a,8)
NI'=¢ et N” + N’ + ¢& — afy, on a afp<, = aér. Comme fdegz 1,
on voit que supp(e)) C I, d’out &, = &, ¢, et N xe, = N’. Cela donne
N" xé 4+ a,f = N, et donc &, est aussi une mesure Ny-balayée de ¢ sur o,
d’olt une contradiction. Ainsi (5.1) existe. On remarque ici que supp (¢/)
ca@NIl. De la méme maniere que dans [8] (voir la preuve de la proposi-
tion 26), cela est en contradiction avec le lemme suivant connu:

LEMME 38 (voir la proposition 18 dans [8]). Soit N, un noyau de
convolution de Hunt sur X dont le semi-groupe de convolution est sous-
markovien et supposons que le sous-groupe engendré par supp (N,) est égal
a X. Alors il existe un ouvert o dans X et un voisinage compact v de
Porigine tels que:

(1) Pour une mesure Ngbalayée ¢!, de ¢ sur o+ v quelconque,
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fde;’w <L
2 supp{ di; Ae Mi(X); supp(A) Cow, Nyx1 < &} = oo,

Le théoréme 2 et la proposition 37 donnent (1) du théoréme 3, car la
non-périodicité de IN — IN x ¢, montre que, pour toute la fonction additive
et continue ¢ sur X, N — ¢f est non-périodique.

Comme un noyau de convolution de type logarithmique est e (PSB,)
(voir [8]), on voit facilement la remarque suivante:

Remarque 39. Soient N un noyau de convolution de type logarithmique
et ¢ une fonction additive et continue sur X. Si pour ge Mi(X) et un
ouvert w #= ¢ dans X quelconques, il existe (y, a,) e SBy(y, w) tel que
(0€) * ¢, ait un sens, alors N + ¢& e (PSB,).

Cela donne (2) du théoréme 3. Par conséquent, on obtient la proposi-
tion suivante:

ProrosiTioN 40. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors
il ¥ a une équivalence entre:

(1) Il existe une fonction additive et continue ¢, sur X telle que
N + ¢,& soit un noyau de convolution de type logarithmique.

(2) Pour toute la fonction additive et continue ¢ sur X, N + ¢& soit
non-périodique et il existe une fonction additive et continue ¢, sur X telle
que N + ¢.& € (PSB,).

Dans le cas ol X = R, il existe Ne(PSB,) vérifiant la condition
dans (1) du théoréme 3 qui n’est pas de noyau de convolution de type
logarithmique; par exemple, N = (—|x| + ax)dx, ol ae R et dx désigne
la mesure de Lebesgue. Dans le cas ot X = R? il fait question si N est
un noyau de convolution de type logarithmique dés que N vérifie la
condition dans (1) du théoréeme 3.

BIBLIOGRAPHIE

[1] C. Berg et G. Forst, Potential theory on locally compact abeliean groups, Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg-Newyork, 1975.

[2] G. Choquet et J. Deny, Sur ’équation de convolution g = pxe, C. R. Acad., Sci.
Paris, 250 (1960), 799-801.

[31] J. Deny, Noyaux de convolution de Hunt et noyaux associés & une famille fonda-
mentale, Ann. Inst. Fourier, 12 (1962), 643-667.

[ 41 M. Itd, Caractérisation du principe de domination pour les noyaux de convolution
non-bornés, Nagoya Math. J., 57 (1975), 167-197.

https://doi.org/10.1017/50027763000000349 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000000349

NOYAUX DE CONVOLUTION 109

[ 5] ——, Sur le principe de domination relatif, le balayage et les noyaux condition-
nellement sous-médians, J. Math. pures appl.,, 57 (1978), 423-451.

, Positive eigen elements for an infinitesimal generator of a diffusion semi-

group and their integral representations, Proceeding Potential theory, Copenhagen

1979, Lecture Note in Math., 787 (1979), 163-183, Springer-Verlag.

, Une caractérisation des noyaux de convolution réels de type logarithmique,
Nagoya Math. J., 97 (1985), 1-49.

[8] M. Ité et N. Suzuki, The semi-balayability of real convolution kernels, Nagoya
Math, J., 99 (1985), 89-110.

[9]1 R. R. Phelps, Lectures on Choquet’s theorem, Van Nostrand Math. Studies #7,
Princeton, 1965.

[10] G. Stanpacchia, Formes bilinéaires coercitives sur les ensembles convexes, C. R.
Acad. Sci. Paris, 258 (1964), 4413-4416.

, Le probléme de Dirichlet pour les équation elliptiques du second ordre a
coefficients discontinus, Ann. Inst. Fourier, 15 (1965), 189-256.

[12] A. Weil, L’intégration dans les groupes topologiques et ses applications, Hermann,
Paris, 1965.

[6]

[71

[11]

Département de Mathématiques
Faculté des Sciences

Université de Nagoya

Nagoya 46

Japon

https://doi.org/10.1017/50027763000000349 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000000349



