UBER DAS VERHALTEN DER ANALYTISCHEN
ABBILDUNGEN RIEMANNSCHER FLACHEN
AUF DEM IDEALEN RAND VON MARTIN

C. CONSTANTINESCU und A. CORNEA

Es sei f eine meromorphe nichtkonstante Funktion im Kreise |z| < 1.
Die Theorie des Verhaltens von f auf dem Rande des Kreises wird von zwei
bekannten Sidtzen beherrscht: der Satz von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-
Nevanlinna, auf Grund dessen eine Menge aus |z] =1, fiir die die Winkelgrenzwerte
von f in einer Menge der Kapazitit Null liegen, vom Lebesgueschen Masse Null
ist und der Satz von Fatou-Nevanlinna, welcher besagt, dass, falls die Funktion f
beschrdnktartig ist, dann hat sie fast iiberall auf |z| =1 Winkelgrenzwerte.
In vorliegender Arbeit werden diese zwei Sitze auf folgende Weise verallge-
meinert. An Stelle des Kreises |z| <1 betrachten wir eine beliebige Riemann-
sche Fliche R mit Greenscher Funktion, und an Stelle der meromorphen
Funktion f nehmen wir eine nichtkonstante analytische Abbildung von R in
einer Riemannschen Fliche R'(R' offen oder kompakt, mit oder ohne Greenscher
Funktion). Es sei 4, bzw. 4/, der ideale Rand von R, bzw. R', im Sinne von
Martin" [11]; wir werden im Abschnitt IV eine Teilmenge §(f) der Menge
4 und eine Abbildung f von F(f) in R'U 4 definieren. Die Verallgemeinerung
des Satzes von Fatou-Nevanlinna besteht in der Behauptung, dass, falls f eine
Lindeléfsche Abbildung ist [6], so ist 4 —§(f) von harmonischen Masse Null
und die des Satzes von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna darin, dass,
wenn 7 (A) eine polare Menge auf R'U 4’ ist?, so ist die Menge A CF(f) vom
harmonischen Masse Null. Ist R der Kreis |z] <1 und R die Riemannsche
Kugel |w|< o, so fallen, wie bekannt ist, die Begriffe “beschrinktartige

Funktion” und “Lindeléfsche Abbildung” zusammen; die polaren Mengen auf
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) Hat R’ keine Greensche Funktion, so definieren wir 4’ in Bezug auf R'—G’, wo G’
eine Kreisscheibe auf R’ ist; der so erhaltene ideale Rand hingt von G’ nicht ab. Ist
R’ kompakt, so ist 4’ leer.

2) Eine polare Menge auf R’ U 4’ ist eine Menge der Kapazitit Null auf R’ und vom

harmonischen Masse Null auf 4'.
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2 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

R’ sind gerade die Mengen der Kapazitit Null und 4 ist die Menge |z| = 1.
Es sei §*(f) die Menge der Punkte ¢, fiir die f einen Winkelgrenzwert

besitzt und
) = lim 7(z) (@ g f)).

z->%e’

Da wir beweisen werden, dass, bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse
Null, F* () CF(f) ist und f mit f* fast iiberall auf F*(f)NF(f) gleich sind,
so folgt sofort aus der hier angegebener Verallgemeinerung der Satz von Riesz-
Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna. Ist f beschrinktartig (und sogar in
allgemeineren Fillen), so wird sich ergeben, dass §(f) und §*(f), bis auf eine
Menge vom Lebesgueschen Masse Null, gleich sind. Das erlaubt uns aus der
allgemeineren Behauptung, dass 4 — () vom harmonischen Masse Null ist, den
klassischen Satz von Fatou-Nevanlinna zu folgern.

Es sei jetzt | f(z)| <1in |z]| <1, f(0) =0, A eine Borelsche Menge aus
F*(f) und f*(A) eine Menge auf |w| =1. Nach dem Lemma von Lowner
[16] ist das Mass von f*(A) nicht kleiner als das der Menge A. Auch dieser
Satz findet eine Verallgemeinerung mittels der oben eingefiihrten Begriffe.

Die ersten zwei Sidtze finden einige Anwendungen in der Theorie der
Klassifikation der Riemannschen Flichen.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit sind in einer Note [2] publiziert
worden.

In den ersten zwei Anschnitten fithren wir zwei Operatore Ef und Iy ein,
die mit der Abbildung f verkniipft sind; falls R eine Teilmenge von R' und
f die identische Abbildung von R in R' ist, so fallen die Operatore Ef und I
mit den Extremisierungs-und Inextremisierungsoperatoren zusammen [9],
[56], [1]. Da diese Operatore auch ein selbstindiges Interesse aufweisen, haben
wir ihre Theorie etwas mehr entwickelt, als das fiir den Beweis der obener-
wihnten Sitze unbedingt notwendig war. In III untersuchen wir den Zusam-
menhang zwischen diesen Operatoren und den idealen Rand von Martin. Im
Abschnitt IV beweisen wir die Fundamentalsitze und in V zeigen wir, wie die
klassischen Sidtze aus ihnen abgeleitet werden konnen. Die letzten Abschnitte
sind einigen Anwendungen gewidmet.

I. Der Operator Ef

Wir werden folgende Tatsachen und Bezeichnungen benutzen. Es sei G
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eine offene Menge auf einer nicht umbedingt zusammenhingenden Riemann-
schen Fliche R derart, dass jede Komponente von G eine Greensche Funktion
besitzt, und ¢ eine “Randfunktion” von G, d.h. eine reelle Funktion auf dem
relativen Rande von G(wobei die Werte + o nicht ausgeschlossen sind). Wir
bezeichnen mit H¢ die normierte Losung des Dirichletschen Problems auf G
mit ¢ als Randfunktion (falls diese existiert) [13]. Darunter versteht man
folgendes: es sei By, bzw. B, die Klasse der Funktionen V, bzw. V, die auf
G superharmonisch und nach unten beschrinkt sind, bzw. subharmonisch und

nach oben beschrinkt sind,” und welche noch folgende Bedingungen erfiillen:

lim V(g) = ¢(p), bzw. lim V(q) <¢(p)
93P

Vind 4

fiir jeden Punkt p € Fr G, bis auf eine Menge der Kapazitit Null,” und fiir
jede nichtkompakte Folge {g,} auf G ist

lim V(g,) =0, bzw. lim V(g,) <0.

Man bezeichnet
Hp) = inf{V(p)|V e BE)
Hi(p) =sup{V(p)|V e BE}.

Sind diese zwei Funktionen gleich, so bezeichnet man sie mit H¢, und ¢ heisst
eine lssbare Randfunktion; H¢ ist in jeder Komponente von G entweder eine
harmonische Funktion, oder identisch + «. Jede halbbeschrinkte Borelsche
Funktion ist lssbar. Ist {¢,} eine nichtabnihmende Folge von nichtnegativen
Issbaren Randfunktionen, die gegen die Randfunktion ¢ konvergieren, so ist ¢

losbar und

lim H¢ = HE.
Sind ¢y, ¢. positiv und lssbar und a;, a- positive Zahlen, so ist auch a:¢; + as¢»
lésbar und

wybrtoage @ v
Hg? =a1 HE + a HE

Ist S superharmonisch und nichtnegativ auf R, so ist Ha<S auf G. Ist GiC Gy,
so ist H¢, < HE, auf G..

$) Wir lassen zu, dass eine superharmonische Funktion identisch oo in einer oder
mehreren Komponenten von G ist. Dasselbe fiir subharmonische Funktionen und —oco.

#* d.h. ihr Durchschnitt mit jeder Kreisscheibe ist eine Menge der Kapazitit Null
auf dieser Kreisscheijbe,
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Es sei F eine abgeschlossene Menge auf R, derart dass jede Komponente
von R~ F eine Greensche Funktion besitzt, und S eine positive superharmonische
Funktion auf R. Wir bezeichnen nach Martin [11] mit Sr die Funktion, die
auf F gleich S und auf R— F gleich H%_r ist; weiter sei S; die Funktion

Si(p) = lim Su(q).

a-p
S» ist eine nichtnegative superharmonische Funktion auf R [11].
Es sei # eine nichtnegative harmonische Funktion auf R, und S;, S; zwei
nichtnegative superharmonische Funktionen auf R, fiir die #<S;+ S; ist. Dann
kann man zwei harmonische Funktionen #:, #, auf R konstruieren ([8] Hilfs-

satz von Kjellberg), derart dass

u=+u, 0<u;<S; (i=1, 2)
ist.
Fiir zwei superharmonische (bzw. subharmonische) Funktionen S;, S; auf
R werden wir mit SV S,(bzw. S;AS;) die Funktion auf R bezeichnen, die

durch folgende Beziehung definiert ist:
SV Su(p) = inf {S(p)|S superharmonisch auf R, S;<S, S, < S}
(bzw. St A S:(p) = sup {S(p)|S subharmonisch auf R, Si=>S, S$;=S}).

Es sei S, die Funktion
So(p) = lim S, V Sy(q).
q->p

Sie sind offenbar nach unten halbstetig und nicht grosser als S; VS, Es sei G
eine Kreisscheibe auf R und S eine superharmonische Funktion auf R fiir die

S;<S (¢=1, 2) ist. Dann ist auf G
HY<HiE<S und H@)<SV S(q)

fir g€ G. Da HY stetig ist, so ist auch HY < S,, woraus man erkennt, dass
S, superharmonisch ist. Da S;< S,V S, und S; halbstetig nach unten ist, so ist

auch S; < S, und somit, laut der Definition von S; V S.,
SiVS<S.

Daraus folgt, dass S;V S; gleich S, und deshalb superharmonisch ist. Ahnlicher-
weise beweist man, dass S| A S; (fiir S, S: subharmonische Funktionen) subhar-

monisch ist. Fiir a <0 ist
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(1) a(51VSz) = (ocSl) /\ (dSz).
Es seien #;, #» harmonische Funktionen. Dann ist
w1+ s, = max (21, #s) + min (21, us).

Es seien {R.}.=; die Komponenten von R, {R..}, eine normale Ausschopfung
von R.([14], Seite 25) und R, = U]Rm. Dann ist
[4=D

w NV u, = lim Hypax ) W\ = lim H e u)

N—>X n—>xo
und

ax (%, #U2) min (%1, #2) __
He ™0™ o Hey ™ = wy + us.

Hieraus ersieht man, dass, falls o V #:< + o auf R ist,” so ist auch u Awu,

> — o auf R und umgekehrt. In diesem Fall ist
(2) w+ e = (g NV ou2) + (o N\ wp).

Mit HP(R) (bzw. SP(R)) werden wir die Klasse der nichtnegativen
harmonischen (bzw. superharmonischen®) Funktionen auf R bezeichnen. Ist

Re Og, so enthdlt SP(R) nur konstante Funktionen und umgekehrt.

* * *

In der ganzen Arbeit sollen R und R' zwei beliebige Riemannsche Fldchen

und f eine nichtkonstante analytische Abbildung von R in R' sein.

Wir werden in den ersten zwei Abschnitten nicht annehmen, dass die
Riemannschen Flidchen R und R' zusammenhidngend sind. Wir wollen ndhmlich
den Fall, wo R eine offene (nicht zusammenhingende) Menge auf R’ und f die
identische Abbildung ist, der in dieser Arbeit sehr oft vorkommen wird, in
diese Betrachtungen einschliessen. Wie man sehen wird, spielt der Zusam-
menhang keine Rolle in Bezug auf den Operatoren Ey und Iy, so dass die
Beweise dadurch nicht komplizierter werden. Der Fall, wenn R oder R' eine
kompakte Komponente besitzen, muss fiir die Operatore Ef und Ir besonders
betrachtet werden und, da dieser Fall trivial ist, werden wir der Einfachheit halber
in den ersten zwei Abschnitten annehmen, dass keine der Komponente von R
oder R' kompakt ist.

5 d.h. w1V ua(p)=c-+oo fiir jedes p&R.
% Es ist erlaubt, dass S=-+oo auf einer oder mehreren Komponenten von R ist,
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DeriNiTION. Fiir jedes S< SP(R) bezeichnen wir mit E¢S die Funkiion auf
R', die durch folgende Beziehung definiert wird:

EfS(p") =inf {S'(p")|S'> f =S, S'e SP(R")} (p'eR".

Es sei R: eine Komponente von R, R = f *(R)) = ¢ und f. die Abbildung
von R: in R/, die mit f zusammenfillt. Es sei S SP(R) und S, die Einschrin-
kung von S auf R.; dann ist E£fS gleich Ey,S. auf R!.

Ist R eine offene Menge auf R und f die identische Abbildung, so werden
wir auch E an Stelle von Ef setzen, da f implizite bekannt ist. Falls keine

Missverstidndnisse zu befiirchten sind, so werden wir auch einfach E schreiben.
Fiir jedes S € SP(R) werden wir mit S die Funktion auf R’ bezeichnen,

die folgendermassen definiert ist: ist p' € f(R), so ist
S(p") = sup {S(P) | F(p) = p'};

ist p’e R — f(R), so ist S(»’) Null. S ist nach unten halbstetig. In der Tat,
sei {ph) eine Folge auf R' die gegen p' = f(R) konvergiert, p ein Punkt der
sich in p' projeziert und {p,} eine Folge auf R, die gegen p strebt und fiir die
f(pn) =py ist. Dann ist

lim S(py) =1lim S(p,) = S(p).

n»® n>o

Da p beliebig war, so ist lim S(p5)=S(»"). In den Punkten ' = R' — f(R) ist

n->0

diese Beziehung offenbar. Die Ungleichungen
Sof>=S und S=§
sind offenbar dquivalent und deshalb ist
EfS(p") = inf {S'(p")|S'=S, S € SP(R)}.
Satz 1. ES ist eine nichitnegative superharmonische Funktion und
S<(ES)ef.
Fiir Sy, S; € SP(R) ist
E(Si1V S:) =ES, VES: wund E(S + S)<ES + ES..
Wir werden mit (ES)* die Funktion

(ES)*(p") = lim ES(q')
9’y
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bezeichnen; sie ist offenbar nach unten halbstetig. Wir wollen zeigen, dass
(ES)* € SP(R') und daraus wird sich sofort ergeben, dass sie mit ES zusam-
menfillt. Es sei >S5, S =SP(R') und G' eine Kreisscheibe auf R'; auf dem
Rande von G' ist S’ nicht kleiner als (ES)* und deswegen ist H{"" < S iiberall

in G'. Daraus folgt
HY"<ES und HE® < (ES)*

in G, da H{™" stetig ist. (ES)* ist somit eine superharmonische Funktion.
Aus S < ES folgt, da S nach unten halbstetig ist, S < (ES)*.  Deshalb ist

ES < (ES)*, ES = (ES)*.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Die Subadditivitit von E folgt
sofort aus der Definition. Aus S;<SiVS: (i=1, 2) folgt

ES; < E(S;VS:) und ES,VES, <E(SIVSy).
Da aber S;i<(ES;)of < (ES.V ES;)° f ist, so ist auch

S1 vV Sz < (ES} V ESz)°f
und
E(S,V S;) <ES V ES..

f f
Satz 2. Es sei R—> R—>R". Dann ist Ef.r= Ey. Ey.

Wir bezeichnen f" =f'of. Fiir jedes S SP(R) ist
S<(EfS)eof, EfS<(Ef EfS)of.
Daraus folgert man
S< (EpEfS)of", Ef,S<Es EfS.
Aus S<(Ep.S)of!" = ((Ef.S)of')o f folgt ErS<(Es.S)of' und daher

Es EfS< EyuS, Eq EfS = Ey.S.

Satz 3. Es sei {Ry,} eine nicht abnihmende Folge von offenen Mengen auf
R, deren Vereinigung R' ist. Es sei f, die analytische Abbildung von f '(R})
in Ry, die mit f zusammenfillt. Dann ist Ef,S*t ErS fiir jedes S< SP(R).

Ef,.,S ist superharmonisch und nichtnegativ auf R}, und es ist S<(Ey,,,S)°/»
auf fT(R)). Daraus folgt Ef,S<Ef,,.S auf R: und #hnlicherweise
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Ef,S<EfS. Es ist also
lim Ef,S< EfS.

n->0

Die Funktion lim Ef,S ist nichtnegativ und superharmonisch auf R’ und

n—>wo

S< (lim Ef,S)e f,

n—>x
woraus
EfS<lim Ef,S

n->m

folgt.

Satz 4. Ist S, S,=SP(R) (n=1,2,...) und S<lim S, so ist auch

n->x

ES<lim ES,.

n—->rx

Ist die Folge {S,} michtabnehmend, so ist

E(lim S,) = lim ES,

n>w n->0m

Es seien &', S* die Funktionen

n—>o

S(p") =lim ES,(p"), S*(p') =lim S'(q').
9’0’

Man erkennt wie im Satz 1, dass S'* superharmonisch ist. Aus

S(f(p)) =lim ES,(f(p)) =1lim S,(p) = S(p)
folgt =TS und, da S nach unten halbstetig ist, S*=S. Es ist also

ES<S*<S =lim ES,.

n->%

Ist die Folge {S,} nicht abnihmend, so ist {ES,} auch nicht abnehmend

und
lim ES, < Elim S,.

Nach dem ersten Teil des Satzes ist aber

Elim S, <lim ES,,

n->0 n->w

womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

Hirssatz 1. Es set S € SP(R) und G' eine offene Menge auf R, fiir die

alle Komponenten eine Greensche Funktion besitzen. Ist Sk-f-ven =S, so ist
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(ES)’}‘;’—GI = ES-

Ist also ES nicht identisch unendlich auf einer Komponente R, von R', so ist
ES harmonisch auf G' N\ R..

Es sei V' BS,; dann ist offenbar V'o f € Bf-xq. Daraus folgt sofort
H§/°f,>_H;—1(G') =S, gSHg'
Aus S < ES folgert man
S <H < HE <ES

auf . Da S nach unten halbstetig ist, so ist S < (ES)}_s <ES. Daraus
erhalten wir

(ES)} _¢» = ES,
da (ES)} - = SP(R') ist, was zu beweisen war.

Wir bezeichnen mit HP(f) die Klasse der Funktionen # aus HP(R), fiir
welche, fiir jedes relativkompaktes Gebiet G' auf R,

Hl}—l.c') =u

auf /7/(G’) ist. Diese Beziehung ist mit #%-s-ye = # dquivalent. Die Klasse
HP(f) besitzt folgende Eigenschaften.

a) Ist u<v und us HP(R), v HP(f), so ist auch uw< HP(f).

b) Ist u, ve HP(f) und sind «, 8 reelle nichtnegative Zahlen, so ist
au+ Bv e HP(f).

c) Ist u, ve HP(f), so ist uNv, uNve HP(f).

d) Ist {u,} eine Folge aus HP(f), die gegen u konvergiert und gleichmdissig

von einer Funktion uy= HP(R) majoriert wird, so ist u< HP(f).

Es sei G’ ein relativkompaktes Gebiet auf R'.
a) Aus
v = Hj-1n = Hfvar) + Hf 5o £ Hfvor+v—u
erhalten wir
u < Hi-var, u=Hya).
b) folgt sofort aus

a + 30 u v
H%E) = aHvan + BHY-1ar).

c) folgt aus 0<u#Av<uVv<wu+wv und aus a) und b).
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d) Wir setzen

Va=u NtV * -« Vu,.

{vn} ist eine nichtabnehmende Folge aus HP(f), die gegen eine harmonische
Funktion » < %, konvergiert. Wir haben

v : v, .
Hf—l(a') = lim Hfll((;') = lim v, = ».
n->x

n->o

Aus u<ve HP(f) und a) folgt us HP(f).

Satz 5. Ist ue HP(f), so ist Eu auf jeder Komponente von R' entweder

harmonisch, oder idenlisch unendlich.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 1 und aus der Definition
von HP(f).

Es sei G eine offene Menge auf R, so dass jede Komponente von G eine
Greensche Funktion besitzt. Wir bezeichnen mit Ul die Klasse der Funktionen

u < HP(G) fiir die, fiir alle Punkte ¢ des relativen Randes von G,

lim #(p) <
P2q

ist und
limu(p) =0

=9

ist, fiir alle Punkte g des relativen Randes von G, die fiir das Dirichletsche
Problem reguldr sind. Fiir eine Funktion » € HP(G) bezeichnen wir mit # die
Funktion auf R die auf G gleich # und auf R— G Null ist.

SaTz 6. Es sei v die identische Abbildung von G in R.

a) Es sei usWUe und D eine relativkompakte offene Menge auf R; dann

ist
#<HY
auf D.
b) Ue C HP(y).
c) Ist ws HP(y) und
lim #(p) < o

p->q

Sfiir alle Punkte q des relativen Randes von G, so ist u< Ug.
d) Der Operator E. ist auf HP(y) linear.
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e) Es sei {u,} eine nicht zunehmende Folge aus HP(n), derart dass
E'] unn< (o]

Siir ein ny ist. Dann ist im Equ, = E,(lim u,).

n->o n->o

a) Es geniigt die Ungleichung auf GN D zu beweisen. Aus € @gnp
und Hj € Binp folgt # <HY auf GND.

b) Es sei # = Uy und D ein relativkompaktes Gebiet auf R. Dann ist
B pop = B¥-1p, und deshalb ist

@npon = Hu-1p).
Nach a) ist
u = 77071 < Hz;innm/] = H%—I(D)
und somit » € HP(7).

c) Es ist nur zu beweisen, dass

lim %(p) = 0

v=>q

ist, wo ¢ ein reguldrer Punkt des relativen Randes von G ist. Es sei D eine

Kreisscheibe, die den Punkt ¢ enthilt. Nach dem Beweis von b) ist
M:H%—x(m = Hgnnoﬂ.

Daraus, aus der Regularitit von g, aus #(q) =0 und aus der Stetigkeit von # in
g folgt sofort die obige Beziehung.

d) Es geniigt den Beweis im Falle dass R zusammenhéingend ist durchzu-
fiihren. Es sei u;, u» € HP(y). Ist Ew; (¢ =1, 2) identisch unendlich fiir

wenigstens ein 7, so ist evident
E(u; + ws) = Eui + Eus.

Wir konnen also nach Satz 5 annehmen, dass jede Funktion E#; harmonisch
ist. Da u; < Eu;oy ist, so folgt aus c) #i € Uz. Es sei {R,} eine normale

Ausschopfung von R Sei 7. die identische Abbildung von % '(R,) in R,.

Nach a) ist #; < Hy!. Daraus folgt
Ef,nui —\: H};ﬁ
Da aber E.,ui € Bx:, so ist

E'rnui = H}l;;;-
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Ahnlicherweise zeigt man, dass En,(u:+ u:) = H I’Z;“T’ ist. Daraus ergibt sich
E.(u1 + u2) = Ev,261 + En,us
und fiir n > o folgt nach Satz 3
Er(o+ %) = Evots + Enus.

e) Wir bezeichnen v, = un,— un (n>m,). Dann {v.} ist eine nicht abnih-

mende gleichmissig beschrinkte Folge aus HP(y) und nach d) und Satz 4 ist

lim Eu, = lim E(#y, — vn) = Etbn, — lim Ev, =

= Euno - E(lim vn) = Euno -_ E(uno - lim un) = E(hm Mn)-

Es sei R zusammenhingend”. Eine Funktion # aus HP(R) heisst singulir,
wenn jede beschrinkte nichtnegative harmonische Funktion, die kleiner als #
ist, identisch verschwindet. Die Funktion heisst quasibeschridnkt, falls sie
Grenzfunktion einer nichtabnehmenden Folge von beschridnkten harmonischen
Funktionen ist. Ist » quasibeschridnkt und w singulédr, so ist v Aw =0. Parreau
hat beweisen, dass jede Funktion # € HP(R) eindeutig als Summe einer
quasibeschrdnkten und einer singulidren Funktion darstellbar ist [13]. Es sei

a eine positive Zahl. Dann ist

u—a<(u—a)V0O<u, 0<u—(u—a)Vo<a.
Ist # singulér, so ist

0<u—(u—a)VO<aAu<uund (u—a)V0=u.

Die Funktion #» € HP(R) (#=0) heisst minimal, wenn aus v € HP(R) und
v<u,

V=au

folgt, wo « eine reelle Zahl ist [11]. Fiir zwei nichtproportionale minimale
Funktionen #, v ist # \v =0.

Eine Funktion # € HP(R) heisst eine diskrete Funktion, wenn sie als
endliche oder abzdhlbare Summe von minimalen Funktionen darstellbar ist; u

heisst total nichtdiskrete Funktion, falls es keine minimale Funktion gibt, die

7> Auch fiir die weitere Betrachtungen ist der Zusammenhang von R nicht notwendig,
aber sie sind nur fiir R zusammenhingend interessant.
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kleiner als # ist. Jede Funktion # € HP(R) ist eindeutig als Summe einer
diskreten und einer total nichtdiskreten Funktion darstellbar. In der Tat, es
sei {Ks} die Klasse aller minimalen Funktionen auf R, die in einem Punkt
gleich 1 sind und «(s) die grosste reelle Zahl fiir die a(s)K;<wu ist. Da
K;ANKy =0 fiir s=xs' ist, so ist ([5], Theorem 2.2)

21 a(si) Ks; = Yl a(s) Ky, < u.

Daraus folgt, dass a(s) nur fiir abzihlbar vielen s positiv ist und es gilt
Sl al(s)Ks<u.

a(5)>0

u= > a(s) K+ (u— >3 als)Ks)

a(s)>0 a(s)=>0

ist offenbar die gesuchte Darstellung.
u € HP(R) heisst ein harmonisches Mass [5], [7], wenn

u<l, uAN(1—u)=0

ist. Jede minimale beschridnkte Funktion #, fiir die sup #=1 ist, ist ein

harmonisches Mass. Jedes harmonische Mass # besitzt die Eigenschaft

(M) T Vo=u  (0<a<l).

Da u nicht grosser als 1 ist, ist ndhmlich

U~ <y und 27X Vo<

1-a -«
Es sei v=u-— —1'{—:7“ V 0<# Dann ist
u—a _ afll—u)
0<v<u— 1= = 1—a

und

OSDSE-(ll—__TJ‘—)/\ugmax (1, ~1ffa>-((1—u)/\u)=0.

Umgekehrt, besitzt » € HP(R) (#<1) die Eigenschaft (M), so ist # ein
harmonisches Mass. Laut (2) ist ndhmlich

(F=a vo)+ (125 n0)= 45

und somit
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u—a o v-a _al-w)
-«

11—« - 1—-«a

- L@w-0n0=1-u

Nach (1) ist dann auch

——%((u-—oc)/\O)=1—u.

Es sei {R.} eine normale Ausschopfung von R. Dann ist offenbar

(‘EJ ) a-% )+

(1—u)V u=Hpg, + Hg,* 7,

wo ¢* = max (¢, 0) gesetzt wurde. Fiir #—> o erhalten wir

1-#)Vu= 91‘ a

und, nach (2), (1—#)Au=0.

Aus der Eigenschaft (M) folgt unmittelber, dass fiir ein harmonisches
Mass

supu=1 oder O
ist.
Die harmonischen Masse (bzw. singuldren Funktionen) besitzen noch eine

wichtige Eigenschaft. Fiir jedes a <1 (bzw. a< ) ist
(3) Hz‘u<¢} =u.

In der Tat, die Funktion
S {Hé‘u«z) in (u < ‘x)

u in {u=a}
ist superharmonisch und
z{:g <S<u (bzw. # — a < S<u),
woraus
u= z{:;r (bzw. u=(u—a) V0L S<u)
folgt.

Satz 7. Es sei u eine minimale Funktion auf R. Dann kinnen nur

folgende Fdlle vorkommen :
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[e0]

i

a) Eu .
b) Eu = ag'p,
c) Eu ist eine minimale Funktion.
Dabei ist g'p die Greensche Funktion von R und « eine positive Zahl. Ist u
minimal beschrinkt, so kommi nur der Fall c¢) vor, und Eu ist auch minimal

beschrankt.

Wir nehmen an, dass Ex nicht identisch unendlich ist und es seien S,
Sl SP(R'), derart dass keine identisch Null ist und Ex = Si + Si.  Dann ist
u < Sle f + Sie f und nach Kjellbergschem Hilfssatz gibt es zwei harmonische
Funktionen ., #,, derart dass 2 = w; + 2, 0< ;< Siof (i =1, 2) ist. Da =

minimal ist, so haben wir
wi=aivw (0<ai<l) und as + a2 = 1.

Keine der Zahlen ai, a: ist Null, denn wire z.B. a; = 0, so ist # = < S0 7,
woraus
Eu=35, Si=0

folgen wiirde, entgegen der Voraussetzung iiber S,. Es ist also # = %w
1

g»% Sto f und somit Eu < %7 S!. Daraus folgt
1 1

Eu=oa1Eu+ ar Eu < S|+ S; = Eu,

4 !
woraus man erkennt, dass a;Eux = S; fiir jedes ; ist. Es ist somit ,%, = 2,
1 2

Nach dem Satz von Riesz, kann man E# in der Form
Eu=P+u

darstellen, wo P’ ein (mit Greenscher Funktion gebildeter) Potential und #’
eine nichtnegative harmonische Funktion ist.  Wiren beide nicht Null, so
wiren laut obigen Betrachtungen, #' und P proportional, was widersinnig ist.
Eu ist also entweder eine harmonische Funktion, oder ein Potential. Im
ersten Falle ist sie minimal, denn ist ' € HP(R') und 0 < ¢' < Eu, so setzen
wir S| =9/, S;=Eu—v' und wir erhalten wie oben v'=aFu. Im zweiten Fall

ist

Bu={ goan ).
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Sind A}, A} zwei punktfremde Borelsche Mengen auf R, deren Vereinigung R
ist, so hat hochstens eine von ihnen positives ' Mass; im entgegengesetzten

Falle setzen wir

Si = f godd(pN>0 (=1, 2).
4'g

Laut obiger Betrachtungen, miissen Si, S; proportional sein, was unméoglich ist,
wegen der Eindeutigkeit des Masses eines Potentials. Daraus folgt, dass ein

Punkt p’ € R' und eine reelle Zahl « existieren, derart dass

WA = { a f?.r pe A
0 fiir p' & A’
und Eu = ag'p ist.
Ist # beschridnkt, so ist offenbar auch Eu beschrinkt, was nur im Falle
¢) moglich ist.
In einer friiheren Arbeit [1] haben wir mit U7 die Klasse der Riemannschen
Fldchen mit Greenscher Funktion bezeichnet, die wenigstens eine beschrinkte

minimale Funktion besitzen. Aus dem Satz 7 folgt,

ForLgesatz 1. Ist R U, so ist entweder R = Og oder R' € U. Es ist
UCOys.

Fiir die letzte Behauptung, die in [1] mittels der universellen Uberlage-
rungsfliche bewiesen wurde, nehmen wir an, dass f eine nichtkonstante beschrinkte
analytische Funktion auf R ist. Wir bezeichnen mit R' eine Kreisscheibe, die
die Werte von f enthdlt. Da R' offenbar weder zu U noch zu O; angehort,

so haben wir einen Widerspruch erhalten.

HiLrssaTz 2. Es sei u ein harmonisches Mass (baw. eine singulére Funktion)
und Eu<1 (bzw. Eu< ). Dann ist us HP(f).
Es sei G' ein relativkompaktes Gebiet auf R. Dann ist
a=sup {u@)|pef(G)}<sup{Eu(p)|p' =G} <1 (bzw. a< o)
und
UG C{peRlu<a)
Dann ist nach (3)
u ZH}"l(G') ZH?u«t) =u,

woraus # € HP(f) folgt.
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Satz 8. Es sei uc HP(f) und Eu$ + . Ist u: a) quasibeschrinkt b)
singuldr, c¢) minimal, d) diskret, e) ein harmonisches Mass? so besitzt Eu
dieselbe Eigenschaft. Ist u=v+w, wo v quasibeschrinkt und w singuldr ist,

so ist
Eu=FEv+ Ew.

a) Ist u beschrinkt, so ist auch Eu beschrdnkt. Ist # quasibeschrinkt, so
gibt es eine nicht abnehmende Folge {#,} von beschrinkten harmonischen

Funktionen, die gegen # streben. Aus dem Satz 4 folgt dann

Eu = lim Euy,

n—>0

woraus man gleich erkennt, dass Eu quasibeschrinkt ist.
b) Es sei #' eine nichtnegative beschrinkte harmonische Funktion auf R/,

fiir die #' < Eu ist. Dann ist
u<Euof=uof+ (Eu—u)ef.

Mittels des Kjellbergschen Hilfssatzes kann man zwei harmonische Funktionen
w1, u» konstruieren, fiir welche # = ui + %, 0<wi<w'of, 0<u, < (Eu—u')of
ist. Daraus folgt aber, dass w#; beschrdnkt und, da « singulédr ist, sogar

identisch Null ist. Es ist also
u=w < (Eu—u')ef,

woraus man Eu < Eu — ' und «' =0 folgert. FEwu ist demnach singuldr.

c¢) wurde im Satz 7 bewiesen.

d) Es sei Eu = u\ + u,, die Zerlegung von Ex in eine total nicht diskrete
Funktion #. und eine diskrete Funktion ;. Dann ist

u<uof + usof.

uo f ist total nichtdiskret. Denn aus 0<wuy<w.°f, wo u, eine minimale
Funktion ist, folgt 0< Euy, < #: und nach Satz 7 ist Ex, minimal. Es ist daher
uw<uso f, Eu<u, und o\ =0.

e) Aus u < Euo f folgt

8) Heins hat bewiesen [7], dass wenn « ein harmonisches Mass und Ex harmonisch
ist, so ist auch Eu ein harmonisches Mass. Dieser Satz folgt aus dem Hilfssatz 2 und
aus Satz 8§,
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u—« Eu—«o
—__i_:— VOS(TT‘VO)"]‘
Daraus erhalten wir
Eu< BE=% g

Da Eu nicht grosser als 1 und nichtnegativ ist, so ist offenbar

Eu—a < Eu.
l-«a

Daraus folgt, dass Eu die Eigenschaft (M) besitzt und somit ein harmonisches
Mass ist.

Es sei jetzt # =v+ w, wo v quasibeschridnkt und w singuldr ist. Dann ist
v Aw =0 und nach (2) ist #=vVw. Nach a) und b) sind Ev quasibeschriankt

und Ew singuldr und somit haben wir wie oben
EvN Ew = Ev+ Ew.
Nun ist nach Satz 1
Eu=E(wNw)=EvV Ew=Ev+ Ew,

womit der Satz vollstdndig bewiesen ist.

II. Der Operator Ir

DerFiNiTION. Es sei u' € HP(R'). Wir bezeichnen mit Iru' die auf R durch

folgende Beziehung definierte Funktion:
Iru' (p) =sup {u(p) lu < u'of, us HP(f)}.

Es sei R, eine Komponente von R, R/ die Komponente von R' die f(R.)
enthilt und f, die Abbildung von R¢ in R! die mit f zusammenfillt. Es sei
u' € HP(R') und . die Einschrinkung von #' auf R;. Dann ist Iru; = Ifu' auf
R..

Ist R eine offene Menge auf R, und s die identische Abbildung, so werden
wir auch g an Stelle von Ir setzen, da f implizite bekannt ist. Falls keine
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Missverstindnisse zu befiirchten sind, so werden wir auch einfach 7 schreiben.

Satz 9. Iu' ist eine harmonische Funktion und Iv' € HP(f). Der Operator
I hat folgende Eigenschaften: (ui, uys HP(R'))

a) ItV uy) =Ty N Ty, Il A ) = Tl N Tsh,

b) I(alui +6¥2u£) = (1'11%1,—}— aqu;,

wo ay, as reelle nichinegative Zahlen sind.

Nach Eigenschaft ¢) von HP(f) folgt, dass die Klasse {#x & HP(f)|u<u'o f}
nach oben filtrant ist, woraus man erkennt, dass eine nichtabnehmende Folge
aus dieser Klasse existiert, die gegen Iu' konvergiert. Daraus und aus der
Eigenschaft d) der Klasse HP(f) folgt Iu' € HP(f).

Der Operator I ist evident monoton und Ia#') = alw'. Aus I, + Iu, = HP(f)

und
Tui+ Ty < wio f +wo f = (ui+wy)o f
erhidlt man
Tut + Twy < Iy + uh).
Da

It +ws) < (ui+u3) o f =uief +ule f

ist, so kann man mittels des Hilfssatzes von Kjellberg zwei harmonische

Funktionen w;, #. konstruieren, derart dass
I+ w) =w+u, O<wi<wuiof (i=1,2)

ist. Aus u; < I(u} + uy) folgt sofort u; € HP(f) und deshalb ist #; < Iui. Es
ist somit

I(ui + uy) < Inb + Ius,

woraus die Linearitdt von I folgt.

Aus wNuy<ui (i=1, 2), ergibt sich
Il N ) < Tl T(ah N ub) < Tuh A T
Da aber Ju, A Iuy < ujo f, so ist

E(Tu N Iny) < ul
und daraus folgt

E(Tul A Tuy) < ui N uj, Tuy N Tuy < (i Nuh) o f,
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Il N Ty < I(as A uh), Iy N\ Tuy = I(us N u)).
Daraus und aus
(I N Tuy) + (Tu) N Iu3) = Iuj + Tuy = uj + u})
=I0(ay V us) + (w1 AN 2y)) = Iul V u3) + Il A\ uh),
ergibt sich
Il NV Iuj = I(ul NV uy).
Es gelten folgende Rechenregeln: (uwe HP(f), Eu< «, w' € HP(R'))

EIu' <, IEIW = Iu',
u < IEu, Eu = EIEu.

Aus I < u'e f folgt ndhmlich
Elu' <, Iw < (EIu)of <u'of.
Daraus folgt Iu' < IEIW' < Iu' und somit

Iw' = IEIu.
Aus u < Euo f folgt
u<IFu< Euc f, Eu< EIEu< Eu

und somit
EIEu = Eu.

HiLrssatz 3. Jede Funktion w' € HP(R') ist in der Form o' = ui+ u)
darstellbar, wo u, das Bild durch E einer Funktion aus HP(f) ist und u; im
Kern von I liegt. Diese Darstellung ist eindeutig. Ist v'< Eu< © fiir ein
ues HP(f), so ist

v = EI'.
Es ist
w, = EIw/, u; = w — Elu'

die gesuchte Zerlegung. Ist #' = u: + ui eine andere Darstellung von #' mit

denselben Eigenschaften, so ist Ex = u; fiir ein # € HP(f) und
Elu, = EIEnw = Eu = u.

Aber Iw = Iul, ul = EIW = Elu =u} und u\=o—ub=u—ul = ui. Aus

Eu=1v"+ (Eu—v') folgt
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Eu=EIEu< EIV' + EI(Eu — V') < EI' + Eu — v,
v' < EIV, v = EI'.
HivrssaTz 4. Ist G eine offene Menge auf R, derart dass jede Komponente

von G eine Greensche Funktion besitzt und ist v die identische Abbildung von
G in R, so ist fiir jede Funktion u< HP(R)

wuon = I + Hbon.

Es ist offenbar (u# — H%)on < Ug(lly wurde vor dem Satz 6 definiert). Nach
b), Satz 6 ist (u — Hg)one HP(y) und somit

(u — Hg)on< L.
Lu gehort nach c), Satz 6 der Klasse Uy an. Dann ist u — (L) o y™' € B
Daraus folgt
u— (L) oyp™ = HE, uon=ILu+ Hgon.
Laut des Hilfssatzes 4 ist, # € HP(f) gleichbedeutend mitf_l{mu =0 fir
jedes relativkompaktes Gebiet G' auf R'.

SaTz 10. Es sei {Rn} eine nicht abnihmende Folge von offenen Mengen
auf R', deren Vereinigung R' ist. Es sei f, die analytische Abbildung wvon
Ry in Ry, die mit f zusammenfillt. Dann ist Iru' t Ired fiir jedes
w € HP(R').

Ist # € HP(fu+1), so ist u, als Funktion auf f~'(R)) betrachtet, in der
Klasse HP(f,) enthalten. Es sei ndhmlich G’ ein relativkompaktes Gebiet auf
Ry; dann ist

U u©
H 1o = Hiz e =

auf f'(G"). Daraus folgt, dass die Folge {/s,%'} nicht zundhmend ist.

Ahnlicherweise beweist man die Ungleichung Iru' < Ir,»'. Wir setzen
v = lim Iy, o' = Iru.
Es sei G’ ein relativkompaktes Gebiet auf R'. Fiir ein geniigend grosses z ist

G' in Ry enthalten. Da v < Ir,u' € HP(f,) ist, so folgt aus der Eigenschaft a)
von HP(f,), v HP(f,). Es ist also

v v
Hy-very=Hf ) =v
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auf f"(G’). Es ist also ve HP(f) und v< Iru'.

Satz 11. Ist o', wwe HP(R) (m=1,2, ...) und w'=1m up, so is

m->xo

I =1im Iu),.

m->0

Ist die Folge {uy.} monoton und konvergent, so ist

I'lim uy = lim Tuj,.

Mm—>0 m-»>®

Es geniigt den Satz im Falle dass R' zusammenhingend ist zu beweisen.
Wir werden erst beweisen, dass falls die Folge {u° f} gleichmissig gegen
u'o f konvergiert, so ist In' = lingo Iuj,.  Fiir ein beliebiges >0 ist, fiir geniigend
grosse m, "
wof<umof +e<uf+2e¢
und deshalb auch

I < Tup+ Te< T + 2 Ie,

woraus die Behauptung folgt.
Wir nehmen jetzt an, dass #' = lim #), ist, und es sei {R,} eine normale

Ausschopfung von R, und f, die analytische Abbildung von f *(Ry) in Ry, die
mit f zusammenfillt. Auf f7(R),) konvergiert die Folge {umo f} gleichmassig

gegen #'o f und deshalb ist
Ir, o = lim It vm.
m->wo
Da aber nach dem Satz 10 If,um = Irum auf f '(R,) ist, so ist

Ir,w' =1im I rsm.

m->o

Weiter ergibt sich aus demselben Satz

Irw' = lim Iy, ' =1im Irusm.

n->x m->o

Wir gehen jetzt zum allgemeineren Fall tiber, nihmlich dass #' =1lim -

ist. Es sei p= R und {uini} eine konvergente Teilfolge von {wum}, so dass die
Folge {Ium,(p)} konvergent und
lim Toem,(p) = lim Tuu(p)

1>® m->o

ist. Wir haben aus #'=lim un,

i»®
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I/ (p) = (I 1im tm,) (p) Z1im T, ( p) = lim Tuju( p),

7> m=»0

woraus die erste Behauptung des Satzes folgt.

Ist die Folge nicht zunehmend, so ist I lim #} < Iu,, und deshalb

n->x

I lim 2, <lim Iy, T im %), = lim T,

n->w0 M=>0 Mm->0 Mm—>%

Ist die Folge nicht abnehmend, so ist lim #, — %, € HP(R'") und

n=>0

Tlim w0y = Tl + I(im oy — ).

n->0 n—>w

Da die Folge {lim %) — #m}m nicht zunehmend ist und gegen Null konvergiert,
so ist
Ilim 2, = lim Tun.

HiLrssatz 5. Es sei w' € HP(R') und G' eine offene Menge auf K, fiir die

jede Komponente eine Greensche Funktion besitzt. Ist w' = upi_er, so ist
In' = (In') %-p101).

Wir konnen ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass R/ zusam-
menhingend ist; es sei {R)} eine normale Ausschépfung von R', 7, die
identische Abbildung von R,NG' in R, und 7 die identische Abbildung von G’
in R Aus dem Hilfssatz 4 folgt I.,#' =« auf G'NoR, und I.u' = 0.
Nach dem Satz 10 ist also lim I’ = 0. Wir haben auf y "(R,NG")

n->w

Irw = H% g ooy < HP% oy + () o f.

nn

Fir n— o erhalten wir
Irw < HP% )
auf F~'(G'), woraus folgt
Ifu' = (Ifu')j;—f—l(al).

4

Satz 12. Es sei R—f—>R’i>R". Dann ist
Inor=Irlp.

Wir bezeichnen f" = f'of. Es sei u' € HP(R"), G" ein relativkompaktes
Gebiet auf R” und G'=f"YG"), Da
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Ipw' = (Ipu")fr -
ist, so ist nach dem vorangehender Hilfssatz
IIpw'" = (Ie Ip ") -pr-varmy,
d.h. Irlpu' = HP(f"). Daraus und aus Irlr. o' < u'o f folgt
Il < Irou.

Aus » € HP(f") und Efu < « folgt Eru = HP(f'). Denn es sei G" ein

relativkompaktes Gebiet auf R"; dann ist
U= U-pr-1an) = UR-F-1F=2a")
und aus Hilfssatz 1 haben wir
Eru = (Eft)f-pr-1gm).

Daraus erkennt man erst, dass Er# harmonisch auf R’ ist, denn jeder Punkt
von R' kann innerer Punkt einer Menge der Form f'"'(G") werden. Weiter
folgt aus der letzten Gleichheit Eru s HP(f').

Es ist HP(f") CHP(f). In der Tat, es sei # € HP(f") und G’ ein
relativkompaktes Gebiet auf R'. Dann ist f/(G') ein relativkompaktes Gebiet
auf R" und f7(G") Cf""(f'(G")). Daraus folgt

% *
= UR-frr-1(fr @) < UR-F-1 ) S U

und z < HP(f).
Aus Irnu" € HP(f") folgt E}Ifnu"EHP(f). Es ist aber

Ipnt" < u'of! = (u'of!)of
und deshalb ist
Eflpnu'"<u'ef, EfIfnu" < Ifu,
Irntd' < (Eflna) o f < (Ipud)o f.

Daraus und aus Iy o' = HP(f) ergibt sich
If/lu"g Iflftu”, Ifu“”:]f[flu”.

HiLrssatz 6. Es sei R' zusammenhingend, G' eine offene Menge auf R'
und G=f"G'). Wir bezeichnen mit f' die Abbildung von G in G' die mit f
zusammenfdllt. Es sei ' eine minimale Funktion auf R' fir die

({Iu' x0, Ira' %0 ist. Dann ist G x ¢ und

https://doi.org/10.1017/50027763000002063 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000002063

VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 25
IIru' =Ir. Tu' %0, Ellru' =Iru'.
G el G @a

Es sei erstens Gx¢. Wir setzen u = Iru'. Ist Tu =0, so ist, nach Hilfssatz
G
4, w=H¢ auf G. Da Bk o f C Ty ist, so ist HE<He. o f und sommit u<Heo f

auf G und
u<up-o° f.

Ist G = ¢, so ist offenbar u < uri_@o f. Es ist also in beiden Fillen (G = o,

oder Gx¢ und Ilru' =0). Eru< uni_e» <. Da aber #' minimal ist, so ist
G

Eflfvu' = av/, Irw = IrEfIsu = alru,

a=1, u'=ub_g.
Aus dem Hilfssatz 4 folgt dann I#' = 0 entgegen der Voraussetzung. Es ist
Gl
also Gx¢ und IIru' x0. Die Gleichheit
[ed

IIfo = Ip T
G (34
folgt aus dem Satz 12. Wir bezeichnen uy= u — Eé u. Es ist
G

[uo = 0, Uy = g“.
G

Aus wo<u< u'o f folgt wos HP(f) und

Efu, < o, Efuo= au' O<a<l).

Es ist also
< IrEfuy = au = amy + aElu.
GG

Es sei a=1. Aus uo=H% < H:< H%o f folgt

Uy < ug!—a"’f, u = Ef Uy < u?f-a' <u.
Daraus folgert man I’ = 0 entgegen der Voraussetzung. Es ist also a <1.

G
Aus (1 —a)uo< aEITu und Hilfssatz 3 folgt

[exes
uo= ETu =0, u=FElu,
G @ [ee

was zu beweisen war.

FoLceEsatz 2. Sind Gi, G: zwei offene Mengen und u eine minimale
Funktion auf R(R zusammenhingend) fiir die Iu =0 (i=1, 2) ist, so ist
G

G1nGz#¢ und
I u=x0.

G1NG2
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Ist guﬁeo fiir eine offene Menge G, so gibt es nur eine Komponente G, von G.
derart dass

Tu=x0

Gy
ist.

Dieser Folgesatz folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 6, wenn man R, Gy,
G2, G1 N G, an Stelle von R, R, G', G setzt.

Satz 13. Es seien R und R zusammenhdingend und w' < HP(R'). Ist o'
a) singuldr, b) quasibeschrinkt, c) total nicht diskret, d) ein harmonisches
Mass, so besitzt Iu' dieselben Eigenschaften. Die Funktion u'° f — Iu' ist

quasibeschrdnkt.
a) und b). Es sei uc HP(R),
u< Iu'.

Da Iw' der Klasse HP(f) angehort, so gehort auch « der Klasse HP(f) an
und nach dem Satz 5 ist E» harmonisch. Aus obiger Ungleichung folgt noch
Eu<u'.

Ist #' singuldr und # beschridnkt, so ist auch Eu beschrinkt und somit
Null. Es ist also # Null und I#%' singuldr. Ist #' quasibeschrinkt und =
singuldr, so ist auch Ex singulidr und somit Null. Es ist also # Null und I«
quasibeschrinkt.

c) Ist < Iu' und % minimal, so ist Eu < EIu' < #' und Eu ist nach Satz 8
harmonisch und minimal. Da #' total nichtdiskret ist, so sind Ex und % Null
und Ix' ist total nichtdiskret.

d) Es ist

A=) NI + T < (L—Tu') + I’ = 1.

Da aber (1 —1Iu') NI und Ix' der Klasse HP(f) angehéren, so ist

1-In) NIt + I’ < I'1
und
A—=Id) NI <I(1— o).
Daraus folgt
A-IANI <IQ - ) NI =K(1—u')ANu') =0

und I/ ist ein harmonisches Mass.
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Es sei u singulidr #< «'o f —Iu'. Dann ist Eu < u' < - und nach Hilfssatz
2 ist w € HP(f). Aus der Eigenschaft b) der Klasse HP(f) folgt u+ Iu'
HP(f) und somit
u—+ Iu' < Iu, u = 0.

Aus #' minimal folgt nicht immer Iz’ minimal.

III. Der ideale Rand von Martin

Es sei R eine (zusammenhingende) Riemannsche Flidche mit Greenscher
Funktion, g, die Greensche Funktion von R mit dem Pol in g,

_ &(D)
Kq(_p) = gZ(Po) (tl #Po)

die Funktion von Martin (p, ist hier ein fixierter Punkt auf R), 4 der ideale
Rand von R im Sinne von Martin und 4; der Teil der Minimalen aus 4 [11],
[13]. R = RU 4 ist ein metrischer kompakter Raum. Fiir zwei Punkte 5,
g€ R bezeichnen wir mit d(5, ) ihre Entfernung in der Metrik von Martin.
Martin hat bewiesen, dass jede nichtnegative harmonische Funktion # auf R,
u < HP(R), mittels einer Integrale der Form

u= SAstu(s)

dargestellt werden kann, wobei 2 ein Borelsches Mass ist. Falls u(4 — 4;) = 0
ist, so nennt man . ein kanonisches Mass; jede Funktion #» € HP(R) ist mittels
eines kanonischen Masses in dieser Form eindeutig darstellbar.

Es sei S € SP(R) und F eine abgeschlossene Menge in R. Die superhar-
monische Funktion S} ist eindeutig in der Form

S = j K,du(@) + gop({po))
FNA(RUA,)

darstellbar, wo F die abgeschlossene Hiille von F in R und u ein Borelsches
Mass ist. Fir F = R erhdlt man

S =§ K,du(q) + gpt{po}) = 5 K,du(q) + gpie({ ho}) + X Ksdu(s).
RuUA, R Ay

Die erste Integrale ist ein Potential und die zweite eine harmonische Funktion,

also ist diese Zerlegung gerade der Satz von Riesz.
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Es sei A eine abgeschlossene Menge auf 4, A, die Menge der Punkte von

R, deren Entfernung von A nicht grosser als % ist und
u={ K.du(s) = HP(R).
Ay
Es ist, wie Martin bewiesen hat [11],

(4) lim %, = L Ksdu(s).

Es sei s 4; und
G.={pERI|K(p) > a} (0 < & < sup Ks).
Dann ist Ks— a« €U, und aus b) Satz 6 folgt I Ks=Ks — a % 0.
Ga

Es sei s 4;, G eine Umgebung von s auf R und G=GNR Dann ist

(Ks);';—e'—‘ quu(q).

(R-@)n(RuAy)

Ist ng = 0, so ist nach Hilfssatz 4

HE = K, Kqdu(q) = (K)i-a=K;

j‘ (R=G)n(RUAy)
entgegen der Eindeutigkeit solcher Darstellungen. Es ist somit [10]

1K = 0.
[ed

Jeder Punkt s < 4, ist ein erreichbarer Randpunkt von R. Es sei G(s, ¢)
die Menge der Punkte von R deren Entfernung (in der Metrik von Martin)

von s kleiner als ¢ ist. Laut obiger Bemerkung istG(I )Ksﬂe 0; es sei Gp
s, €

diejenige Komponente (Folgesatz 2) von G(s, %), fiir die GI Ks =0 ist. Nach
Folgesatz 2 ist G,NGy+1% ¢ und somit Gn+1 CG,. Man kann also einen Weg

auf R konstruieren, der gegen s strebt.
Hirssatz a.  Es seien u, us < HP(R) und
w=| Kdu(s) (i=1,2).
Ay

Ist w1 < us, so gibt es eine messbare Funktion 0 auf 4,, 0<0<1, so dass fiir

jede Borelsche Menge A
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m(A) = Lo(s)dm(w
ist.  Ist

ui = j Ks0:(s) du(s),
Ay

wo 0; eine nichinegative in Bezug auf n sumierbare Borelsche Funktion ist, so
ist auch
6:< 6;: [pd”.

Es sei %= u; — u; :L Ksdu(s). Aus

SA Ksdps(S) =ta= s+ sy = sA Ksd(p+ po) (s)

und aud der Eindeutigkeit der kanonischen Darstellung folgt

pe = p1+ po= "

Daraus erkennt man, dass u; absolut stetig ([3], Seite 132) in Bezug auf u. ist
und der Hilfssatz folgt aus dem Satz von Radon-Nykodim.

Es seien ¢ eine endliche totaladditive Mengenfunktion, auf der Klasse der
Borelschen Mengen von 4;. Der Satz von Hahn ([3], Seite 121) behauptet, dass

man eine Zerlegung von 4, in zwei Borelsche Mengen A*, A~ finden kann,
ATUA™ = 4, ATNA™ =g,

derart dass fir AC A" (bzw. ACA")
a(4)=0, (bzw. ¢(A) <0)

ist. Man nennt A" eine positive Menge und A~ eine negative Menge fiir 4.

Man bezeichnet mit ¢, ¢7, |s| die Borelschen Masse,

" (A) =a(ANA"), a (A)= —e(ANA7),
o] (A) = 6" (4) + a7 (A)

und man nennt sie die positive, bzw. negative, bzw. totale Variation von .
Fir ACA" ist
o] (A) = 6" (A) = ¢(A)

% D.h. bis auf eine Menge von g-Masse Null.
1) D.h. p(A) >wm(A) fiir jede Borelsche Menge A.
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und fiir ACA~
le](A)=6"(A) = —a(A).

Es seien g;, g zwei endliche totaladditive Mengenfunktionen. Wir setzen
1
o1V = 42—(0'1 +ar+ o —a),
1
ail\os = *2—(01‘1’0'2“ g1 = 2.

Diese endlichen totaladditiven Mengenfunktionen besitzen folgende Eigenschaft :

(=1, 2) ist, so ist

sind 7, ¢ zwei endliche totaladditive Mengenfunktionen, fiir die ¢<oi<7

I<aN<dgi<aVa<i.

Es sei nihmlich A¥(bzw. A”) eine positive (bzw. negative) Menge fiir g, — 2.

Es ist fiir eine Borelsche Menge A

01/\0‘2(14)=0'1/\(72(AnA+)+0‘1/\d2(AnA_)=
= %(a,(AnA“)wz(AnA*)—(al—az) (ANA") +0(ANA")
+a(ANAT )+ (ag1—a) (ANAT)=a(ANAT) +a(ANAT).

Daraus folgt

d(A)=0(ANAT)+ d(ANAT)<a(ANAY) +a{ANAT)
=g Na(A) <ai(A)

Ahnlicherweise beweist man die entsprechende Eigenschaft von o;V ¢ Insbeson-

dere ist
aV0=g", dAN0= —¢".

HiLrssaTz b. Es seien wi, u: Differenzen von Funktionen aus HP(R). w;

gestattet eine Darstellung der Form
u; = f Ksdoi(s),
A
wo g; eine endliche totaladditive Mengenfunktion ist. Dann ist
wmV Uz = jA st(0‘1 \Y% 02) (8),

whwm= | Kdoihe) (s).
1
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Ist

ui=S K 0;(s) du(s),
Ay
wo u ein (nichtnegatives) Mass ist, so ist
w NV U = L K max (0:(s), 6:(s)) du(s),
wAw= | Komin (0(s), 0:(5)) du(s),
Wir setzen ui= (a1Va2) —ai (§=1, 2). Da u; ein Mass ist, so ist

v = j Ksdpi(s)
3
nichtnegativ. Aus
u; + v = JA st(dl V 0'2) (s))
folgt

w<| KdaVa) (),
M
ulvuzgj K.d(o:N o) (s).
Ay
Wir setzen w: V %y = jA Ksdi(s). Da
wNw—wi=| Kda=-a) (s)
Ay

nichtnegativ ist, so ist 7 — ¢; ein Mass und somit
gilo, o1V <7,

| Kdava) ()< jA Keda(s) = wV s,
Ay 1
Ahnlicherweise verlduft der Beweis fiir #; A #.. Setzen wir

si(A) = Ld,'(s) du(s),
S0 ist

oV a(A) = SAmax (6:(s), B2(s)) duls).

woraus die letzte Behauptung des Hilfssatzes folgt.
Wir werden mit Xz das kanonische Mass der Funktion 1 € HP(R)
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bezeichnen :

1= j Kedla(s) ;
Ay

wir werden einfach % schreiben, wenn R aus dem Text ersichltlich ist. Es sei
s d; X{s}) %0 ist gleichbedeutend mit s € 4y, und Ks beschrankt. Das
harmonische Mass der Borelschen Menge A C 4 soll die Funktion

w(A) =w(A, R) = jAstxR(s)

sein [13]. Es ist nach Hilfssatz b

0o(A)Vw(B) =w(AUB), o(A) Nw(B) =w(ANB),
w(AYN(1—-w(A))=0.

Das harmonische Mass einer Borelschen Menge ist somit ein harmonisches
Mass (Siehe Seite 13). Umgekehrt, ist # ein harmonisches Mass, so gibt es
eine Borelsche Menge A C 4; derart, dass # = w(A) ist. In der Tat, nach
Hilfssatz a ist
w={ E0(s) ares),
Ay
0<6<1. Daraus folgt
0=un(1-w) = Komin (0(s), 1-0(s)) dZts),
min (6(s), 1—6(s))=0: [X].
Wir setzen A ={s€ 4]0(s) =1}, B={se 4,]0(s) =0). Obige Gleichheit liefert
AUB=4;: [x]

und das gibt # = w(A).
Eine (nicht unbedingt Borelsche) Menge A C 4 heisst vom harmonischen

Masse Null, wenn
inf {{(IN'|A C I Cd4, I offen} =0

ist. 4— 4, ist vom harmonischen Masse Null. Wir werden den Ausdruck fast
iiberall auf A fiir eine Eigenschaft benutzen, wenn alle Punkte aus A diese
Eigenschaft besitzen, bis auf eine Menge vom harmonischen Masse Null.

Es sei s eine endliche totaladditive Mengenfunktion auf 4,. Nach dem

Satz von Lebesgue ([3], Seite 134) kann man ¢ eindeutig in zwei endliche
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Megenfunktionen zerlegen,

¢ = oo+ o1,

wobei o1 absolut stetig in Bezug auf 7 und o, orthogonal zu Z ist; d.h. man

kann eine Zerlegung von 4, in zwei Borelschen Mengen finden,

WU T= 4, Iy Ty=g,
so dass
Z(ro)=0, [m)l(r1)=0

ist. Es sei u eine Differenz von zwei Funktionen aus HP(R):
u= j Kds(s).
Ay
Zerlegt man ¢, wie oben gezeigt wurde, so ist # in der Form
w={ Ko(s)ans)+ [ Kdos)
Ay Ay

darstellbar, wo die erste Funktion eine Differenz von zwei quasibeschrédnkten
und die zweite eine Differenz von zwei singuldiren Funktionen sind. Das ist
gerade die von Parreau angegebene Zerlegung einer Funktion aus HP(R) in
einer quasibeschridnkten und einer singuldren Funktion.

Es sei u= HP(R):

u= j st/l(s) N
Ay
es gibt hochstens abzihlbar viele s € 4;, die positives u-Mass haben. Fiir jede
Borelsche Menge A bezeichnen wir

o(A) = >3 ul{s)), (A)=pulA) - g(A).

s=A
p(s)=0

o und 7 sind Borelsche Masse auf 4. Ist

ur = | Kedols)= 3 s(sH K,

V

1((s1)>0

U = st?(s),
Ay

so ist u, eine diskrete und #- eine total nichtdiskrete Funktion. Die Gleichheit

% =1Us+ U=
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stellt eine Zerlungen von # in eine diskrete und eine total nichtdiskrete
Funktion dar. Eine nichtnegative harmonische Funktion ist diskret dann und
nur dann, wenn ihr kanonisches Mass in einer abzihlbaren Menge konzentriert
ist.
* * *
R und R werden von nun an zusammenhingend sein und R& Oq.  Ist

R offen, so bezeichnen wir

4(f) ={se 4| K; € HP(f)},
4i(f) = 4(f) N 44.

Ist R’ kompakt, so setzen wir 4(f) = 4i(f) =¢. Wir wollen zeigen, dass 4(f),
4,(f) Borelsche Mengen sind. Es sei {R»} eine normale Ausschopfung von R
und po = f"(R}). Wir bezeichnen

Ta(e) ={se ‘”,-;(IR, )Ks(_i)o) >e).

Es sei {si} eine Folge aus I';(¢), die gegen s, konvergiert. Nach dem Satz 11
ist
I Ko(po)=lim I Ks(po)=e.

) i»>® f~YR'n)

YR
Die Menge I',(e) ist somit abgeschlossen. Die zu beweisende Behauptung wird

aus der Gleichheit

A—A(f)': G Drn(].%)

m=1n=1

folgen. Ist s in 4— 4(f) enthalten, so gehort Ks der Klasse HP(f) nicht an.

Es gibt also ein relativkompaktes Gebiet G' derart, dass

K; %0

F ki)

ist. Es sei 4 ein Weg auf R, der p, mit einem Punkt p, von f~'(G') verbindet,

fiir welchen
I ) Ks(p) >0

e
ist. Fiir ein geniigend grosses # ist

F() UG C R
Aus dem Satz 12 folgt

Ks< ( I Ks)°‘0,
I (B )

J7Hen
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wo 7 die identische Abbildung von f~'(G’) in f *(Ry) ist. Daraus ergibt sich,

dass I Ksim Punkte p, nicht verschwinden kann und s gehort der Menge
I~URIn)

)

U u I‘,,(—l ) an. Da jeder Punkt dieser Menge offenbar der Menge 4 — 4(f)

m=1 =1 m—“
angehort, so ist die obige Gleichheit bewiesen.

HiLrssatz 7. Es sei ue HP(R),
w={ Kduls)
A

und R' offen. u gehort der Klasse HP(f) dann und nur dann an, wenn
w(d—4(f)) =0 ist. Ist ' € HP(R') und

wof =§ Kodu(s),
Ay

so ist

! =
Iu jAl(/)stﬂ(s).
Ist u(4—4(f)) >0, so ist u(I'y(e))>0 fiir wenigstens ein »# und ein e. Ist
v= S Ksdu(s),
Cu(e)
so kann man eine Folge {#;} von Riemannschen Summen bilden,
kj
uj = z_leﬁ/l(Aji) (sji € I'n(e)),

die gegen v konvergiert. Dann ist nach dem Satz 11,

I o(p)=lim I )uj(Po);&u(rn(E))>0.

I7Y(R'n) j»» [~YR'n
v gehort also der Klasse HP(f) nicht an und, da v <« ist, gehort auch » der
Klasse HP(f) nicht an.
Es sei jetzt pu(4d—4(f))=0. Da 4(f) eine Borelsche Menge und u ein

Borelsches Mass ist und 4 eine abzihlbare Basis hat, so kann man eine
nichtabndhmende Folge {Ai} von abgeschlossenen Mengen finden, so dass
u(d(f) —A) =0 ist ([3], Seite 228), mit

A= QAiCA(f).
i=
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Dann ist # = L Kdu(s). Wir bezeichnen
w=| Kdels) (=12 ...
Ag

{u:i} ist eine nichtabnehmende Folge, die gegen » konvergiert. Ist

I =0

e
fiir ein relativkompaktes Gebiet G’ auf R/, so ist laut des Satzes 11

I u % 0

~ha’)

fur ein gentigend grosses 7. Wir kénnen also vom Anfang an annehmen, dass
A abgeschlossen ist. Es sei p ein Punkt von f"G"), fiir welchen

I u(p)>0

smuan

ist, und {R,} eine normale Ausschépfung von R. Wir bezeichnen mit %, die
identische Abbildung von f™*(G') N\ R, in R, und mit I die Menge

In={se AlLKi(p)= I u(p))-

1
2u(A) r-1yen
Da A abgeschlossen ist, so folgt aus dem Satz 11, dass I, eine abgeschlossene

Menge ist. Sind die Mengen I', nicht leer, so ist auch (\ I, nicht leer, da A
n=1

kompakt, und die Folge {I'.} monoton ist. Fiir ein s € ﬁ I, ist nach dem
n=1
Satz 10,

I Ks(_p) = lim I"In Ks(_p) >0,
mya) n—>®

was der Beziehung s € 4(f) widerspricht. Fiir ein geniigend grosses 7 ist also

I'n leer. Es sei {#;} eine Folge von Riemannschen Summen
kg
Uj = ZJIKS;',"U(A][) (Sji <] A),

die gleichmé&ssig im Inneren von R gegen # konvergieren. Nach dem Beweis
des Satzes 11 ist

L, u(p) = gl_fg I, ui(p).
Aber

k

Y = S (A L Aooan -
Innuj(.p) = %/‘(A;z) InnKs;'i(P) < 2/1(A) :E_lzﬂ(AJz)j_lé,)u(P) =

1

- I u(
2 i ?)
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und man erhilt die widersprechende Beziehung

I ap)<Laup)< 5 I ulp).
sHary

~xa”)
Es ist also
I u=0

~Ye)
und u € HP(f).
Die Funktion |

JAg(
offenbar nicht grosser als #'c f ist, so ist

; Ksdu(s) gehort also der Klasse HP(f) an und, da sie
)

f Ksdp(s) < In'.
Ay (f)
Aus In' <u'o f und Hilfssatz a erhilt man
In' =S Ks6(s) du(s),
Ay
wo 0 <1 ist. Da aber Iu'= HP(f), so folgt aus obigen Betrachtungen
==
Iu SAl(f)Ks(i(s) dul(s) SLM) Ksdu(s),

I =§  Ksdu(s).

Ay

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich I11= w(4,(f), R).

Wir nehmen jetzt an, dass R' & Og und es sei 4' der ideale Rand von R’
und K¢ die Funktion von Martin auf R. Fir ein endliches Mass p' auf &'

werden wir mit u'c f das kanonische Mass der Funktion
(S Kb d/.l'(S')) of
A’
bezeichnen. Aus
(f Boarwsn)or=10r=1= Kadlr(s)
Ar Ay

folgt Xrof =7/r. Fiir einen Punkt s' € 4’ bezeichnen wir mit ds das Mass auf 4'

1 fur A'>s

(A1) = { 0 fiir A'€Es.

Dann ist

Kyof = Sdled(as,of) (s),
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Es seien X, X' zwei lokalkompakte topologische Riume, ¢’ ein Borelsches
Mass auf X’ und fiir jedes %' = X’ sei ur ein Borelsches Mass auf X, so dass
fiir jede Borelsche Menge A aus X die Funktion x' - u.(A) eine Borelsche
Funktion ist. Wir setzen p(A) = SX'/M(A) du'(x') ; u ist ein Borelsches Mass.

Fiir jede nichtnegative Borelsche Funktion ¢ auf X ist
x! —>§ o(x) dpe(x)
X

eine Borelsche Funktion auf X’ und

(5) § (§,000 aut) ) dwixy = | o) dut).

Denn diese Formel ist erst fiir die charakteristischen Funktionen der Borelschen

Mengen wahr und daraus folgert man sofort, dass sie fiir beliebige positive

Borelsche Funktionen gilt.

Es sei G eine offene Menge auf R die den Punkt p, enthilt. Die Funktion
s' = I(Ey o f) ()
ist laut des Satzes 11 halbstetig und somit eine Borelsche Funktion. Aus
HG'™ (po) = (Kgo ) (o) = I(Kseo £)(po)
(Hilfssatz 4) folgt, dass auch die Funktion
s' = (Kg o f)5-¢ (Do)

messhar ist. Es sei jetzt A eine abgeschlossene Menge in 4 und
1
Ar={peRldp, A) g;},

wo d(p, A) die Entfernung zwischen p und A in der Metrik von Martin
bezeichnet. Die Funktionen

s' = (Ko £)5, (o)

bilden eine nicht zunehmende Folge und ihr Limes ist wieder eine Borelsche
Funktion. Nach (4) ist
lim (Ko )5, (80) = | Ko(po) d(3eo 1) () = (85 £) (A).

n—>w

Es sei @® die Klasse der Borelschen Mengen A C 4, fir die die Funktion
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s'-> (ds° f)(A) messbar ist. @ enthilt also die abgeschlossenen Mengen. Es
seien {A;) eine monotone Folge von Mengen aus @. Aus

(850 f) (lim A;) = lim (g0 ) (A;)

> 2

sieht man, dass @ eine monotone Klasse ist ([3] Seite 26). Darauas folgt, dass

@ alle Borelschen Mengen enthilt.
HiLrssatz 8. Es sei ' ein endliches Borelsches Mass auf 4'. Dann ist
[ (§ Koo r) (9)) duts) = | Kedurop) ().
A A A

Nach obigen Bemerkungen erfiillen die Masse dsof die Bedingungen der

Formel (5), und somit ist

[ (§ matwor) ©) duts) = § Keduts),
WO

MB) = | (5:01) (B) du(s")
ist. Fir A gleich 4; ist also laut der Definition von u'c f
§ (§ Eedtowor) ) awsh={ (Kyor) au(s)
arNJ oy A
=(f BvawsH)or={ Bawop (),
A Ay

und somit ist

Lled(waf) (s) = SA,KSd"(S)'

Aus der Eindeutigkeit der kanonischen Masse folgt # = u'° f, was zu beweisen

war.

Satz 14, Ist R & Og und

W= j K. dy(s") € HP(R'),
N
so ist

I = j Ked(u'o f) (s) =j IKL di ().
AL f) A’

Ist fiir alle s' € 4', bis auf eine Borelsche Menge vom p'-Masse Null,
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1K} = Sist(as,of) (s),
wo A C 4, eine Borelsche Menge bedeutet, so ist

hu:SAstwof) (s).

Da nach der Definition von /o f

wof =jA Ksd(io f) (s)

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 7

Iu' = jw)md(ﬂ o £) (s).

Insbesondere ist

! = o
Ky = | Ked(osop) (5).
Aus dem Hilfssatz 8 haben wir
! — o = ' o = I,
J vaxs = (§  KaGer o)ars)=] Kadwes) s =1u
Die letzte Behauptung ergibt sich aus

1w ={ uan(s)= § Kedtowo 1) (9)) d(s)) = § Kedtuop) (s).

Wir werden mit 4'(f), 4i(f) die Mengen
4'(f)={s"e 4| IKé{ =0}, a(f)=aNA(f)

bezeichnen. Es ist offenbar

2(5) = U {s' e #1IK(p0) = - |-

n=1

Daraus erkennt man, dass 4'(f) eine Menge vom Typus F, ist. Ist G eine
offene Menge auf R, so setzen wir 4(G) = {s & A1[£K33FO}. Aus 4,(G)

= U 4,(G;), wo G; die Komponenten von G sind, sieht man, dass auch 4:(G)
i

eine Borelsche Menge ist.

HiLrssatz 9. Ist us HP(f) und

Eu:jéllféfdu'(s’)<oo,
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so ist u'(4 —4'(f))=0.
Wir setzen

u' =5 K di'(s') < Eu.
A=A f)

Nach Satz 14 ist I#' =0 und nach Hilfssatz 3 ist
W =El=0, p(4d~2(f)=u(p)=0.
Satz 15. Ist
= jAIIK;,du'(s') € HP(R'),
so ist auch

EId =j KL du'(s)).

Ay (f)

Es sei #' = uj+ u; die im Hilfssatz 3 eingefiihrte Zerlegung und

) =j Kuddl(s')  (i=1, 2).
Ay
Da nach Satz 14
0=Iuy=\ IKLduy(s")
Ay

ist, so haben wir 5(4i(f)) =0. Da wu} = EI4' ist, so gilt, nach Hilfssatz 9,
pi(dy— 4i(f)) =0. Daraus und aus #' = uj + u folgt

ER/=ul =  Kidy(s).

A (f)

Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere

Elo(A', R) = | Ky din(s) = w(A'NAf), R),
A AN ()
EIl=o(4i(f), R".
HiLrssaTz 10.  Fiir zwei offene Mengen G, G: auf R ist

4,(G) N 4(G) = 4(GINGy).

Es ist offenbar 4,(GiNG:) Cdi(G) N 4i(Gz). Es sei jetzt s € 4,(Gy) N 4,(G2).
Dann ist
ITK;=0 (1=1, 2)
@

und nach Folgesatz 2 ist GiNG: = ¢,
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I Ksx0

G1nG2
und

4,(G1) N 4(G:) T (G N Gy).
Sarz 15'. Ist

u={ Kaduls)e HP(R)
und G eine offene Menge von R, so ist
Elu={ Kdus).
GG Ay(@)
Es seien G; die Komponenten von G. Nach Satz 15 ist

Elu= j Ksdu(s).
2y(G4)

G Gy

Daraus und aus Hilfssatz 10 folgert man

S Elu= gswi)z{sdms) =

TGy Gg

st/l(s) =j st,u(s).
(@) A1(@)

Es sei » die identische Abbildung von G in R. Es ist
({ u< (D)ETu)oy

t Gy Gg

und deshalb

EIu<3>E Iu.
GG i GG
Aus EIu<EIu und (EIu)N(EIu)=0 fir i/, folgt
Gy G¢ G a @ Gi Gj Gj
SSEIu=VEIu<EIun.
t G Qg 1 Gi @y [eXe]

Es sei ¢ eine endliche totaladditive Mengenfunktion,
u={ Kido(s),  Go={peRlu(p)>0)

und 7 die identische Abbildung von G, in R. Nach b) Satz 6 ist uoy € HP(y).

Es ist offenbar
uVO0 = g(uwy) = EIE(uoy).

Gy Go Go

Da
wVo=| Kds*
Ay
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ist, so folgt, aus dem Satz 15, ¢*(4 — 4,(Gy)) = 0. Ahnlicherweise beweist
man, dass ¢ (4, — 4H(R—G,)) =0 ist. Daraus folgt, dass 4,(Gy) eine positive
und 4i(R— G,) eine negative Menge fiir ¢ ist.

Hivrssatz 11.  Es sei u eine Differenz von zwei nichinegativen harmonischen

Funktionen auf R:

u=§ Kqﬁ(s)dZ(s)JrS K.dools),
Ay Ay

wobei oy orthogonal zu ¥ ist. Setzt man

Ac={se4|0(s)>a},  G.={peRlulp)>al,
so ist
A. T 4(Gy): 1]
und 4,(G,) ist eine positive Menge fiir a. Ist fiir ein a{s € 4,|0(s) = a} vom
harmonischen Masse Null, so ist 4 — 4,(G,) — 4,{ R — G.) auch vom harmonischen
Masse Null.

Es gentigt den Hilfssatz fiir « =0 zu beweisen, denn wir kénnen # — a an
Stelle von « betrachten. Es sei Iy, It eine Zerlegung von 4;, fiir die X(I3) =0,
[go] (I'1) =0 ist und

w={ Kedols), a(A)=S 8(s) dl(s)+ ol A).
Ay A

Nach obigen Bemerkungen ist 4,(Gy) eine positive Menge fiir o. Ist AC 4(Gy),

so ist
gl A) = gl ANT,) = 6(ANTy=0.

Daraus folgt, dass 4:(Go) eine positive Menge fiir oo ist. Es ist

o= 0(s) dx(s) = | 8(s) di(s)
Agn(A1—A1(Gp))

49N (A= A1(Gp)) ATy
= O‘(Aom (Al - AJ(GO)) (\1“1) = - a"(Aoﬂ(Al - Al(G))n]‘I)éo
und somit X(Aom (A] - A1(G0) )) = 0, AoD AllGo) : [:Z]

Wir nehmen jetzt an, dass die Menge {s € 4;|0(s) = «} vom harmonischen

Masse Null ist und es sei
A; ={se4]0(s)<a} T 4(R-G.): [1].

Dann ist 4, — A, — A7 vom harmonischen Masse Null. Da, nach dem Hilfssatz
10, 4,(G.), 4,(R— G.) punktfremd sind, ist
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X(4(G) U 4(R = G.)) = X(4(Ga)) + X(4(R = Go)) = X(Aa) + X(AZ) =1

und somit ist 4i — 4i(G.) — 4i(R — G,) vom harmonischen Masse Null.

IV. Die Hauptsatze

Es ist wichtig den idealen Rand von Martin auch fiir Riemannsche Flichen
R’ ohne Greensche Fnnktion einzufithren. Es sei G’ eine Kreisscheibe auf R/
und R=R —G'. R hat eine Greensche Funktion und somit einen idealen Rand
4. Es sei 4o die Teilmenge jener Punkte von 4 die nicht auf dem Rand von
G liegen. Wir bezeichnen R& = R'U 4y und fithren auf R4 diejenige Topologie
ein, fiir welche die identische Abbildung von R in R4 — G' ein Homeomorphismus
ist. Man kann leicht zeigen, dass der topologische (metrisierbare) Raum R
von G' nicht abhsingt [13]. Deshalb werden wir einfach 4' und R' an Stelle
von d¢ und R schreiben. 4’ heisst der ideale Rand von R'. Ahnlicherweise
fithrt man die Menge 4! ein. Ist R’ kompakt, so ist offenbar 4' leer.

Eine (nicht unbedingt Borelsche) Menge A’ auf R’ heisst polar, falls fiir
jede Kreisscheibe G’ auf R' eine Funktion S'e SP(R' —G') existiert, S'# + oo,
fir die in jedem Punkt ¢ € A'~ G’

lim S'(p') = + o

p'>q’
gilt. Eine Menge M' aus R' ist dann und nur dann polar, wenn sie eine Nulle
dussere Kapazitit hat; insbesondere ist ein Punkt aus R' eine polare Menge. Hat
R’ eine Greensche Funktion und ist A’ polar auf R’, so kann man leicht beweisen,
dass sogar eine Funktion §' € SP(R') zu finden ist, die die obige Beziehung
erfillt. Eine Teilmenge einer polaren Menge und die Vereinigung abzihlbar
vieler polarer Mengen sind polar.

Es sei I' eine offene Menge aus 4".  Dann gibt es eine Funktion

Sr‘ e SP(R) fiir die
lﬁg Sr(p)=>1, Sr(po) <2 X(IN)
P>

ist. In der Tat, es sei {e.} eine abnehmende Folge positiver Zahlen, die gegen
Null konvergieren, so dass die Menge der Punkte von I, deren Entfernung (in

der Metrik von Martin) von 4 —I'" gleich e, ist, vom harmonischen Masse Null

) Re:Og.

https://doi.org/10.1017/50027763000002063 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000002063

VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 45

ist. Es sei I', die (abgeschlossene) Menge der Punkte aus I', deren Entfernung

von 4 —I' nicht kleiner als ¢, ist. Dann haben wir
Iy = Tpey) = LT p—=Tpo1) (I = ¢).

Nach (4) kann man eine offene Menge G, finden, G, DIy — I',_1, fiir die
* . I
15, 200 <20(p0; Tn=Tnt) =20Tn=Tr)

ist. Wir setzen

Es ist

Sr( po) <2 éx(rn —Tno1) =2X(D)

und lim S.(p)=1. Es sei A C 4 eine Menge vom harmonischen Masse Null
p~»I .
und {I™} eine nichtzunehmende Folge von offenen Mengen in 4, die A enthalten

und
gl}((l‘”) < oo
ist. Dann ist
S = 3iSm# + e,

Se SP(R) und
lim S(p) = 4 oo,
p->A

Jede Menge aus 4 vom harmonischen Masse Null ist polar. Insbesondere ist die
Menge 4 — 4, polar. Jeder Punkt s < 4i, fiir welchen Ks nicht beschrinkt ist,
bildet eine polare Menge. Der ganze ideale Rand einer Riemannscher Fliche
R = Og ist polar, da er auf dem idealen Rand von R’ — G' eine Menge vom
harmonischen Masse Null ist. Umgekehrt ist jede polare Menge aus 4 vom
harmonischen Masse Null. Es sei AC 4 eine polare Menge, S SP(R), S#% + o,
S(p0) % + o und
lim S(p) = .

P—)}}EA
Wir bezeichnen
G.={p<ER|S(P)>a},
G(s, ) ={peR|d(p, s)<e)}.
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Es gibt offenbar fiir jedes s € A ein ¢> 0, so dass G(s, ¢) C G. und somit
4(G(s, ¢)) C4i(G,) ist. s gehort aber der Menge 4 (G(s, ¢)) an, da

I Ks=x0

G(s, €)

ist, wie am Anfang des Abschnitts III bewiesen wurde. Es ist also A C4:(G,).
Aus

1
051313 ?S
auf G,, folgt
E I]s S

Gao Ga

Nach Satz 15 ist dann w(4,(G.)) S%S. Daraus ergibt sich

lim X(4:/(G,)) = hm o(po; 4(G.)) shm —S(po) =0,

o>

was zu beweisen war.

¥ * *

Fiir jeden Punkt s € 4, bezeichnen wir

Mf(3)=M(s)= N f(G);lz’

A1(G)3S

dabei ist 7(G) die abgeschlossene Hiille von f(G) in R'. Der Durchschnitt
endlich vieler Mengen f(G) mit 4/(G) = s ist nicht leer, da nach Hilfssatz 10

uDS

 FG DANG) 9

ist. Daraus und aus der Tatsache, dass R’ kompakt ist, folgt, dass A7(s) eine

abgeschlossene nichtleere Menge ist.

a) Fiir jede offene Menge G' die M(s) enthdlt, ist s € 4(f (G'NR')).
In der Tat, wire, fiir jede offene Menge G, fiir die s € 4(G) ist, f(G)E G, so
bildet {f(G) — G'| 4(G) = s} eine Klasse von nichtleeren abgeschlossenen Men-
gen. Fiir 4((Gi)=s(£=1,2, ..., n) ist nach Hilfssatz 10 4,( ﬁG;)Bs und somit

3:

(f(Gi) - ((:\f G'Df(nc,)—c'am

-
]

1

Daraus folgt, wie oben

12) Fiir die Definition von M/ geniigt, dass R’ ein topologischer Raum sei.
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N (f(G) -G = ¢.

[SUEN

Diese Menge ist einerseits in AZ(s), andererseits in R’ — G' enthalten, was
widersprechend ist. Es gibt also ein G, 4(G)>s mit f(G)CG'. Aus
GC AR CFHYG' NR) folgt se 4(f™(G'NR)).

b) Die Menge M(s) ist zusammenhingend, denn im entgegengesetzten
Falle kénnte man zwei punktfremde offene Mengen Gj, Gj derart finden, dass
M(s)CGIUGH M(s)NGix¢ (i=1, 2) ist. Aus obigen Betrachtungen folgt
se4(f(GINRIUSMGINRY). Daaber f(GINRI)NSGINR) =¢ ist,
so muss s wenigstens einer Menge 4i(f '(GINR')) angehéren. Ist das der

Fall z.B. fiir =1, so ist M(S)CG—;, entgegen der Voraussetzung, dass

MGS)NGi=¢
ist.

c) Aus s€ 4 — 4,(f) folgt M(s) CR' und umgekehrt. Ist R' kompakt, so
ist diese Bahauptung evident, so dass wir annehmen konnen, dass R’ offen ist.
Ist s di— 4(f), so ist Ks& HP(f), und es gibt ein relativkompaktes Gebiet
G'CR', so dass s 4,(f(G')). Esist also M(s)CGZCR. Ist M(s)CR, so
existiert ein relativkompaktes Gebiet G’ C R/, das die Menge M(s) enthdlt.
Dann ist nach a)

I Kix0
f-ye’)

und s 4, — 4:(f).

d) Es gibt einen Weg X auf R mit dem Endpunkt in s, so dass die Menge

der Limespunkte von f auf 1 (cluster set) mit M(s) zusammenfillt und

lim Ky (p) = sup K;

ADp->s

ist. Es sei G(s, 1/n) (bzw. G'(M(s), 1/n)) die Menge der Punkte von R (bzw.

R'), deren Entfernung von s(bzw. M(s)) kleiner als 1/# ist und
Ga” = (P (S RIKS(P) > “H)v
w0 an tsup Ky ist. Am Anfang des Abschnittes III wurde gezeigt, dass

Ks %0, I Ks=0

G(s, 1/n) Gay

und somit s € 4,(G(s, 1/n)), s € 4(G.,) ist. Aus a) folgt s € 4,(f NG (KM(s), 1/n))).
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Laut des Hifssatzes 10 ist dann s € 4,(G(s, 1/2) N G, N UG (JL(s), 1/n)).
Es sei D, diejenige Komponente (Folgesatz 2) von G(s, 1/#) NG, N £ (G (J(s),
1/n)) fiir die s< 4,(Dy) ist. Es ist offenbar Dy+1CD,.  Es sei ' ein Punkt
aus M(s) und G'(#, ¢) die Menge der Punkte von R', deren Entfernung von
?' nicht grésser als ¢ ist. Da aber s € 4,(D,) ist, so haben wir fiir jedes n,
DnE ™R = G'(, ¢)). Es ist also DN f G (D), ) %¢. Es sei jetzt {Hn}
eine dichte Folge in AZ(s) und p(#) (0<t<1 —1/2) ein Weg auf D;, der mit
F UG (P}, ¢)) wenigstens einen Punkt gemeinsam hat und p(1-—1/2) € D, ist.
Wir nehmen an, dass der Weg p(#) schon fiir 0<t<1 — 1/2""" konstruiert
wurde und p(1—1/2""') € D, ist. Dann konstruieren wir p(#) fiur 1-—1/2""
<t<1-1/2" so, dass er in D, enthalten ist, mit f~(G'(§;, 1/2")) (i =1, 2,
..., n) wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat und $(1—1/2") € D4, ist.

Der so konstruierte Weg 2 besitzt offenbar die oben angegebenen Eigenschaften.

Es sei §(f) die Menge der Punkte s aus 4y fiir die M(s) aus einem
einzigen Punkt besteht. Wir setzen fiir s F(f)

£ (s) = M(s).
Die Abbildung 7 : F(f)- R’ besitzt folgende Eigenschaften :

a) Es ist fiir jedes p= R’
F7UB) = Q4G D, 1Um)).

b) f ist messbar, d.h. £ *(A') ist eine Borelsche Menge, fiir jede Borelsche
Menge A'CR'. Insbesondere ist 5(f) eine Borelsche Menge.

o) fTHNCA(S);  FTHR)Cdi— 4(f).

d) Fiir s€§(f) ist £(s) ein asymptotischer Punkt von f in s.

e) Es sei s<= {F(f) und F eine abgeschlossene Menge auf R, fiir die
s€ 4,(R—F) ist. Dann gibt es eine Folge {p»} aus F, die gegen s strebt, so
dass lim Ks(pn) = sup Ks ist und die Folge {f(p»)} gegen f (s) konvergiert.

n—>o

f) Fiir R&0q, s€ 4 und EKs%k o ist s€3(f) und EKs=aK5 mit a
eine positive Zahl.

a) Ist se £ ('), so gilt nach der Eigenschaft a) von M(s), s€ 4(f (G(p,
1/n))) fiir jedes n. Ist, umgekehrt, s € 4,(f (G (p’, 1/n))) fiir jedes #, so

haben wir
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M(s) C 7 NG (p', 1/n))) CG(H', 1/n)
und somit M(s) ={p'}. Daraus folgt s€F(f), s€ s (p").

b) Es geniigt zu zeigen, dass f "'(A’) eine Borelsche Menge ist, wenn A’

abgeschlossen ist. Es sei {$})} eine dichte Folge auf A’ Es ist offenbar

FUAYC O U Al G Bl 1/m)).

m=1 n=1

Es sei s & ﬁ D 4(f (G (ph, 1/m))). Dann gehort der Punkt s, fiir jedes m,
einer Men;e‘lznh(lf_l(G’(ﬁium), 1/m))) an. Es sei p’ ein Hiufungspunkt der
Folge {phumtm (p' = A") und G' eine Umgebung von »'. Man kann ein m
finden, derart dass G'( phom, 1/m) C G' ist; daraus folgt s € 4(f (G NR'))
und #7(s) C &'. Da @' beliebig war, so ersieht man hieraus, dass A(s) = {5’}
istund seF(f), sef HpNCTF A gilt. Da 4(f (G (ph 1/m))) Borelsche
Mengen sind, so ergibt sich, dass auch ¥ (A’) eine Borelsche Menge und 7
messbar ist.

c) und d) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von i7(s).

e) Aus s€ 4i(G(s, 1/n)), s € 4(Gy,) (an t sup Ks, Go, = {p € R|Ks(p) > an}),
se 4,(f1(G'(f(s), 1/n))) und Hilfssatz 10 folgt

s€ M(G(s, 1/n)NG.,NFHG(F (s), 1/m))).

Da s 4,(R— F) ist, so ist die Menge G(s, 1/n) NG,,Nf(G'( £ (s), 1/n)) nicht
in R— F enthalten. Es gibt also einen Punkt p,,

PrEG(s, 1/m)NGy,,N fHG(F(s), 1/n))NF.

Die Folge {p,} besitzt offenbar die gesuchte Eigenschaft.

f) Nach Satz 7 ist EKs = agh (p' € R'), oder EKs = aKi (s' € 4)). Im
ersten Fall sei G’ eine relativkompakte Umgebung von p'. Auf dem Rand von
FHG") ist Ks nicht grésser als agh o f und somit beschrinkt. Nach Hilfssatz
4 ist

K=

= K LI
X a) + Hf e
Da K nicht beschrinkt und Hf% ., beschrinkt ist, so ist

K = 0.
fve)

Es ist also s€ 4(f7(G"), s€F(f) und F(s) =p". Im zweiten Fall sei G’ eine
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Umgebung von s’ und G'=G'NR'. Da
IRy %0, IrKbz oK% 0
&

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 6,

E I IfKi = I Kb.
f-ue’) f~ue’)

Nach Hilfssatz 3 ist
Kq = Ks

E I
f~ye’) f~ue’)
und s€ 4,(f"X(G")). Es ist also seF(f) und 7 (s) ="

Satz 16 (Riesz-Lusin-Privaloff-Frostman-Nevanlinna). Es sei A’ eine polare
Menge auf R'. Ist fiir eine Menge AC 4;, M(s) C A’ fiir jedes s € A, so ist A vom
harmonischen Masse Null.  Insbesondere ist f (A') eine Menge vom har-
monischen Masse Null.

Es sei G' eine Kreisscheibe auf R und S = SP(R'—G'), S'£ o und

lim  S(p') = .
ey O
Wir bezeichnen
Ag ={se A|M(s) CA' - G},
Gi={peR-G|S()>al,
D= YR -G, G. = fGL) CD,

7. die identische Abbildung von G, in D und % die identische Abbildung von D
in R Es sei s e Ag. Dann ist G'(M(s), ¢) CG. fiir ein ¢>0 und
s€ 4(f UG (M(s), €))) C4(G,), Ae C 4,(G,). Wir werden beweisen, dass

lim w(4i(Gy), R) =0
und somit Ag vom harmonischen Masse Null ist. Auf G, ist

Inon¢1 < 1 S}]'?S’of_
Daraus folgt

E"laI'IO’Ial < %S, of

13) Siehe auch Theorem 6-2 von [6] im Falle, dass f eine Lindelofsche Abbildung ist.
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auf D und
lim Ev, fyon, 1 = 0.
Aus
EvyInony1 = En [y 11 < In1
folgt En,Inon,1 € HP(y). Die Folge {En.,Ion,1}» ist eine nichtzunehmende
Folge aus HP(») und nach Satz 6 ist

lim EnE‘q,,Inon,,]. = 0.

n->%

Nach Satz 15’ ist aber

E’iEﬂnInon"l = Enonﬂfnon,,l = w(Al(Gn), R),

woraus

lim w(A1(Gn)’ R) =0

n->x

folgt. Es sei s€ A— Ag. Dann ist M(s)NG'NA'x¢. Da aber A'NG eine
Menge der Kapazitit Null und M(s) ein Kontinuum ist, so reduziert sich M(s)
auf einen Punkt aus G. Ist £’ eine zweite Kreisscheibe auf R/, so dass
QNG =¢ ist, so ist s& Ag, und A C Ae U Ao, Daraus folgt, dass A eine

Menge vom harmonischen Masse Null ist.

HiLrssatz 12. Hat R' eine Greensche Funktion, so ist die Menge f~'(s')
fiir jeden Punkt s'€ 4\(f) nicht leer und

Ky =, Kedawos) ().
Fush)

Da
IrK¢ %0, I )Ké» *x0

G'(s', €
ist, so folgt aus dem Hilfssatz 6,

If Kl = [r Ke.

feris’, €) fTUG (s, )
Nach Satz 14 ist

IfKé' = j st(59f°f) (8)
Ay(f)
Aus diesen Gleichheiten und aus Satz 15’ ergibt sich

KL= Kod(3sof) (s),

83 N8 (UG (87, E)))
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Aus den Eigenschaften a) und c¢) von f erhalten wir

Iy Kl = lim |

no>w Y A nA(fHG (s, 1/n)))

Kyd(boof)(s) = | Ked (Do f) (s)

AfynF=L(s")

=j" st(asfof) (S).
fNs
Sartz 17. Ist R&EOg und
W= ELay(s)eHPR),
v
wo A' eine Borelsche Menge auf 4) ist, so ist

={, Kador) ()= Ed(uof) ()=  Kedizdof) (s).
Flan )

BFrnays

Ay

Es ist
Tw(A', R)=w(f7'(4"), R),
2=(4(f) —F(fF)) =0.

Nach den Eigenschaften b), ¢) von /', Satz 14 und Hilfssatz 12 ist
IKy={, Ked@eof) ()=, Kid@sos) (s)
v fus) fuan
fiir jedes s'e A’. Es ist also nach Satz 14

lu'=SA Kd(do ) (s).
f_l(A')

Daraus und aus dem Satz 14 folgen sofort die anderen Gleichheiten aus der

ersten Reihe. Die letzten Behauptungen des Satzes ergeben sich aus diesen

Gleichheiten durch Betrachtung der Beziehungen

w(Al!, R =SA,K;’dXP'(S’)y Areo f = .

Hivrssatz 13. Es sei F eine abgeschlossene Menge der Kapazitdt Null auf
R, R = R—F, y die identische Abbildung von R in R, und 4 der ideale Rand
von R. Dann ist 7 diberall auf 4,(n) definiert; % bildet 4,() topologisch auf

4, und
Ms(s) = Mson(77(s))

fiir jedes s€ 4y. Ist AC4i(y) eine Borelsche Menge vom harmonischen Masse
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Null, so ist auch %(A) eine Borelsche Menge vom harmonischen Masse Null.

Wir konstruieren den idealen Rand von R in Bezug auf einen Punkt
p€ R— F und den idealen Rand von R in Bezug auf 7 *(p,). Es sei § €4:1()
und K¢ die Funktion von Martin auf R. E.XK?¢ ist offenbar die auf R harmonische
Funktion, die in allen Punkten von R — F gleich (Kg)oy™! ist. Nach der

Eigenschaft f) von % ist % in § definiert und

EnK3 = K& 3.
Aus 7(8§;) = 7(8:) folgt, dass die Funktionen X§, K3, gleich sind und somit
die Punkte §i, 8§, zusammenfallen; % ist also eineindeutig. Es sei s € 4;.
Dann ist offenbar Ksoy eine minimale Funktion auf R aus HP(y). Daraus

folgt, dass ein § € 4:1(y) existiert, so dass Ksoy =Xk ist. Es ist also s=7(s,)
und % ist auf 4;,. Aus

K78y = (Icfg)"??-l, Ks°77=f°f¢1-1m

1

sieht man, dass 4 und % stetig sind. Es sei G eine offene Menge auf R.

Ist s € 4.(G), so ist 57'(s) € 41(»"(&)) und umgekehrt. Daraus und aus

f(G) =fon(y~(G)) folgt sofort
Ms(s) = Myon(771(s)).
Die letzte Behauptung ergibt sich aus
o(7(A), Ryeq=Lo(i(4), R) =w(4, R)=0.

Satz 18 (Fatou-Nevanlinna). Ist f eine Lindelofsche Abbildung [6], (was
immer der Fall ist, wenn R'€&Qq ist), so ist f fast iiberall auf 4, definiert, d.h.

Lr(di—F(fF)) =0.

Wir bezeichnen mit 4(f) die Menge der Punkte s € 4, fiir die M(s) C &'
ist. Nach der Eigenschaft c) von Af ist 4(/) C4(f). Wir wollen zu erst
beweisen, dass

Te(dy = 4lf) =F(f) =0

ist.  Fiir zwei beliebige Punkte p', ¢’ aus R' gibt es eine Funktion vp4 auf R’
die ausserhalb der Punkte p’, ¢ harmonisch ist, im Punkte p/, bzw. ¢/, eine
positive, bzw. negative, logarithmische Singularitdt besitzt und auf dem idealen
Rand normiert ist, d.h. es ist
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vp'q’
HR'-E" =Vprg

fiir ein relativkompaktes Gebiet G/, das die Punkte p/, ¢’ enthélt. Wir bezeichnen
=R—- f7'({#", @'}), 4 den idealen Rand von R, j; den Teil der Minimalen aus
4, 7 die identische Abbildung von R in R und

G, = {r' € R'vpe(r') > a},
Goa = (f°77)_1(Ga,)-
Die Behauptung, dass f eine Lindeléfsche Abbildung ist, ist mit der Behauptung
4quivalent, dass die Funktion 4 © f o7 eine Differenz von zwei nichtnegativen
harmonischen Funktionen ist [6]. Nach dem Hilfssatz 11 gibt es eine dichte
abzihlbare Menge von reellen Zahlen Ny, derart, dass fiir jedes « € Npg
XI%(ZI _jl(Goa) —'21(& - ga)) =0
ist. Wir setzen weiter
Zoe= U (Gi=0:(G) = iR = G,
oENp’q’
Zpe =12 pq).
Nach Hilfssatz 13 ist Xz(Zpe) =0. Es sei s€ 4 —4(f) —Zpp und § = 77(s)

€4i(1) = Zpy. Fir jedes a € Npy ist entweder § € J1(Ga) oder § € 41(R — Go),

und somit ist entweder

M £(s) = Myon(8) CGh,
oder
M £(s) = Mron(§) CR — Gl

Es sei
ao = sup {vpe(r) |7 € Ms(s) NR'}M™

Fiir jedes a € Npo(a <a), ist Ms(s)&ER — G, und somit ist
Ms(s) C Gu.
Daraus folgt, da N, dicht ist, M(s) CGh, und wir haben
Ms(s) C{r € R | vpe(r') = ao).

Fir fast alle Punkte von 4, —41(f) ist Mys(s) in den Niveaukurven von vs,

W My(s) 0 R'*c ¢, da sedi(f) ist,
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enthalten.
Es sei {pi} eine dichte Folge auf R’ und

©
Z=U Zpoas
=1

es ist Zr(Z) =0 und fiir jedes s 4, — 4(f) — Z ist Ms(s) in den Niveaukurven
aller Funktionen v, enthalten, d.h. Ms(s) reduziert sich auf einen Punkt, da
noch Eigenschaft b) von A1, Ms(s) zusammenhingend ist. Es ist also s §(f),

4 - éﬂfl - %(f) CZ,
und

1r(di— 4(f) = F(f)) =0.
Ist R' kompakt, so ist 4i1(f) leer, und der Satz ist bewiesen. Ist R’ offen
und R € Oq, so ist nach Satz 16
1r(41(S)) =0,
da 4' eine polare Menge ist und somit haben wir Xz(4; — F(f)) =0. Ist R'€Oq,
so ist nach Satz 17
Ye(4:(f) =F(f)) =0.
Daraus und aus 41(f) C4(f) schliessen wir
1e(di = F() < Ar(dy = 4D = F() + Lal4i(f) = F () =0,
womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

FoLGcesatz 3. Es sei R< U und Ks eine beschrinkte Minimale. Dann
entstehen folgende zwei Moglichkeiten: entweder besitzt R' eine Greensche
Funktion, und dann ist f in s definiert, f (s)E 4}, K }(s jist eine beschrinkte Minimale
und R' € U, oder aber besitzt R' keine Greensche Funktion, und dann ist f in

s nicht definiert und f ist keine Lindelofsche Abbildung.

{s} ist eine Menge vom positiven harmonischen Masse. Nach Satz 18 ist
also £ in s definiert, falls R'é&0s. Ist, umgekehrt, # in s definiert, so ist 7 (s)
nach Satz 16 keine polare Menge. Das kann nur dann der Fall sein, wenn

R'€0g und K}(s, eine beschridnkte Minimale ist.

ForGesatz 4 [1].  Jede Fortsetzung einer Riemannschen Fldche der Klgsse
U gehort der Klasse U agn,
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Es sei R U und R'D R Die identische Abbildung ist offenbar eine
Lindelsfsche Abbildung. Aus dem Folgesatz 3 schliesst man zuerst R' & Og
und dann R' € U.

Heins hat mit O, die Klasse der Riemannschen Flichen mit Greenscher
Funktionen bezeichnet, die keine Lindelsfsche Abbildung in der Riemannschen
Kugel (Jw]|< «) besitzen [6]. Es sei O, die Klasse der Riemanschen Flichen
mit Greenschen Funktionen, die keine Lindelsfsche Abbildungen in Riemannschen
Fliache aus der Klasse O besitzen. Es ist offenbar

Oy C Oy
Aus dem Folgesatz 3 ergibt sich

UCOyp.

Man kann ein von Heins [4] gegebenes Beispiel benutzen, um zu beweisen,
dass die obige Inklusion O C O, echt ist.

Satz 19 (Léwner) Es sei R' & Og, A eine Borelsche Menge auf 4 und A’
eine Borelsche Menge auf 4'. Sind alle Limes von f in A in A' enthalten, so
ist

w(4, R)<w(A', R)of.
Ist ¥ auf A definiert, und ist f(A) C 4, so ist offenbar f (A) eine analytische
1'-messbare Menge und w(A, R) < w(f(A), R')o f.
Nach Satz 18 ist
(4, R) =w(ANF(S), R).
Es sei s€ ANF(f). Dannist f(s)e A/, denn f(s) ist nach Eigenschaft d)
von f ein asymptotischer Punkt in s. Daraus folgt ANF(F)C 7 (A") und

o(ANF(f), R <w(F7' (A", R).
Nach Satz 17 ist

o( £ (A", R) =Iw(A", R') < w(A, R)of,
was zu beweisen war.
V. Der Fall R= {|z| <1}

In diesem Abschnitt werden wir als Riemannsche Fliche R den Kreis
{l|z] <1} nehmen. Wir konstruieren den idealen Rand von Martin in Bezug

auf dem Punkt o =0. R ist homeomorph zu {[z| <1}, 4 zu {|z| =1} und

https://doi.org/10.1017/50027763000002063 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000002063

VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 57

4, =4. Wir werden somit als Punkte von 4, die Punkte ¢® nehmen. Es ist

10

e 2
Kuo=Re & T2,

e’ —z

Zr ist in diesem Falle gleich dem Lebesgueschen Masse, geteilt durch 2 n. Eine
Menge auf 4, ist also vom harmonischen Masse Null dann und nur dann, wenn
sie vom Lebesgueschen Masse Null ist.

Wir sagen, dass eine Menge F auf R im Punkte & einen Winkeleingang
hat, wenn man mindestens eine Folge {z.} aus F wihlen kann, die gegen e”

konvergiert und fiir die

i i0
| e —2n T
lim arg ———+| < -&-
] AT8 T 2

ist. An Stelle dieser Beziehung werden wir kurz
2> B e’
schreiben. Eine dquivalente Beziehung, die wir &fter benutzen, ist

lim |6 —arg za|

n—>® 1_‘[an <O°

Ist A eine Menge auf |z| =1, so sagen wir, dass F einen Winkeleingang in A
hat, falls sie in jedem Punkt von A einen Winkeleingang hat. Weiter verstehen
wir durch den Ausdruck “f hat im Punkte ¢° den Winkelgrenzpunkt 5' € B”
die Beziehung

lim f(z)= 7"

2->Xet0

Wir werden min F*(f) die Menge der Punkte ¢ bezeichnen, fiir die f einen
Winkelgrenzpunkt hat und mit f* die Abbildung F*(f) > ®,

X010 13
(e )_,llfﬁef(Z)'
Es ist bekannt, dass {H*(f) eine Borelsche Menge und f* eine messbare

Abbildung ist.

Satz 20®. Die Abbildung f ist fast iiberall auf F*(f) definiert und
gleich der Abbildung f*.

Es sei A die Menge der Punkte ¢  F*(f), wo M(e®) = {f*(£®)} ist.

15) Dieser Satz ist auch dann giiltig, wenn R’ nur ein topologischer Raum ist.
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Wir nehmen an, dass A vom positiven Lebesgueschen Masse ist. Es sei

i0 _ e -z T
G, r) = {zlr<lzl<1, argl——eﬁ,—\ <T}’

und A(r, ¢) die Menge der Punkte €° € A, fiir welche d(f*(¢”), f(2)) <e fiir
z2€G(€® r) ist. Da

rL<}1A(r, 1/n)=A
und A(7, 1/n) zunehmend mit 7 ist, so kann man ein 7, finden, derart dass
(A= A(rm =)< g 2(A)
gilt. Daraus folgt
1(NA(r 1)) =5 24)>o0.

Es sei BC N A(rn, 1/n) eine perfekte Menge mit positivem Masse und

n=1

6= U (e, —%)U{zllzl<%}.

eip=B

Ist {z:} eine Folge aus G, die gegen ¢ © B konvergiert, so konvergiert {f(z)}
gegen f*(¢'®). In der Tat, fiir ein beliebiges ¢>0 nehmen wir » so gross, dass
1/n<e/3 ist. Fiir 2= k. gibt es ein 6k, so dass G(€°, 7,) NG(", 7,) % ¢, ¢'% € B,

zee G(e®, 1/n) ist. Dann ist fiir einen Punkt zx € G(€”, 7,) NG, 7,),

@), £z <d(FHE), fD) + A7 (), F(a) < 5 + 5 =

Wir wollen jetzt beweisen, dass

Tw(B, R) %0

G
ist. Es sei Gu = {z € Rlw(z; B, R) > a}; wir werden erst zeigen, dass fir
a>1/2, G,CG ist. Es sei 2¢G, zo=7re’. Dann gehort ¢° der Menge B nicht
an; es sei 4 die Komponente der Komplementarmenge von B in Bezug auf

|z] =1, die ¢ enth&lt; 2 ist ein Kreisbogen und (B, R)<1-w(1, R). Man

kann geometrisch zeigen, dass

o(z0; A, R) > %
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ist, woraus

o(z; B, R)<%

und z€$G. folgt. Da w(B, R) —a auf G, der Klasse llg, angehért und kleiner
als w(B, R) ist, so ist auf G.

0<w(B, R)—a< Iw(B, R)<Tw(B, R),
Ga e

woraus man erkennt, dass
I[o(B, R) %0
G

ist. Daraus schliesst man, dass ¢® € 4,(G) fiir wenigstens ein ¢ € B ist.

Es sei G’ eine Umgebung von f*(¢°). Da f in ¢° und auf G stetig ist,
so kann man eine Umgebung G, von ¢’ finden, so dass G\NGC f(G'NR') ist.
Da ¢ € 4,(G,) ist, so ist nach Hilfssatz 10, ¢’ 4,(G, N G) und A7(e®) CG".
Da G’ eine beliebige Umgebung von f*(e'’) ist, so reduziert sich A7(e®) auf
diesem Punkt und e € §{(f) entgegen der Vorraussetzung. Es ist somit A
vom Lebesgueschen Masse Null, woraus die Behauptungen des Satzes folgen.

Es ist uns nicht gelungen ein Beispiel zu kontruieren in welchem F™*(f) —
F(f) nicht leer ist.

Es sei f eine analytische Abbildung des Kreises {|z|<1} in einer belicbigen
Riemannschen Fliche R' und A CF*(f); ist f*(A) eine polare Menge, so ist
A vom Lebesgueschen Masse Null (Siehe auch Ohtsuka M., On the boundary
volues of analytic transformation of a circle onto a Riemann surface, Nagoya
Math. Journ., 10 (1956), pp. 171-175). Ist R’ die Riemannsche Kugel, so erhalten

wir gerade den Satz von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna.

HiLrssatz 14. Es sei {2z} eine Punktfolge aus |z| <1 die gegen z=1
konvergiert und yn(n=1,2, ...) ein Kontinuum, das den Punkt z, enthdlt und
dessen hyperbolischer Durchmesser gleich 6 (eine fixe von n unabhingige Zahl)

ist. Ist

lim arg 2n
N->0 1 - | zn l

-=a (- <a< + o),
so ist

S % Cs
}.LT K7,00) < Tra®

1i * Cs |
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Dabei ist K=K; = Re 112
Wir bezeichnen mit r den nichteuklidischen Kreis mit dem Mittelpunkt in

und Ts, €5 sind endliche positive Zahlen.

z=0 und den (hyperbolischen) Radius d, und

a = sup {K(2)|z € 7}, =17

Es sei 4 ein Kontinuum, das den Punkt z = 0 enthilt, und dessen hyperbolischen

Durchmesser gleich ¢ ist, und

1>ay = inf {1 (2) |z} >0.
Man kann zeigen, dass

a = inf {@,|1 wie oben}>0

ist. Wir setzen

a=gqainf {K(2)|z=7}.

Wir bezeichnen mit T die eineindeutige und konforme Selbstabbildung des

Kreises R, die den Punkt z=1 fest ldsst und den Punkt z, in O iiberfiihrt:

. 2—2n 1"'_2-7;
Tn(z) = 1—2%, 1—2z,

KoT;! ist minimal und deshalb ist KoT;'= K(z,) K. Es ist
KfoTh = (Ko Tyh) i =K (2,) K,
WO An= Tn(yn) ist. Wir haben aqw < 1}, und somit

aw<inf {K(2)|zer} 1} < K} < dw.
Daraus folgt
aK(2s) w< Ko T < aK(zp) 0.

Schreiben wir diese Ungleichungen im Punkte 7,(0), so erhalten wir

Es ist aber
_ 1-Za\ _ __ 1-2n|) _
(U(Tn(o))—al(""Zn 1=z, )—a)(‘ Zn 1=z, )'—a)(rn)y
)
K(Zn) = 1 n ’

(1= 74)% + 47y sin® er'
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WO Wir z; = 7,€"" gesetzt haben. Daraus folgt

ow

<lim K (0) <Tim K¥,(0) <a-—2— 2 57

r=1 n>o +

2 law
”1+a

und somit auch die gesuchten Ungleichungen.
Es sei zx— %¢” und ¢, ein Punkt, dessen hyperbolische Entfernung von z

kleiner als § ist. Dann ist auch ¢,— %€, In der Tat, sei

|6 —arg Cal
o' = lim S

und 7, ein nichteuklidischer Kreis mit dem Durchmesser 4, der die Punkte z,

und ¢, enthilt. Indem wir zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir annehmen,

dass
. {a—argCnI
[ ,
& },’12 1= (¢l

n—>x l—lZn[

ist. Nach dem Hilfssatz 14 ist

¥(0)<Iim K£(0) <

’
ﬂ—)w >0 1+ ’2

woraus a’ < « folgt.

Hivrssatz 15. Es sei {z.} eine Folge, Siir die 2,> X 20=1, und vn wie im

Hilfssatz 14. Dann ist zo=1&¢ 4,(R — U Tn).
n=1

Es ist K¥ =K, r = Urn. Wir wihlen eine konvergente Teilfolge der
n=1
Folge {K+,}. Nach Hilfssatz 14 ist die Grenzfunktion, die wir mit » bezeichnen
werden nicht Null. Aus »< KT folgt

=(KN¥=uf+ (Kf-wi<uf+Ki—u,
u<ui<u

Aus 0<u< K folgt u=aK (0<a<1) und

kr=Lw-1l,_k
« «

Nach Hilfssatz 4 ist
IK=K-K¥=0,
G
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wo wir G =R — r gesetzt haben.

Satz 21'. Ist R nicht der Riemannschen Kugel (lw|< o) oder der
endlichen Ebene (w|< ) konform dquivalent, so ist F(f) CF*(f) und f* = f
auf F(f). Ist R die endliche Ebene, so hat f in jedem Punkt ¢ =F(f), fiir
welchen f (') % c ist (d.h. nach Satz 16 fast iiberall auf F(f)) den
Winkelgrenzpunkt 7 ().

Wir fithren fiir jeden Punkt p'< R' eine Klasse von offenen Mengen aus
R, €}, ein, fir die

ist. Ist ' ein innerer Punkt von R'(p' € R'), dann bestehe €;  aus allen
Kreisscheiben von R', die den Punkt p’ enthalten. Ist $' ein Punkt von &', und
besteht 4' aus diesem einzigen Punkt, so soll €} ={R — R»} sein, wobei {R)}
eine normale Ausschopfung von R' ist, so dass der Rand von R, aus einer
einzigen Jordankurve besteht, und das Geschlecht von R; nicht Null ist. Ist
' ein Punkt von 4’ und enthilt 4’ auch andere Punkte, so soll €5/ aus den
Mengen G' = G'N R’ bestehen, wo G' eine derartige Umgebung von 7’ ist, dass
R — G' keine kompakte Komponente hat. Fiir die ersten zwei Fille ist obige
Bedingung offenbar erfiilit. Um das auch im letzen Falle zu beweisen, zeigen
wir zuerst folgendes: es sei D’ eine beliebige Umgebung von p/, F'=R' — D',
F; eine kompakte Komponente von F' und po< F;. Es sei {¢»} eine Folge auf
F'(pn = py), die gegen p, konvergiert und F» die Komponente von F, die den
Punkt p» enthdlt. Dann kénnen nicht alle F» nichtkompakt sein. In der Tat,
es sei £’ ein relativkompaktes Gebiet, das Fi enthilt, F), die Komponente von
F,NQ' die den Punkt p, enthilt und F, das obere topologische Limes der
Folge { F 1, d.h. Fyp ist die Menge der Punkte ¢' € &', fiir die jede Umgebung
von ¢ in £ einen nichtleeren Durchschnitt mit unendlich vielen Mengen Fj
hat. Es ist F1CF, py< Fy und F] zusammenhsingend. Daraus folgt FoC Fi.
Da die Mengen F, nichtkompakt sind, so gibt es einen Punkt g, € F, N 2.
Es sei ¢' ein Haufungspunkt der Folge {g»}. Er gehort gleichzeitig der Menge
Fi und 28 an. Daraus folgt, dass F; mit 92’ einen gemeinsamen Punkt

16) Dieser Satz ist auch dann giiltig, wenn f blos eine innere Abbildung ist ([15]
seite 107).
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hat, entgegen der Voraussetzung F; C 2. Die Mengen F, koénnen also nicht
alle nichtkompakt sein. Indem man zu einer Teilfolge der Folge {F} iibergeht,
folgert man, dass nur endlich viele von ihnen nichtkompakt sein konnen.
Fiigen wir also der Menge D’ alle kompakten Komponenten der Menge F' zu,
so entsteht eine offene Menge G/, fiir die G'N\R' =€} Es ist aber

DNA=G'NRNYA
und somit

(N GYNa={p".

G'EE
Es sei ¢ R und s'€ 4;, s'> p'. Da s' ein erreichbarer Randpunkt von R' ist,
so gibt es eine Kurve 1 die ¢’ mit s’ in R’ vereinigt. Es sei F eine abgeschlossene

Umgebung von ¢' und
G'=R -1-F.

G’ gehort der Klasse €3 an und G’ enthilt den Punkt ¢' nicht. Da ¢’ beliebig
auf R war, so ist
N G=( N GHUL={p'}.
¢'EE GEG)H

Es sei ¢ € §(f), G' eine Umgebug von £ (¢°), derart dass G' = G' N\ R
€ €3ty und G= f'(G"). Wir werden beweisen, dass R— G keine kompakte
Komponente enthilt. Es ist R— G = f"'(R' — G'). Enthilt R' — G' keine
kompakte Komponente, so ist das offenbar richtig. Enthilt aber R'—G' eine
kompakte Komponente, so ist p' = f (¢) ein Punkt einer abgeschlossenen
Fliche oder der einzige Punkt des idealen Randes von R'. In beiden Fillen ist
R' — G' ein abgeschlossenes Gebiet (triangulierbar) mit einer positiven Euler-
Poincaréschen Charakteristik o', denn der Fall der Riemannschen Kugel und der
Fall der endlichen Ebene und 7 (¢) =  wurden ausgeschlossen. Wir nihmen
an, dass R — G eine kompakte Komponente 2 enthilt. Es sei p die Charakte-
ristik von 2 und # der Grad der Uberlagerung von R' —G' durch 2. Aus der
Hurwitzschen Relation folgt o> n¢'>=#n. Es sei [ die Zahl der Randkomponenten
von . Es ist p=7/—2 und, da R'— G' eine einzige Randkomponente hat, auch

I < n, woraus die widersprechende Beziehung

n—2=>n
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folgt. R— G enthilt also keine kompakte Komponente.

Es sei {z.} eine Folge aus R — G die gegen ¢ strebt, & eine beliebige
positive Zahl und 7, ein Kontinuum, das den Punkt z, enthlt, den hyperbolischen
Durchmesser gleich ¢ hat und in R — G enthalten ist. Die Existenz von 71»
ergibt sich aus der Tatsache, dass alle Komponenten von R — G nichtkompakt
sind. Hat die Folge {z.} im Punkte ¢° einen Winkeleingang, so folgt aus dem
Hilfssatz 15 ' & 4,(R — glrn). Desto mehr ist €& 4,(G), da GC R — ngn
ist, was der Definition von # und der Eigenschaft a) von M/ widerspricht.
Fiir jede Folge {z,}, die in ¢ einen Winkeleingang hat, muss also f(z,) fiir
geniigend grosse # in G’ enthalten sein. Da aber

G'E@}(,ﬂ))@—, - {fA(e"e)}
ist, so folgt, dass f im Punkte ¢® den Winkelgrenzpunkt f (¢) hat, was zu
beweisen war.

Im Falle R' = {Jw]< o}, der aus diesem Satz ausgeschlossen wurde, ist
die Inklusion F(f) C F*(f) nicht mehr wahr. Wir werden spiter (siehe
Seite 74 und den Anhang) ein Beispiel in dieser Richtung geben.

HiLrssatz 16. Es sei R die Riemannsche Kugel, wo € R' und ¢° ein Punkt
in welchem die Menge f “(w,) keinen Winkeleingang hat. Ist ¢° € F(f) und
F(e) % wo, so hat f in €° den Winkelgrenzpunkt f(e”).

Es sei G’ eine Kreisscheibe, die den Punkt £ (e) enthilt aber nicht den
Punkt w, und es sei G = f"%G'). Die Menge R-G hat in ¢° keinen
Winkeleingang. In entgegengesetzten Falle sei {z.} eine Folge aus R— G, fiir
die 2z~ €. Wir bezeichnen mit 7, die Komponente der Menge R— G die
den Punkt z, enthilt, mit 6 eine positive Zahl und mit N die Menge der
natiirlichen Zahlen, fiir die der nichteuklidische Durchmesser von 7, grosser

als & ist. Ware N unendlich, so wire laut des Hilfssatzes 15, e & 4,(R— U 72).
nEm

Es ist aber GCR— U 7, und somit ¢ 4,(G), was widersprechend ist. M ist

neN

also endlich. Fiir n<¢M ist v, kompakt und deshalb enthilt 7, einen Punkt ¢,
f(¢y) =w,. Da die hyperbolische Entfernung zwischen ¢, und z, nicht grosser
als & ist, so hat die Folge {¢(.} einen Winkeleingang in e entgegen der

Voraussetzung des Hilfssatzes. Also hat R — G in ¢ keinen Winkeleingang.
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Da G’ beliebig war folgt sofort, dass f im Punkte ¢® den Winkelgrenzpunkt
7 (") hat.
Satz 22. Es sei R' die Riemannsche Kugel.  Existiert ein wo € R' derart,

dass

2 (1—=lzx]) <o

J(zn)=ug
ist, so ist f* fast diberall auf F(f) definiert und gleich f .

Es sei A; die Menge der Punkte ¢” € F(f), wo {z.!, einen Winkeleingang

hat. Wir setzen

G, a) = {z

%<[z|<1, |arg ei:gﬁ‘<a’} (a<%).

Enthilt G(¢®, «) den Punkt z, = 7.¢'’", so ist
Ian"‘0]<(1_7’n) tga.

Es sei B, die Menge der Punkte ¢, fiir die G(¢”, «) unendlich viele z, enthilt ;

dann ist

Z(Ba)gtgai(l—rn)<m

fiir ein beliebiges m, und somit ist B, vom Lebesgueschen Masse Null. Da
aber A C ﬂ/ B, ist, so ist A; vom Lebesgueschen Masse Null.
a<m/2

Es sei
A= F(F)|F (e°) = wo).

Aus dem Satz 16 ist zu ersehen, dass auch A, vom Lebesgueschen Masse
Null ist. Ist € =F(f) — A, — As, so folgt aus dem Hilfssatz 16, dass f in e’
den Winkelgrenzwert 7 (¢'®) hat.

ForLgesatz 5. Es sei R' die Riemannsche Kugel und f eine Lindelofsche
Abbildung (beschinktartig). Dann ist f* fast iberall auf 2| =1 definiert und
gleich f.

Nach Satz 18 ist # fast tiberall definiert und, da die Bedingung

> (1-]z])<

I(zn)=wy

fiir alle Punkte wos R’ erfiillt ist, erhalten wir sofort den Folgesatz aus dem
vatz 22,
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Dieser Folgesatz ist gerade der Satz von Fatou-Nevanlinna. Die Eigenschaft
e) von f erlaubt uns die Behauptung, dass f fast iiberall einen Winkelgrenzpunkt
hat, etwas zu verschirfen. Man kann ndhmlich sagen, dass fast alle ¢ folgende
Eigenschaft besitzen: Es sei F eine abgeschlossene Menge in R, fiir die
€ 4,(R— F) ist (F kann diese Bedingung erfiillen, ohne im Punkte ¢ einen
Winkeleingang zu haben); man kann dann eine Folge {z,} auf F finden, die

gegen ¢" konvergiert, und fiir die {f(z.)} gegen 7 (¢®) konvergiert.

VI. Fatousche Abbildungen
Der Abbildung f fehlt die Kompositionseigenschaft, d.h. es ist nicht immer
f/'/c’\f = f'of. Da diese Eigenschaft bei einigen Anwendungen wichtig ist,
werden wir eine Teilmenge der Menge {(f) einfithren, auf der die Abbildung
7 diese Eigenschaft besitzt. Wir bezichnen, in Falle R'& O,

Fo(f) ={se d(f) | EKs< o0},
Nach der Eigenschaft (f) der Abbildung f ist Fo(f) CF(f). Die Menge ol )

besitzt folgende Eigenschaften.

a) Fo(f) ist eine Borelsche Menge.
b) Es sei s'ed'; Folf)NF s ist dann und nur dann leer, wenn IK's
total nichtdiskret ist.

c) Ist s € Fo(f) und f(s) € 4,(G") fiir eine offene Menge G' C R', so ist
auch s 4 (G")).

a) Nach Satz 4 ist die Funktion s— EKs(p,) halbstetig. Daraus und aus
der Tatsache, dass 4:;(f) eine Borelsche Menge ist folgt sofort, dass auch
Fo( f) eine Borelsche Menge ist.

b) Ist IK'¢ nicht total nichtdiskret, so gibt es einen Punkt s€4;, und eine

positive Zahl «, derart dass
aKs < IKy < K&of

ist. Dann ist offenbar s in Jo(f) enthalten und sef ~'(s'). Ist, umgekehrt,
se FHs")NF(f), so ist nach der Eigenschaft /) von f

EKs = aKs,

wo a eine positive Zahl ist. Daraus und aus der Eigenschaft ¢) von 7 folgt
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! m<rxt

und IK} ist nicht total nichtdiskret.
¢) Es ist nach der Eigenschaft f) von 7

Est = aK’?lS)'
Da

LKz Kex0,  IKju %0
ist, so ist nach Hilfssatz 6

E I I;Kjs=I;Kje= - Ks

=len) ;mua)

Nach Hilfssatz 3 ist dann

E I Ks’—‘Ks

Imuae) ;K6
und s € 4,(f7(G")).
L f ~ ..
Hivrssatz 17. Es sei R—>R'->R", R & Og und s Fo f). s gehort der
Menge F(f'° f) dann und nur dann an, wenn f(s) der Menge F(f') angehort.

In :iz'esem Falle ist
L A~
FICfF(s)) = flof(s).
Essei 7 (s) ef(f') und G" eine Umgebung von 7 '( 7 (s)). Wir bezeichnen

G = f'_l(f;"ﬂR”),
G=(f"of)" (G"NR") = fTH(G").

Nach der Definition von f' ist £ (s) € 4,(G') und nach der Eigenschaft c) von
Fo(f) ist s€ 4(G).  Mspos(s) reduziert sich somit auf den Punkt 7'(7(s))
und s F(f'of),

S A A
flof(s)=fF'(fF(s)).

N A~
Es sei jetzt s F(f'of) und G" eine Umgebung von f'o f(s). Wir setzen
G’ und G wie oben. Nach der Eigenschaft /) von f ist

EfKy=aK's,  I1K'7e> —‘1{ K,
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wo « eine positive Zah!l ist. Da se 4,(G) ist, so ist

1

({IjK’?;s)Z ’&“({KsﬂFO.

Nach Satz 12 ist
11K w0 = IIiK e 0,
wo fo die Abbildung von G in G, die mit f zusammenfillt ist. Daraus folgt
éK’;(s) %0
und f(s) e 4(G'). Die Menge My ( £ (s)) reduziert sich somit auf den Punkt
/\ ~
flof(s), £(s) eF(f') und
. A~
FIF(8))=flof(s).
Es sei »s(p') die Zahl der Punkte der Menge f (') und
Ri={p' R |ve(p) =k} (B< ).

R¢ ist eine offene Menge und Rj.;C Ri.
HiLrssatz 18. Ist s'€ 41(f) — )ﬁdi(R%), so ist £ Us") NFolf) micht leer,
[KY ist diskret und

1KY = Ksd(@of) (s)= 31 aiKe,

Flsp=s’
S, EFo(f)

FHsHABo)

wobei die letzte Summe endlich viele Glieder hat. Ist s' € 4{(Rk.1), so besteht
FUSYNFSf) aus hichstens b Punkten.

Nach Satz 14 ist

I KL = S Esd(0s1) ().

1

Angenommen Iy K{ wire nicht diskret. Dann kann man in 4,(f) k& abgeschlos-
sene paarweise punktfremde Mengen A;, A, ..., Ar finden, so dass
(8s0f) (AD>0 (4=1,2, ...,k) ist. Es seien Gi(i=1, 2, ..., k) paarweise
puntfremde Umgebungen der Mengen A; und G;=G;NR. Da A4;C 4,(G)) ist,
0 ist nach dem Satz 1¥
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E I Ky={ Ked(3sof) (510

G G;
und somit ist
II;Ki %0.
Gg

Wir bezeichnen G} = #(G;) und es sei f; die Abbildung von G; in G, die mit f

zusammenfillt. Dann ist nach Satz 12

I, I Kb = TIr K& =0, I Ky 0.
G’y Gy G'g

k k 13

Laut des Hilfssatzes 10 ist s & N 4,(G}) = A{(ﬁlGﬁ-). Es sei p' ﬂl G,. Danmn
=1 = {=

kann man in jeder Menge G: einen Punkt p; finden, fiir welchen f(p;)=p2' ist.

k
Es ist also vs(p') >k, NGICRy und s'€ 4i(R;). Da aber k beliebige war, so
i=1

folgt s' & M 4,(R:), entgegen der Voraussetzung des Hilfssatzes. IK& ist also
k=1
diskret :
IKy =>lai Ky, (ai>0).

Es ist offenbar s; € §(f) und 7(s;) =s'. Daraus folgt durch einfache

Betrachtungen

IR = |, Kd(osof) ()= 3 aiKs.
7250 Both) Fisp=s
s,-a%o(f)

Ist s'& 44(Rh.1), so ergibt sich genau wie oben, dass 7 ~*(s') N Fo(f) héchstens
k Punkte enthilt.

SaTz 23. Es sei A'C 4l — kﬂA{(RL) und
=1

W =| Kldy(s)eHP(R).
&
Dann ist
' _ ! 1o
W= s Ko n) (s).
Insbesondere ist
TIw(A", R) =o(f A NF(f), R).

Nach Hilfssatz 18 und Satz 14 ist

1Ky = Ksd(3so ) (5),

7ianoBof)
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Daraus und aus dem Satz 14 folgt

. 1o .
Iu X?_I(A%%Mf)st(u ) (s)

FoLGesaTz 6. Ist die von f bestimmte Uberlagerung endlich blittrig, d.h.
vr beschrinkt, so ist f ~(s') NFo(f) nicht leer fiir s' € 4i(f) und besteht aus
hochstens k Punkten, wo k = sup vr ist.

Es ist

If Keaw(s) = [ Kdwof) (),
Iw(A', R = o(f AYNF(f), R).

FoLcesatz 7. Ist R' € U, f endlich-blittrig und EI1 =1, so ist R U.
Ist G' eine offene Menge auf R', fiir die

EIl=1
G G’
ist, so gehohrt mindestens eine threr Komponente der Klasse U an.

Der letzte Teil dises Folgesatzes ist genau der Satz 12 von [1]; der hier
angegebene Beweis benutzt aber nicht die universelle Uberlagerungsfliche.

Da R'e U, so gibt es einen Punkt s' € 4; fiir welchen K beschrankt ist.
Aus K{ < a1 fiir eine positive Zahl « und aus Hilfssatz 3 folgt EIKy = K¢
und somit ist

IKg = 0.

Nach Hilfssatz 18 ist
IKi= > aiKs,
Fispy=s

SiEgo(f)

und alle K, miissen beschrinkte Minimale sein, was den ersten Teil des
Folgesatzes beweist. Der zweite folgt aus dem ersten durch evidente Betrach-
tungen.

’ I~
HivrssaTtz 19. Ist R—{»R’i-)R", f endlichblitirig und f'of fast iiberall
auf 4,(f) definiert, so ist auch f' fast iiberall auf 4i(f) definiert.

Es ist zu beweisen, dass

Lp(di(f) =F(f)) =0
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ist. Nach Folgesatz 6 ist
Lro(4i( ) =F(M), R = 1) = FUMN)NF(S), R).

Es sei s€ 77 "(4(f) =FUNDNF(f).  Aus f(s) & F(f) und Hilfssatz 17 folgt
SEF(f°f). Es ist also

FHLE) = TN NF(F) T A f) = F(fof),
o f L) =FINNFS), R) < o(4i(f) =F(f'2f), R) =0.
Mittels des Satzes 15 erhilt man
o(4(f)=F("), R =EfIro(4(f) = F(), R') =0.

Hirrssatz 19'. Ist G ein Gebiet auf R, n die identische Abbildung von G
in R und fon eine Lindelofsche Abbildung, so ist f fast diberall auf 4:(G)
definiert.

Da 7 einblittrig ist, so folgt dieser Hilfssatz unmittelbar aus dem Satz 18
und Hilfssatz 19.

DeriNiTION. Wir nennen f eine Fatousche Abbildung, wenn man auf R'
eine offene Menge G' finden kann, derart dass mindestens eine Komponente

von G' eine Greensche Funktion besitzt und

E I 1=1

f-ua) f~ya’)

ist.
Es sei F' eine abgeschlossene Menge auf R’ und #' eine harmonische
Funtion auf R' - F'. Wir setzen
Ge={p'eR-Flu(p)>a}, G.=5"(G)).

Ist, fiir ein «, 4y — 4,(G.) — 4,(R — G,) vom harmonischen Masse Null, so ist f
eine Fatousche Abbildung. Man kann nihmlich als Menge G' die Menge
G.U (R' - G,) setzen. Daraus folgt, dass jede Lindeléfsche Abbildung eine
Fatousche Abbildung ist.

SaTz 24. f ist dann und nur dann fast iiberall auf 4, definiert, wenn f

eine Fatousche Abbildung ist.

Wir nehmen erst an, dass f eine Fatousche Abbildung ist und es sei G’

die in obiger Definition vorkommende Menge. Wir bezeichnen mit G; die
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Komponenten von f~'(G’) und mit 7 die identische Abbildung von G; in R.
Die Abbildung fo#; ist eine Lindeléfsche Abbildung, da eine, und somit alle
Komponenten von G' Greensche Funtionen besitzen. Nach Hilfssatz 19' ist

7 fast iberall auf 4,(G;) definiert und, da
4(f7H(G) = U 4,(Gy)

ist, so ist 7 auch fast tiberall auf 4,( f"*(G")) definiert. Esistaber 4, — 4,(f7(G"))
vom harmonischen Masse Null und somit ist / fast iiberall auf 4, definiert.

Es sei, umgekehrt, / fast iiberall auf 4; definiert, 9, ¢ € R', v, die im

Beweis des Satzes 18 eingefiihrte Funktion und
GL={reRvpa(r)>a).
Wir wihlen « so, dass G. relativkompakt und
Xe( F 1 (@GL)) =0

sei, was immer moglich ist, und bezeichnen G'= R' — 5G..

seF(f) - £ M2GL). Dann ist entweder 7 (s) € G, oder f(s)eR'—

beiden Fillen ist s < 4,(f"'(G')), woraus

F() = F G CH(f™ME))
und
1=w(4(f7(G))) =1

E I
fmua) f~ua)

folgt. f ist also eine Fatousche Abbildung.

Es sei
G.. In

Es sei {a.} eine Folge in |z|<1, die gegen |z| =1 strebt, v» der Kreis mit

dem Mittelpunkt in @, und Radius 7,; wir wihlen 7, so klein dass
a) 7T.C{lz| <1},
b) Tn\Tm=1¢ fir nxm

ist. Wir bezeichnen

_z—a ,1-2b
Pa(z) = 4= 5

Auf |z| =1 ist |Pw(2)|=1. Aus

Z—a iz_l_ (1-1z» (1-lal®
l1—za| ~ [1—zal

folgt
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1= =1z A -laf) 1-16P  1-laP
e ~ |l1=zal® 1=z ~ 11—zal® ,_ .
| Pav(2) I = A=l - 15P) =1+ 7 1=z
[11—20]% 1-2zb

=14 (1-1z]) ews(2)

1-|b* 1-|al®

11=2b = 11=zal (),
z2=b |

1-2zb

_ (412 alP =10 + (z+2zab) (b — @) + (z + zab) (b—a)
lz=b*11-zal

eap(2) =

(1+1z]).

Es sei 75 der Kreis mit dem Mittelpunkt in @, und Radius 7,/2. Fiir b1,
ist

6416 — anl
_ ) < 846 —anl
en(b) = sup {leap (2)] |2E R~ 1a} 721 — |an|)?

Wir wihlen den Punkt &, so nahe dem Punkte a., dass &, < r» und

64lbn_an| _1
7’3«(1_‘ lanl)z < 2

ist und bezeichnen
fn(Z) = ZH Pajbj(Z),

f(2) = lim fu(2) = zH Papi(2).

n—r®

Auf |zl =1ist |fa(2)|=1. Aufor; (j=1,2, ..., n) ist

Ifn(z)l<]z| <1+ —|ﬂ>§lzle1"z'<1,

@) |22l (1= 25720) = gfems0m,

Daraus folgt, dass f eine nichtkonstante meromorphe Funktion ist, die in

G =R — U yn ein kleineres Modul als 1 hat. Es ist also
n=1
1 {lwl<1} DG
Wir kénnen immer die Radien 7, so klein wihlen, dass

c) Eri=1
G @G
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ist. Daraus folgt sofort, dass f eine Fatousche Abbildung ist. Ihre Nullstellen
sind gerade die Punkte ¢» und man kann sie so wihlen, dass

d) él(l—lanl) = o

ist; f ist dann keine Lindelsfsche Abbildung. Nimmt man noch die Folge {a.}
so, dass sie gegen den Punkt z = 1 konvergent ist, so kann man zeigen, dass
f, bis auf den Punkt z =1, sogar analytisch auf |z|=1 ist (somit ist auch f*
fast iiberall auf |[z| =1 definiert) und f auch weiter nicht Lindelséfsche
Abbildung bleibt. ‘

Wenn wir noch eine Bedingung der Folge {a,} und den Kreisen 7,
zuschreiben, so erhalten wir ein Beispiel, woraus man ersehen wird, dass die
Menge F(f)—F"(f) in Falle R' = {{w|< «} nicht immer leer ist (siehe
Seite 64 und den Anhang). Zwar werden wir verlangen, dass

e) die Folge {a.} in allen Punkten ¢” einen Winkeleingang hat

f) der hyperbolische Durchmesser von 7, kleiner als 1 sei. Nach der
Bemerkung, die dem Hilfssatz 15 folgt, hat dann auch die Menge {b,;) in allen
Punkten ¢ einen Winkeleingang. Daraus ergibt sich da a, die Nullstellen und
bs die Pole von f sind, dass die Menge T*(f) leer ist, wogegen F(f) vom
Lebesgueschen Masse 2 7 ist.

’

Hirrssatz 20. Es sei R—f—>R’—f—~>R". a) f’fﬁ} ist auf f T(R') definiert und
gleich f'of. b) f{o\f ist fast dberall auf f UF(f)) (R' & Og) definiert und
gleich ' f.

Wir setzen f" = f'o f.

a) Es sei s& £ "R und 2" =1'(f (s)). £/7(G"(p", ¢)) ist eine Umgebung
von f (s) und deshalb ist

Ks

= I Ks=0.
Jr=N@ (D', e) FoMfmN G (P, 8)))

Daraus folgt, dass 7" in s definiert und gleich f’o 7 (s) ist.
b) Es sei ' {F(f'). Da

I Kb, I K& =0

G'(s’,1/n) ke sy, 1my)

ist, so ist laut des Folgesatzes 2
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I Kix0
G'n
mit
Gh=G'(s, 1/n) N MG"(f ("), 1/n)).
Ist ausserdem s’ in 4i(f) enthalten, so folgt aus dem Hilfssatz 6

E I IfKi\=IsKs.

F=Gn’) fYen')

Daraus und aus den Sitzen 14 und 15' erhalten wir

I KL =S Ked(8s o £)(s).

A ndi(f~Nan’))

Lassen wir # gegen unendlich streben so ergibt sich

I K. =S Ked(3a o ) (s).

Axff)n"EIAx(f“liGn’))
Wir bezeichnen mit A die Menge
A={sefUFUNIseFU", F"s)=F"(f())).
A ist offenbar eine Borelsche Menge. Man erkennt sofort, dass
4NN N A HENC AC 4(7)
ist. Es ist also
LKy = | Kde o 1))

und aus dem Satz 14 folgt

oG, R) =1 | o Kb () = zfj%( sy, K ()

ynaLf)
=§ Kedltn o 1)(9) = [ Ksdin(s) = 0(4, B.
Laut des Satzes 17 ist aber

Lro(F (1), R =o( £ HF(UN), R)
und somit ist

FTUFUM) =A : [Z-]

was die Behauptung von b) bestitigt.

f 4
Satz 25. Es sei R—)R’—f—>R” und f eine Fatousche Abbjldung. Ist R'&Og
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und f' eine Fatousche Abbildung oder ist R' beliebig und 4(f) vom harmonischen
Masse Null (was immer der Fall ist, wenn R' < Og ist), so ist f' o f eine Fatousche
Abbildung.

Laut des Hilfssatzes 20 ist
FHRUBSN CHFS o f) : [had.
Ist R'& Og und ' eine Fatousche Abbildung, so ist 4' — F(f’) eine polare Menge
und £ 74— F(f')) eine Menge vom harmonischen Masse Null. Es ist also
12 2@ e N=L(FTHRUFGN =2(FTHR'U 4)) = 2=(F(/)) =1

und f'° f ist eine Fatousche Abbildung. Ist 4i(f) vom harmonischen Masse
Null, so ist

1= 2e(F(f o N =Ae(FHR)) = X(f THR'U 4)) = 1r(F(f)) =1
und f' o f ist eine Fatousche Abbildung.

Satz 26. Es gibt eine Menge Z(f) C 4, vom harmonischen Masse Null,
derart dass fiir jedes s< 4, —Z(f) —F(f)

M(s) =R’
ist, und fiir jede Umgebung G von s ist R' — f(G N\ R) eine Menge der Kapazitit
Null.

Es sei {G;} eine Folge von Kreisscheiben auf R’ die eine Basis in R’ bilden.
Die Mengen f '(R' — G!) sind offen; wir bezeichnen mit {G,} die Komponenten

aller dieser Mengen (i=1, 2, ...). Ist M(s)=R', so gibt es ein G/, fiir welches
M(s) CR' -G
und es ist s€ 4(G,) fiir ein n. Es ist also fiir seg 4,(Gr)
M(s) =R'.
Wir bezeichnen
Zi= U 4(G) = ().
Laut des Hilfssatzes 19' ist 4,(G,) — #(f) und somit auch Z; vom harmonischen

Masse Null.
Es sei jetzt {D;} eine abzihlbare Basis in R und N die Menge der Zahlen
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i, fiir welche R’ — f(D; N\ R) eine Menge mit positiver Kapazitit ist. Es seien
{Gx} die Komponenten der Menge D; N\ R fiir i N und

Zy=\U 4:(Gn) = F(S).

Nach dem Hilfssatz 19' folgt, dass 4:(G») — () und somit Z, vom harmonischen
Masse Null sind. Es sei se 4~ U 4,(G») und G eine Umgebung von s. Dann
gibt es ein D; fiir welches s D;CG ist. Wire s %, so folgt aus s € 4(D;NR),
dass fiir wenigstens eine Komponente G, von D; N\ R, s< 4,(G,) ist, was der

Voraussetzung iiber s widerspricht. Es ist also
R'—f(GNR)CR - f(DiNR),

woraus man erkennt, dass R'— (G N R) eine Menge der Kapazitit Null ist.

Der Satz folgt sofort aus

Z(f)=Z\J Z,.

VII. Abbildungen vom Typus Bl

Hivrssatz 21. Es sei S€ SP(R) und v die grisste quasibeschrinkie Mino-

rante von S. Setzt man
= |, Keb(s)du(s),

Au={s€ 46(s)> a},

B.={s€4,|0(s)=a},

G.={pER|S(p)> af,
so ist

Aa C Al(Gu) C th . [Z]-

Ist S stetig (unendlich nicht ausgeschlossen), so ist auch
Al - Bd, C AI(R - 6&1) . [X]-

Da D,={pe Rlv(p)> a} C G, ist, so ist 4,(D.) C 4(G.). Nach Hilfssatz
11 ist aber A, C 4,(D.) : [X], woraus A, C 4,(G,) : [x] folgt. Auf G, ist

I1<1<-Lts

Ga 24

und somit ist
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ElN<1<-Ls

Ga Ga a

auf R. Indem man die Definition von » in Betracht zieht, ergibt sich

Ell_<_~1—v=j K 6(s) ar(s).
GoGa 4 Ay 24
Nach Satz 15’ ist

E Il = stX(S),

GaGo Ay(Ga)

woraus, mittels des Hilfssatzes a, ¢ < -Z— folgt, wo ¢ die Charakteristische Funk-
tion der Menge 4,(G.) ist. @ ist also auf 4,(G.) nicht kleiner als «, bis auf
eine Menge vom harmonischen Masse Null, was dquivalent mit 4(G.) C B, : [Z]
ist.

Wir bezeichnen D= R—G,. Laut des Hilfssatzes 4 ist

a=Ja+Hs<Ia+S<Ela+S
D D DD

auf D, denn S€ Bp. Auf R— D ist

a<Ela+S
DD
offenbar giiltig. Daraus folgt
a—FEla<v
DD

und nach Satz 15
«f |, Kars)<| Ko aus).
Es ist somit « < 6(s) : [X] auf 4, — 4:(D) und deshalb
4 —B. T 4(D) : [1],
was zu beweisen war.

Hivrssatz 22. Es ser P’ ein Potenzial auf R'(R' & Og), u die grosste harmonische

Minorante von P'° f und v die quasibeschrinkte Komponente von u:

u:S Ksdus), v=5 Ks6(s) dX(s).
Ay Ay

Es ist
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{SE 4, | 0(8) =0) = Ax(f) : [Z]

Es sei

Uy = jA;(f) Ksdpu(s).

Nach Hilfssatz 7 ist wo= HP(f) und Ew, ist harmonisch. Da aber Eu, nicht
grosser als das Potenzial P! ist, so sind Euy und #, Null und u(di(f))=0.
Daraus folgt
{se 4,10(s) =0} D 4(f) : [X].

Wir bezeichnen

Gi={p'eR'| P'(p)) > a},

Gu=f"MG) ={pER| P o f(p)> a}.
Nach der Eigenschaft ¢} von f ist

(4= 4 (HNNF(f) C };JoAl(Ga)

und nach Hilfssatz 21 ist

4(G.) Clse 4 10(s) =a} : [1].
Daraus folgt
{se4,10(s) =0} C 4(f) : [X],

was den Beweis beendigt.

Fiir R' < Og bezeichnet Heins [5] mit #, die grosste harmonische Minorante
von gh ° f und mit vy, bzw. wy, die quasibeschrinkte, bzw. singuldre, Kom-
ponente von #. Die Abbildung f heisst vom Typus Bl, bzw. Bl;, wenn v,

bzw. us, verschwindet fiir alle p'.""
Satz 27. f ist vom Typus Bl dann und nur dann, wenn
4(f) =4 : 1]
ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit
2/ THRD) =0.
Ist 4,(f) = 4, so ist f vom Typus Bl,.

Da g} ein Potenzial auf R’ ist, so folgt aus dem Hilfssatz 22, dass vy =0

) Sind R und R’ die Kreise |z|<1 und |[w]|<1, so folgt daraus, dass die Abbildungen
vom Typus Bl gerade dje Seidelschen Funktionen sind,
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und 4,(f) = 4, : [] dquivalente Beziehungen sind, woraus die erste Behauptung
folgt. Ist 4,(f) = 41, so haben wir aus demselben Hilfssatz up = 0.

Fiir ein beliebiges R’ und einen Punkt p'€ R’ heisst f lokal vom Typus
Bl, bzw. Bl;, im Punkte p’, wenn man eine zusammenhingende Umgebung mit
Greenscher Funktion G’ von p' finden kann, fiir die alle Abbildungen der Kom-
ponenten von f (G') in G', die mit f zusammenfallen, vom Typus Bl, bzw.
Bl;, sind. Matsumoto [12] hat gezeigt, dass f im Punkte p’ lokal vom Typus
Bl ist, dann und nur dann, wenn man ein Jordansches Gebiet G' finden kann,
das p' enthilt und fiir welches alle Komponenten von f~'(G') vom Typus SOgs
sind. Fiir eine offene Menge G auf R sind alle Komponenten vom Typus SOgz
dann und nur dann, wenn 4;(G) vom harmonischen Masse Null ist. Daraus
folgt, dass f im Punkie p' dann und nur dann lokal vom Typus Bl ist, wenn
man eine Umgebung G' von P finden kann, fiir die f (G') vom harmonischen
Masse Null ist.

Wir nehmen an, dass R'& Og ist und setzen

Vs ={p' € R'| vy nicht beschrinkt}
We={p €R'|wp = 0}.

Wy ist, wie Heins bewiesen hat [5], eine Menge vom Typus F, und der
Kapazitat Null. Vy ist gerade die Menge wo f nicht lokal vom Typus Bl ist.

In der Tat ist $' nicht in Vr enthalten, so ist v, <a < o fiir eine bestimmte
positive Zahl «. Wir bezeichnen

Vp = jA Ksﬂp»(s) dZ(S),
L={g'eR'gp(ad") > a}, Gu=s"(Gl).
Nach Hilfssatz 21 ist
];_l(G!z) C 4(G,) C{s€ 4| 0s(s) = a} = ¢ [X]

und f ist lokal vom Typus Bl im Punkte »'. Umgekehrt, ist f lokal vom Typus
Bl im Punkte ', so ist # *(G’) vom harmonischen Masse Null fiir eine Umge-

bung G' von p'. Fiir « genugend gross ist G; C G' und nach Hilfssatz 21 ist
{s€4:10,(s8) > a} T 4(G.) T au(f7HG) : [1],

woraus vp < a und p' & Vy folgt.
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Ist p'e Wy, so ist £ "(P') nicht leer und wy ist in der Form

wp = j‘}_lm’)qu/z(s)
darstellbar. Wir setzen
D,={pc Rlwp(p) > a} C G..

Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Gleichheiten

wp =E Twp = SAx(Dm)stu(s) =5

Da Da

)st,u(s),

MG
f-l(ﬁ') = ﬂ Al(Gm)n
Daraus folgt [5], dass p' ein asymptotischer Punkt ist.

Satz 28. Es sei us HP(R) und Eu=u + P' % o, wo ' € HP(R') und P'

ein Potential ist. Dann ist

I — Lodu (D).
pr=f | ghdd(®"
Ist u quasibeschrankt, so ist
u(Wr—=Vs) =0;
ist u singuldr, so ist
w(Ve—Wy) =0.
In diesem letzten Falle ist w' singular®
Es sei
P={ ghdu®)
R/
und
pr=| g du' (p).
R'—Vqu/

Dann ist Ex— P"e SP(R') und #u< P"o f+ (Eu— P")o f. Nach dem Kjell-

bergschen Hilfssatz kann man zwei harmonische Funktionen u;, #. finden, so
dass

u = 1+ Uz,
0<w<P'of, O0<u<(Eu—P")of

1% Aus # quasibeschrinkt folgt nicht immer #’ quasibeschrénkt.
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ist. Es ist aber

Plo f= (gh o [)du'(p").

R ~-VjuWy

Heins hat bewiesen [5], dass die grésste harmonische Minorante von P" o f

gleich
{ wpedyd (D)
R'—Vfu "’j
ist. Es ist somit
w < y updp!(p') = g vpdp'(p'),
R'——Vquj R'—-I’quf

denn uy = vy auf R'— VyU Wy. Daraus ersieht man, dass »; quasibeschréinkt

ist.
Aus
Eu=E(u+ u) < Eui+ Eus < Ew; + Eu— P" < Eu
folgt Eu,= P'.
Fiir einen Punkt p'é¢ Vy kann man eine Umgebung G’ finden, fiir welche
I 1=0
Sue)

ist. Daraus folgt
I (mAn)<n I 1=0

e f7ua’)
und
I wy=lim I (u A#n)=0.
fua”) nsw fTHE)
Nach Hilfssatz 4 ist

u
Hitvgy =

und nach Hilfssatz 1 ist Eu; harmonisch in G'. Es ist somit #/(G') =0 und, da
' beliebig war,
H(R'—Vy) =0, P"=0,

Ist # quasibeschrinkt, so folgt genau wie oben fiur
W (We=Ve) < p(R'— Vy) =0.

Ist # singulir, so bezeichnen wir

pm =j géldﬂl(‘pl),
V:f—wzf
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Mittels des Kjellbergschen Hilfssatzes kann man zwei harmonische Funktionen

w1, . finden, derart dass

U = U1+ Us,
0<wum<P"of, 0<w< (Eu—P")o f

ist. 2 ist nicht grosser als die grosste harmonische Minorante von P o f,
welche, wie Heins bewiesen hat, gleich

[ wpdwis)

Vf—W/

ist. Hier kann man v, an Stelle von u, setzen, da wj, Null auf Vy— Wy ist.
Daraus erkennt man, dass u; quasibeschrinkt und somit Null ist. Es ist also
auch P’ Null und

w(Ve—Wys) =0.

Es sei ¢' eine nichtnegative beschridnkte harmonische Funktion auf R', ¢' < Eu.
Mittels des Kijellbergschen Hilfssatzes sieht man genau wie oben, dass
u< (Eu—1') o f ist, woraus v’ =0 folgt.

Wir werden mit Ogs, (1<n< ) die Klasse der Riemannschen Flidchen
mit Greenscher Funktion bezeichnen, fiir die 4; aus hochstens » Punkten si, s.,

., su, fiir die Ks beschriankt ist, und aus einer Menge vom harmonischen

Masse Null besteht [1].

SAaTz 29. Ist R€ Ogp,, so ist f lokal vom Typus Bl [12]. Ist RE Ogs,
— U Oup, (1<n< ) und R' & Og, so ist R' € Oug, — U ,Omei fiir ein #,

i<n

n' <n<n'supwvy.

Laut des Folgesatzes 3 ist ¥ “Y(R') C 4,— U{s;} und somit vom harmoni-
i=1
schen Masse Null, woraus sofort folgt, dass f lokal vom Typus Bl ist. Ist

R'€ Oy, so ist nach demselben Folgesatz # in allen Punkten s; definiert,
£ (si) € 4 und K';(Si) ist beschrinkt. Es sei A'=4/— U{f(s;))}. Dann ist
i=1
nach Satz 17
Io(A', R) = o(f A, B <oldi~ Ulsi}, R) =0.

Daraus und aus
Ion(A', R") =w(A', R") o f
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(Satz 27) folgt, dass A' vom harmonischen Masse Null ist. Es ist also

R'€0gs,,— U Ogp, mit n”'<n. Wir nehmen jetzt an, dass sup ps< © ist. Fiir jedes
i<n

s' € 4i fur welches K& beschrinkt ist, enthilt 7 ~(s') hochstens sup vy Punkte

si (Folgesatz 6) woraus 7 < n' sup vy folgt.
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Anhang*

Wir geben ein Beispiel einer analytischen Funktion f im Kreise |z| <1,
fiir die / im Punkte z=1 definiert und gleich « ist, wogegen f* im Punkte
z=1 nicht definiert ist. Dieses Beispiel zeigt, dass der Satz 21 auf den
ausgeschlossenen Fall R = {|{w|< =}, 7 (&®) = o, nicht ausgedehnt werden
kann.

Es sei G die rechte Halbebene und 7, der Kreis

lc-2"|<1, (n=1,2...),
Es ist

HE (1) < (27 +1) wall), (2 =Re?),

wo wn das harmonische Mass von or, auf G — r, ist. Bezeichnet man mit a»

den hyperbolischen Mittelpunkt von 1., so ist
an = ‘/227"3':— 1.

wn(€) ist zu logjg_“ig"
i —Gn

: proportional ; daraus folgt

on(l) = —— P
log | 2 _
gg 5

Es ist aber

: R e
1+ > _ 1
717 ~ an—1 Qn.=2 ’

log | 2, H 14 an ) 10g VUL N2V 2 pog 22T i tog,
Vori41 —v2r—1

und somit haben wir

1
DI
onl S7132”"”10g 2
Daher ergibt sich
2" +1
He . (D<= T
md )”n32"“‘2log 2

* Added on March 14, 1960.
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und die Reihe >) H-v,(1) ist konvergent. Fiir ein geniigend grosses 7, ist

n=1

2 Hé—f,,(l) <1

n=ng

und (Hilfssatz 4)

I &=¢-Hb & nz6-

©
G- v Tn
n=ng

Daraus ergibt sich
I z(1)>o0.

@«
G- v Ty
n=ng

Ist Gy, = {{|Rel> &}, so ist offenbar

I1£6>0
Gty
und somit, laut des Folgesatzes 2,
I &¢>0.
Ggo— c: Yn
n=1
Es sei
° 4
P = -
©=1 (1 5

und o, das Intervall (27 +1, 2" — 1),

2 Hé-*n'

n=np

Wir setzen

an = inf {| P(§)||§ € an),
Bn = inf {| P(C) | |¢ € orn).

Fiir £ € g, ist

[P(&) =
2 (24 -1) | (5L -1) (1- 27

Fir €0y, ist

Daraus folgt lim a, = .

n>o

_ Re¢

n—=1
1p<c)1z[kqi1 R
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n— s _ - ® 3
=[H (5t )] L, (- 5]
27:3—1

= (G —1) 2—}, I (1- 2k,;1;,3_1-) =27 T (1 ~21;>

Es ist also lim B, = .

Fiir Re¢ € g, ist
[ P(C)|=| P(Re$) | = an.

Fir ¢ U7yn und &= Rel € yp ist | P(¢)|=p,. Daraus folgt, dass man fir
n=1

jedes >0 ein &(a) finden kann, so dass
P {|wl<a}) N{Rel>&(a)} C L_JlTn

ist.
Aus diesen Betrachtungen folgt, dass P im Punkte ¢ = oo definiert und
gleich « ist, da
i= I  £>0

P~Y{|w|>a)) ®
Gry(@y= Y Tn
n=1

ist. Setzen wir

f(2) =P(}—i‘:—),

so ist / im Punkte z=1 definiert und gleich ~, wogegen f* in demselben
Punkte nicht definiert ist.
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