
SUJET B

LES MATHEMATIQUES DE L'ASSURANCE
AUTOMOBILE

Introduction de la discussion (resume)

P. J. DELAPORTE

Plusieurs communications sont presentees au Colloque sur les
Mathe"matiques de l'Assurance Automobile. Afin de pouvoir mieux
situer chacune d'elles dans ce vaste sujet, il peut fitre bon de sche"ma-
tiser l'ensemble de la question. II comprend:

1. la survenance des accidents
2. le tarif et la mesure de son efficacite par rapport a l'estimation

optimale.

i . La Survenance des accidents

Groupons dans une classe les proprie'taires de vehicules ayant un
me'me ensemble de caracte'ristiques exteYieures de risques: me'me
modele de voiture, meme zone de garage habituel, mtoe usage ou
profession du proprie"taire, etc. Les risques s de survenance d'ac-
cident ne sont pas identiques pour tous les proprie'taires de la classe,
mais sont distribu^s selon une fonction de repartition F(s).

De"signons par P(s' | s) la probability de survenance de s' sinistres
pour un assure" dont le risque individuel est s (des Etudes anterieures
ont montre" que P(s' | s) est repre"sentable par une loi de probability
de Poisson). La probability qu'un assure", pris au hasard dans la
classe, ait s' sinistres est:

P(s') = +fp(s\s).dF(s) (i)
' o

So ^tant le risque minimum de la classe.
De"signons par g(X) la density de probabilite de la distribution des

couts X des sinistres. On peut admettre qu'a Tinterieur de la classe,
au moins en premiere approximation, g(X) est ind6pendant de s,
d'oii la probability de survenance d'un sinistre de cout X est:

P(s' = i;X)=g(X).P(s' = i) (2)
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La probability de survenance d'un sinistre de cout sup6rieur a
une franchise Xe est:

P(s =1;X>Xe)= P(s = i ) . [ +fdG(X)] (3)

et la probability de survenance de s'e sinistres de couts supe'rieurs a
une franchise est:

P(S'e ;1X>Xe>... S,X > Xe) = P(se). [ + f dG{X)Y> (4)
X,

Dans sa communication: ,,L'influence de la franchise sur le
nombre de sinistres dans l'Assurance Automobile", Monsieur
Mogens Muff etudie les distributions empiriques de ces sinistres, et
apres ajustement sur une distribution binomiale negative, il observe
que l'un des parametres depend de la clause de bonus et l'autre
varie avec la franchise.

Le reassureur excess pourra utiliser ce me"me modele en prenant
pour s non pas le risque probable d'un assure, mais le risque probable
d'une compagnie reassuree. II remplacera la franchise Xe par un
montant d'excess Xe(i + d)* de"croissant avec le temps e'coule' depuis
le debut de l'ann^e de survenance jusqu'a l'e"poque moyenne de
reglement t, pour tenir compte d'une depreciation monetaire dont
le taux annuel est de d pour les reglements de sinistres.

Dans sa communication: ,,Une approche d'analyse des sinistres
observes dans la reassurance excess de responsabilite" civile", Mon-
sieur H. G. Verbeek etudie le tableau a double entree des sinistres
par annee de survenance et par annee de declaration au reassureur
au fur et a mesure que chacun d'eux depasse le montant de l'excess.

M. Verbeek admet que la distribution des nombres de sinistres
declares par la compagnie cedante au reassureur est representable
par des distributions de Poisson et qu'il y a independance entre le
nombre et le cout des sinistres. Une estimation des parametres par
la methode du Maximum de Vraisemblance lui permet d'extrapoler,
pour les annees futures, la valeur probable des sinistres qui seront
declares au reassureur, ce qui peut servir de base a la cotation d'un
traite de reassurance excess.
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2. Le tarif et la mesure de son efficacite par rapport a Vestimation
optimale

Le tarif d'assurance automobile comprend:

1. une information a priori sur l'assure et l'usage qu'il fera du
vehicule, son lieu de garage habituel et, d'autre part, sur la
voiture, son modele, son etat d'entretien, etc.;

2. une information a posteriori sur les sinistres declares et sur la
maniere dont le conducteur se comporte (entretien du vehicule,
infractions au Code de la Route), relative a la periode e'coule'e
depuis la souscription du contrat.

L'information a priori permet un de"coupage de 1'ensemble des
risques en classes de tarif dans lesquelles on groupe les assures ay-ant
a priori des risques identiques.

Deagnons par:

ISP 2sl> • • • les nombres de sinistres declares par l'assure i pen-
dant les annees d'assurance 1, 2, etc. Les probability's
de survenance d'accidents ont 6te de"finies ci-dessus
(formule 1).

xc\, 2c'v . . . la maniere dont le conducteur s'est comporte pendant
les anne"es 1, 2, etc. (par exemple le nombre des
infractions graves a la loi sur la circulation routiere).

H(jCt I s) la fonction de distribution des comportements
des conducteurs de risques s pendant l'annee j .

et admettons que les classes de tarif ont e"te" constitutes de maniere
suffisamment homogenes pour que le cout moyen des sinistres X
soit, dans la classe, inde"pendant du risque individuel d'accident. La
prime pure de l'annee k + 1 connaissant les antecedents des k
premieres annees d'assurance est:

Il( s' I s' s' • c c) =

7 s . P ^ s l I s)...P(ks't I s).ff(lC; I s)...tf(fcC; I s).dF(s)
= X '-h (5)

f PI <;' I 91) PI <:' I <;1 HI r I <:') HI r <;1 / 7 P " M
' 0
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P(s' | s) ayant une loi de distribution de Poisson, ceci se simplifie en

_ j V , + • • • + **'' + 1.e-«°.H(1ci | s ) . . .ff( iC; | s).dF(s)

= X ^ — (6)
j slS, + . . . *'« .e-*»ff(lC; | S ) . . .ff(fcC; I s) .dF(s)

• o

A notre connaissance, la fonction H n'a pas encore e"te" etudie"e,
elle a done e"te" supposee constante dans tous les travaux ante"rieurs.

Au contraire, l'etude des observations a montre" que la fonction de
distribution des risques individuels F(s) est voisine de l'eulerienne de
seconde espece:

dF{s) = a(sS) ( ) & 1 ^ ( )

et que So, qui est le risque minimum, est voisin de zero; a et b sont
des parametres a estimer par le Maximum de Vraisemblance pour
que les voitures aient eu les nombres de sinistres observes.

Le risque d'un assure' i connaissant les sinistres qu'il a eus pendant
les k anne"es anterieures peut 6tre obtenu d'apres l'esp^rance mathe-
matique de s liee par les sinistres observes, e'est-a-dire:

Lft^x i i i c ft. i ' ^_ i 7, \ '

(I -\- K

Notre President, Monsieur P. Thyrion, pr^sente une communica-
tion intitule: ,,Quelques observations statistiques sur la variable
,,nombre de sinistres" en assurance automobile", dans laquelle il a
e"tudie" le comportement de 1.410 polices pendant 4 annees et de
1.094 polices pendant 7 annees.

Sur cet ensemble, il a d'abord examine" la distribution empirique
du nombre des sinistres d'une anne"e en fonction du nombre total des
sinistres des anne"es ante"rieures. II a montre" que les observations
ve"rifient les conditions pour etre representables par une loi de
Poisson compose"e et que la ,,fonction de structure" C/(X) (qui est la
fonction F(s) dans les notations pr6ce"dentes, formule[i]) reste
stable au cours du temps. Les resultats montrent que cette fonction
est plus concentred que la loi exponentielle et a un seul mode situe
pres de 1'origine.

Ensuite, il a calcul6, d'apres les observations, pour chacune des
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annees, la valeur du risque liee par les nombres de sinistres observes
pendant les ann6es pre"c£dentes et a donne", pour plus de precision,
les valeurs me'dianes du rapport du risque lie" divise" par le risque
moyen de l'ensemble des polices, dans le dernier tableau de sa com-
munication.

On peut noter que les re"sultats entierement empiriques de
P. Thyrion, obtenus sur la Belgique, sont en excellent accord avec
ceux que nous avions obtenus, sur la France, il y a plus de 10 ans,
par un modele the"orique de loi de Poisson composed avec une
eulerienne de seconde espece (formules 1, 7 et 8 ci-dessus) pour une
me" me frequence moyenne s = 0,193 et pour la valeur du parametre
b = i,6, alors que les re"sultats de P. Thyrion donnent b = 1,32

n

0 sin.

1 sin.

Valeur

empirique
theorique

empirique
theorique

S'il y a e u n sinistres pendant les annexes
anterieures, quotient de la frequence liee a

la frequence moyenne apres:

1 an
0,85
0,89

1,48
1.45

2 ans
o,79
0,80

1.25
1.3i

3 ans
0,71

o,73

1,21

1,19

4 ans
0,66
0,67

1,01
1,09

5 ans
0,64
0,62

0,96
1,01

6 ans
o,59
0,58

o,79
o,94

P. Thyrion indique qu'avec une vraisemblance suffisante pour la
pratique on peut conclure que l'hypothese de I'h6teroge'neite' des
classes de risques se montre apte a pre"voir l'influence du comporte-
ment passe d'une sous-classe de risques sur son comportement
futur en ce qui concerne les nombres de sinistres, ce qui est une des
bases pratiques d'une tarification de l'assurance automobile
utilisant un systeme de bonus-malus.

Dans sa communication: „ Etude sur la survenance des sinistres en
assurance automobile", M. Brichler propose de poser b = 1 et a egal
a l'inverse de la frequence moyenne du groupe. Cette solution cor-
respond a un cas limite de la representation par l'eul^rienne de
seconde espece re"duite ae~as. Ceci semble valable lorsque la classe de
risques est tres dissyme"trique et l'esperance mathematique du
nombre de sinistres tres faible, mais conviendrait moins bien a des
classes plus he"t6rogenes pour lesquelles on trouve b variant de
i,5 a 2.
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D'autre part, M. Brichler a essaye", empiriquement, de trouver une
representation des frequences des anne'es successives par des for-
mules plus ge"nerales, notamment en donnant un poids plus fort aux
sinistres des anne'es re'centes et plus faible aux sinistres anciens.

Nous ne parlerons pas du probleme de jugement d'un tarif, car
aucune communication n'est pre"sente"e sur ce sujet. Je.voudrais
cependant rappeler que l'analyse de la variance permet de decom-
poser la variance totale des sinistres en variance lie"e par le tarif et
variance non explique"e par le tarif. La variance du risque probable
divise"e par la variance liee par le tarif donne la mesure de l'efficacite
de ce tarif. Cette me"thode a encore peu e"te utilisee.

En terminant, je voudrais faire remarquer que, pour etablir les
modeles representant la survenance des accidents et l'estimation des
frequences individuelles des assures, nous avons fait appel seulement
a quatre distributions:

F(s) fonction de repartition des risques individuels
P(s' I s) probability de survenance d'un sinistre
G(X) fonction de repartition des couts de sinistres
H(c' I s) fonction de repartition du comportement des conducteurs

qui nous permettent d'obtenir toute l'information desire"e. Un effort
tres grand devrait 6tre fait pour obtenir de maniere tres precise ces
distributions.
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