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SOMMES DE LA FORME ZM

f(n)

BY
ARMEL MERCIER

1. Introduction. Dans [8], nous avons étudié I'ordre de grandeur des som-
mes de la forme ) g(n)/f(n), pour k, leN, (k,l)=1 ou k, ou g(n) et f(n)

n=x

n=l(k)
appartiennent respectivement a une classe de fonctions multiplicatives et
additives. A partir de ce résultat, nous avons obtenu, par exemple, I'ordre de

grandeur de ) w(n)/d(n), ou w(n)=3%,,,1 et d(n)=Y,,, 1. L’étude des

n=x
n=l(k)

sommes de la forme Y’ _, 0(n)/f(n), ou 6(n) et f(n) appartiennent respective-
ment a une classe de fonctions multiplicatives et additives, a déja été abordée
(voir [2], [3], [6]). (Ici Y/~ 6(n)/f(n) signifie que la somme parcourt tous les
n=x tels que f(n)#0.) Nous établierons dans le présent manuscrit deux
théorémes de sommation, (il est 2 remarquer que ces ceux nouveaux résultats
sont valides pour une plus grande classe de fonctions que deux obtenus dans
[2], [3], [6]; notons cependant qu’a I’aide du théoréme 1 de [7], il est possible
d’obtenir lesdits résultats sans aucune restriction sur les entiers positifs k et [),

I'un concernant I'ordre de grandeur de ) _  g(n)/f(n) et I'autre concernant
n=l(k)

lordre de grandeur de Y g(n)/f(n), pour k, leN, (k,1)=1 ou k, ou g(n)

n=x

(n,k)=1

et f(n) appartiennent respectivement a une classe de fonctions multiplicatives
et additives. Notons enfin que, pour une série de Dirichlet donnée, nous
désignerons par o, son abscisse de convergence absolue, lorsqu’elle existe.

2. Principaux résultats. Avant d’énoncer les deux principaux résultats, po-

sons
(u> g(p) (u>f(p2)/f(p) g(pz) -1
E e I) 2r
h(s,u)=H 1+ sp + oF P, ...
pld p p
<E>f(p°)/f(p) g(pa) (E)f(Pa’l)/f(p) g(pa+1)
b par b p(a+1)r 1
X + +eee | —
peild p* plerbs (k')
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(1+ (%> g;?) (li)f(rﬂ)/f(p) %1;2)

ou b, d et k' seront définis ultérieurement, de plus, nous supposons que
h(1, u)e C**'[0, b] (a est un entier positif).

TueorREME 1. Soit g une fonction multiplicative telle que g(p)=bp"+o(p"),
beR—{0,—1,-2,...}, reR, et g(p*) = O(p™), t>1. Soit f une fonction additive
telle que f(p®) ne dépend pas de p et f(p) #0. Supposons que

Y gm)=0(x"*'log"'x) et Y g(n)=0(x""log"%x),

f(n)*0 f(n)=0

alors pour k,l1eN, (k,1)=1 ou k, nous avons

, —-r b—1 o . 10 b—1 X
1 n_'g(n) _xlog"'x A, '+ ( x log >
@ néx f(n) f(p) =1 (loglog x)' © (loglog x)***/°

n=I(k)

A= 1 du—! (Z(;(;)»

Preuve. Pour o >0, on a, (voir [6], [7], [8])

i (n"g(r:)tf ‘"))

n=1 n
n=l(k)

—r tf(p) —2r 2y +f(p?) -1
=n(1+P g(p) g(pA)t +)

p|d ps p2s
<p “'g(p“)t"‘” p_“Vrg(perhe ) -
pelia perys o (k)
( p_ g(p)t”") L@ )'1
plk pzs
( p g(p)tf(p) p—2rg(p2)tf(p )+ L >
p2s
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+H( p- g(p)tf(p)-’-...)—l 1 I <p—arg(pa)tf(P“)+...)

as

pld p & (K )psiia p
1 & n7g(m)d™x(n)

8 ; <X(l') ngl n ),

X7*X1

ou p°| d signifie p®|d et p**'}fd, d=(, k), k'=k/d, I'=1/d, x désigne les
caracteres mod k', x; désigne le caractére principal et te€[0, 1]. Posons u =
bt™®, alors 1’équation ci-dessus devient

., E f(n)/f(p) E g@) —1
nﬁ; n~'g(n) (b) _¢(1k')n(1+(b)pspr +)
n=[(k)

n pld

B (u>f(p“)/f(p) T —(@sD) (u f(pe+1)/f(p)
g(p*)p b g(p* p 3)
X l_I + 4.
p®lld

as (a+1)s

p p

f)/f(p)
( 1 =" g(n)() x(n))
x L \op L — = {4(9)h(s, w)

n=1

XF*X1

¢ désigne la fonction zeta de Riemann et h(s, u) est la fonction définie
auparavant. Utilisant le fait que

Z ( x (1)

x#)a

Z n"g(n)( )( x(n))=0(x log“ ™2 x)

n=x

(voir [7], [8]) et un théoréme de Selberg [9], nous obtenons

f(n)/f(p) 1
Y ngn) ( ) hr(,(;';) x log* ™! x +0(x log“ ™2 x)

n==l(k)

pour u €[0, b]. Utilisant un procédé semblable a celui de [2], nous obtenons le
résultat désiré.

REMARQUE. A partir de ’équation (1), nous obtenons, en utilisant le lemme
d’Abel [1], pour r>-1

, g(n) xr+llog o
@ I T L e

n=Il(k)

(xr+1 logb—l x)
(log log x)' (log log x)***
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et pour r=—1,

3 © g(n) _log’x & A¥ 40 log® x
©) T A L e Ol i)
n=l(k)
ou
*__(_1\i-1 d! h(1, u)
AT=CD du'™! (uzr(u)>

Le prochain résultat généralise un résultat de [2].

CoroLLAIRE 1.1. Soit f une fonction additive telle que f(p®) ne dépend pas de
p et f(p) #0. Supposons que Znsx 1=0(x/log x), alors pour k,leN, (k,)=1
ou k, nous avons f)=0
Z 1 X « a;
2, () f(p) & (loglog x)

n=l(k)

+ O(x/(log log x)**")

oit a; =1/k et les autres a; sont calculables.
R. L. Duncan [4] a étudié la fonction additive Q,, définie par
Qm(n):a'l"+...+a;" Si n:p‘i‘l...p‘s"s

et m désigne un entier =0. Il est & remarquer que Qy(n) = w(n) et Q,(n) =Q(n)
sont deux fonctions bien connues [5].

CoroLLAIRE 1.2. Pour k,leN, (k,[)=1 ou k, on a

< x
1<§Sx Q.. (n) ; (log log x)* O((log log x)"‘“)

n=l(k)
ou

b=

ranl i

Q. (") -0, ()
a+1

a=1 p
Qm a+1 _‘Qm a Q a+1 Q
4 Z Z (p**™) (p )+ Z Z m (P — L, (p?)

a+1 a+1
plk/(k,1) a=0 plk.1) a=0 p

oyt Y F ST R (T )],

pellk, 1) r=1 p

o
N
| =
—
—
|
2
|

]
;—-:—«
Q
o
P
o
|
=
~———
+
b=
e —
|
™M
s

I

et les autres b; sont calculables. La lettre vy désigne la constante d’Euler et
Q,.((k, 1)) est la fonction (,, évaluée au p.g.c.d de k et L.
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CoroLLAIRE 1.3. Soit d(n) le nombre de diviseurs de n, alors pour k,leN,
(k,)=1 ou k, nous avons

1 x i G +O( x )
1 logd(n) log2 < (loglog x) (log log x)>*1
n=l(k)

ou
1=

et a2

1 {Z 10g(1+1/r)+ Z log(1+1/r)

Eoull

10g2 pld p' plk’ pr
r=1 r=1
+1/(a+
log(1 lr/(a r)_log ()

pelld

r=1
g logl+ 1/r)}]

> p’

r=2

d=(k, 1), k =k/d et tous les autres c; sont calculables.

CoroLLAIRE 1.4. Soit B€R, alors pour k,leN, (k,)=1 ou k, on a

B a 28—1
d (n) =X 10 Z ( x log +1),
1<n=x @(n) <1 (log log x)' (log log x)*
n=l(k)
ou
1 2’3 3‘3 -1 2‘3 33 -1
di =55 (1+—+—+~'> (1+ +=+- )
12°T(2%) ,EL p p* plnl p p’
1 ((a +1)® (a+2)® ) ( 1)2‘3 ( 28 38 )
X et 1-—) (1+=+5+-- ),
o (k") pqd p¢ p*t l-p[ p p p’
d=(k, 1), k'=k/d et les autres d; sont calculables.
En particulier,
Z 1 i ( x log )
L d(mw(n) (log x)”2 1 (log 10g x)‘ (loglog x)**!

n=l(k)
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ﬁﬁﬂ (pl g—p—-> 1 I1 ((a+3)—1+(at2_1+'“>

pid p—1/ peal P p
><H (J(pz—p) log —Eﬁ pII-! ((p— 1) log —3—1)_1,

d=(k, 1), k'=k/d et les autres d¥ sont calculables.

CoroOLLAIRE 1.5. Soit BeR, B>—1, alors pour L keN, (k,1)=1 ou k, on a

¢B(n)— xB+1 o e; xB+1
..zs:x w(n) B+1,5 (loglogx)' +O((10g log x)"“)
n=l(k)
ou
1 ( (1~1/p)‘*‘1>‘1 (l—l/p)‘?“‘>*1
=—— [ (1+—L2— 1+l
ST e o p pl;-! ( p
(1- 1/p)B (1-1/p)® 1-(1-1/p)®
+o- )T (1-———),
qud ( pa a+1 )I;[ ( p )

les autres e; sont calculables. Et

1
nzs:x d(mw(n)

i ( log x )
< (log log x) (log log x)***

s n=I(k)
S
p
"I (“p = ) 1 (+55=p)

et les autres e sont calculables.

THEOREME 2. Soit g une fonction multiplicative telle que g(p)=bp"+a(p"),
beR—{0,—1,-2,...}, reR, et g(p')=0(p™), t>1. Soit f une fonction additive
telle que f(p®) ne dépend pas de p et f(p) # 0. Supposons que

Z g(n)=0(x""'log" " x)

n=x
f(n)*0

et
Z g(n)=0(x""'log" 2% x)

n=x

f(n)=0
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alors pour k eN nous avons

, n_'g(n)leogb‘lx & A, xlogb™'x
@ L T T e derhs x>f+o<aog log x>“+‘>

(nk)=1

=0T o (gu(li(f)))u:b

g(l,u)=n(1+—<£lg:p)—£+- . ) I1 (1—1)u(1+(_3.)_g(i)€:+. . )

plk p p p

et

Preuve. Pour k eN et 0> 0, nous avons

s
n=1 h plk
(n,k)=1

ou te[0, 1]. Posons u = bt!®, alors

i n"g(n) <§)f(n)/f(p) ( (%l) p—rg(p) )—1 n_'g(n) <§>f(n)/f(p)
e .

3 !

s

i n- g(n)tf(") n (1+p rg(p)tf(p)_‘””)—l [l n—rg(n)tf(n)
¢ n=1 n

ool n plk p’ n=1 n
={"“(s)g(s, u)
ou
u — \ ' u ~
g(s,u)=ﬂ(l+@l;(§)p—+---) l}(l—;l—s)(1+£Li(sp.)_p_+...)

Utilisant le théoréme de Selberg [9], on a

f(n)/f(p) 1

Z n- g(n)( ) gl(‘( ';) log*™* x +O(x log* ™2 x),
(nnks))c 1

pour u [0, b]. Utilisant un procédé semblable a celui de [2], nous obtenons le

résultat escompté.

REMARQUE. A partir de I’équation (4), nous obtenons, en utilisant le lemme
d’Abel [1], pour r>-1

5) y BW_rTleT x$ A o(x log )
n=x (n) (r+ 1)f(P) i=1 (log log x)i (log log x)a+1
(nk)=1
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et pour r=—1,

[September

6 ’ g(n)=10gbx o A¥ . log® x ,
©®) L e & (1oglogx)'+O<(loglogx>“”)
(nk)=1
ou
—(_1)i—1 di_l g(l, u)
A:k—( 1) dui—1 (uzl"(u)>,u=b

CoROLLAIRE 2.1. Soit f une fonction additive telle f(p”) ne dépend pas de p et
f(p) # 0. Supposons que Znsx 1=0(x/log x), alors pour keN, on a

f(n)=0

L oo s ooy ogros 77

n=x f(n) f(p);=: (loglog x)'

(nk)=1

(log log x

ou a = @(k)/k et les autres a; sont calculables.

COROLLAIRE 2.2. Pour keN, on a

< X
1<Z,‘:Sx Q.. ( ; (log log x)! O((log log x)“*l)
(nk)=1
ou
(k)

bz=¢(k)[ -y- Z{log (1——) ._} y Z Q,, (PGHZHQ m(P®)

p a=1

a+1

Tk
L Q a+1 Q a
zl: ; m (@) - Q.. (p )]’

les autres b, étant calculables et v désigne la constante d’Euler.

CorOLLAIRE 2.3. Pour keN, on a

1 x ¢ G +O( X
L logd(n) log2 /% (loglog x)!
(nk)=1
ou
c =¢(k)
ok

(log log x)““)

=B 1y o (1 1) Lol {3 (222,
(1081/2 log 2/3 10g3/4 )}]

3 3

plk p p
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les autres c; étant calculables.

CoroLLAIRE 2.4. Soit B€R, alors pour keN, on a

d‘B(n)=xlog2"'1 ) d__ ( xlogw—l{l),
i=1 (log log x)* (log log x)*

1<n=x (.0( )
(nk)=1

8 B -1 28 B8 B
I1 (1+2 +32+~--> 1'[(1—1> <1+2 +3 +- )
p_p p_p°

d, === 2gr(2ﬂ)p
et les autres d; sont calculables.
En particulier
5y 1 i (x log 2 x)
1= d(n)w(n) (log x)”2 ~ (og log x)* log log x

(nk)=1

d’l"=j/‘2;;n (plog—-——> l:[( (pz_p)log‘pf_1>

plk

et les autres d sont calculables.
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