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SOMMES DE LA FORME £ 
g(n) 
fin) 

BY 

ARMEL MERCIER 

1. Introduction. Dans [8], nous avons étudié l'ordre de grandeur des som­

mes de la forme £ n<x g(n)lf(n), pour k, leN, (k,l) = 1 ou k, où g(n) et f(n) 
nsslflc.) 

appartiennent respectivement à une classe de fonctions multiplicatives et 
additives. À partir de ce résultat, nous avons obtenu, par exemple, l'ordre de 
grandeur de £n<x œ(n)/d(n), où <o(n) = X p | n l et d(n) = £ d | n l . L'étude des 

n=l(k) 

sommes de la forme XX<x 0(n)/f(n), où 6(n) et f(n) appartiennent respective­
ment à une classe de fonctions multiplicatives et additives, a déjà été abordée 
(voir [2], [3], [6]). (Ici Z„<x 0(h) If (h) signifie que la somme parcourt tous les 
n < x tels que f(n)^0.) Nous établierons dans le présent manuscrit deux 
théorèmes de sommation, (il est à remarquer que ces ceux nouveaux résultats 
sont valides pour une plus grande classe de fonctions que deux obtenus dans 
[2], [3], [6]; notons cependant qu'à l'aide du théorème 1 de [7], il est possible 
d'obtenir lesdits résultats sans aucune restriction sur les entiers positifs k et l), 
l'un concernant l'ordre de grandeur de Zn<x g(n)lf(n) et l'autre concernant 

n = l(k) 

l'ordre de grandeur de £ n^x g(rc)//(n), pour k, / eN, (k, /) = 1 ou k, où g(n) 
(n,k)=l 

et f(n) appartiennent respectivement à une classe de fonctions multiplicatives 
et additives. Notons enfin que, pour une série de Dirichlet donnée, nous 
désignerons par aa son abscisse de convergence absolue, lorsqu'elle existe. 

2. Principaux résultats. Avant d'énoncer les deux principaux résultats, po­
sons 

, /<P*>/f(p)g(p2) v _ ! 

g(p a + i) 

h(s,u)=nw^-f-+Xb/ „2S
 p2r+-

v\d \ P P 

f(p-)/f(p) „/„<n / , A « P " ' > / « P > „fn«+i\ //„y(P«)/f(P)g(pa) . y 

n \ -—^r-^*— 
->a\\d \ p 

(a + l)r 
X 1 1 \ *..<" "*" „(a + l)s +* * * / ^ 

p-||d \ P P / <P(K ) 
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, f ( p 2 ) / f ( p ) g ( p 2 ) v - 1 

^ ey «t tKr^^-p^*-) n(i-ar Plk' \ P P 

X 

p 
n\ i+ ,. + 

où b, d et fc' seront définis ultérieurement, de plus, nous supposons que 
fi(l, u ) eC a + 1 [0 , b] (a est un entier positif). 

THÉORÈME 1. Soit g une fonction multiplicative telle que g(p) = bpr + o(pr), 
beR-{0, - 1 , - 2 , . . . } , reR, et gip*) = Oip*), t> 1. Soir / une fonction additive 
telle que f(pv) ne dépend pas de p et f(p) ^ 0. Supposons que 

£ g(n)=0(xr+1 l o g ^ x ) et £ g(n) = 0 ( x ' + 1 log"""2 x), 
n<x n<x 

f(n)#0 f(n)=0 

alors pour k, leN, (k, l)=l ou k, nous avons 

m Y ' M - g W ^ x l o g ^ x * _ _ A L _ _ / x l o g ^ x \ 
v ; h* fin) f(P) h dog log xf V(iog log x r + l r 

n- l (k ) 

OÙ 

Ai~ ( 1),_1 du-1 (ur(u) )]„-„• 

Preuve. Pour <r>cra, on a, (voir [6], [7], [8]) 

y /n-g{n)tfM\ 

- l ( l c ) 

=pi ( 1 + Û ! É ! ! + Ù ! E Ï ! ! + . . . V1 

PM ^ p s p2 s / 

n / P - g ( p a ) t ^ ° > P-<°+i>-g(pQ+i) f»^->, \ i 
x 11 l T^ + n(a+i)s +• • • JT777 

p°lld v P P / <p(.k 

x f i ( i , p~rg(p)tf(p), p"2rg(p2)tf(p2), y 1 

P|k' * Ps P2s / 

x| 
p 
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V\d V P / <P(K )p«||d V P / 

X y / J _ y n-g{n)tfMx(n)\ 

7 W)»^ ns /' X 
X^Xi 

où pa II d signifie pa \ d et p a + 1 / d, d = (I, fc), fc' = k/d, V = //d, * désigne les 
caractères mod fc', Xi désigne le caractère principal et fe[0,1] . Posons u = 
btHp\ alors l'équation ci-dessus devient 

z — - . ^ n u + — r - + -
n = l H <P\k ) p | d ^ P ' 

( / ,A/(Pû ) / f (p) / ,Af(p a + 1) / f (p) v 

g(pa)p-arg) g(pa+1)p-(a+1)rg) \ 
p p / 

! » ""«wk) *<nA X 

x^x 

£ désigne la fonction zêta de Riemann et h(s, u) est la fonction définie 
auparavant. Utilisant le fait que 

? (^i»^»)ër>x(B))=o(x iog""x) 
X 

X^Xi 

(voir [7], [8]) et un théorème de Selberg [9], nous obtenons 

o/ I(w) 
n-l(k) 

pour u G [0, 6]. Utilisant un procédé semblable à celui de [2], nous obtenons le 
résultat désiré. 

REMARQUE. A partir de l'équation (1), nous obtenons, en utilisant le lemme 
d'Abel [1], pour r > - l 

(2) Y' g(w) = x r + 1 log b - 1 x f Aj (xr+1lo^'1x\ 
V ' h* fM ( r+l ) / (p) , t l (loglog x)1 Vloglogxr+V 
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et pour r = —1, 

M Y' g(n)Jogbxf A* / logbx \ 
^ ' h* fin) /(p) h Oog log x)' \ ( l o g l o g x r + 1 / ' 

n- l (k ) 

OÙ 

1 K } du'-'wnu))^' 
Le prochain résultat généralise un résultat de [2]. 

COROLLAIRE 1.1. Soit f une fonction additive telle que /(pu) ne dépend pas de 

p et f(p)iz0. Supposons que £ <X l = 0(x/logx), alors pour k,leN, (k, l) = l 

ou k, nous avons f(n)=o 

£ 7n = lhtn T v + 0(xl(\og\ogxr+1) 
n^x fin) /(p) tt[ (log log x)1 

n - l ( k ) 

où a! = \lk et les autres a^ sont calculables. 

R. L. Duncan [4] a étudié la fonction additive flm définie par 

£lm(n) = a?+-- + a? si n = p î - - « pr­

êt m désigne un entier >0 . Il est à remarquer que fi0(n) = co(n) et fîi(n) = H(n) 

sont deux fonctions bien connues [5]. 

COROLLAIRE 1.2. Pour k,leN, (k,l) = l ou k, on a 

y J - = x y b> +0( ï ^ 
K n < x 

Hm(n) iTi (log log x)1 \(log log x ) a + 1 / n^ l (k ) 

O U 

•»-l 
^-i[i-T-j:{v(i-iH}-z£s^^(E2 

fc L P <- V P / P-1 P a = l P 

+ y y nm(pa + 1)-nm(pa) | y yfUp^V^UP^) 
p |k / (k , l ) a=0 P p | ( k , l ) a = 0 P 

_n , ( ( M ) ) + z Ln.(p")-n.fr"-)l 
Dall(k. O r = l P -I 

et tes autres bt sont calculables. La lettre y désigne la constante d'Euler et 
nm((fc, 0) est la fonction fîm évaluée au p.g.c.d de k et l. 
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COROLLAIRE 1.3. Soit d(n) le nombre de diviseurs de n, alors pour k,leN, 
(k, 0 - 1 ou fc, nous avons 

log d(n) log 2 
n^I(k) 

h (log log xY +° \(log log x)a+1 ) 

ou 

c>"k 

- Ï[ ' --?W>~)+?} 
^ 1 f y l o g ( l + l / r ) | y log(l + l/r) 

log2lPtd pr X- Pr 

v log(l + l/(q + r) 
- 2. -r logd(d) 

Palld P 

P 
r==2 

d = (k,l), k = k/d et tous les autres ct sont calculables. 

COROLLAIRE 1.4. Soit |3 eU, alors pour k,leN, (k,l) = l ou k, on a 

xJï^oin) X I ° g X
i f 1 ( l o g l o g x ) i + U \ ( l o g l o g x r + 1 > 

n=l(k) 

OU 

1 0 / 2 3 3 3 V 1 n / 2 3 3 e V 1 

2 p r ( 2 p ) p | d \ p p i plk.\ p p i 

1 n /(a + l ) p (a + 2)*3 W / , 1 \ 2 0 / , 2P 3 e \ 

<p(k) Palld \ p p / p \ p / \ p p / 

d = (k, I), k ' = k/d et les autres dt sont calculables. 

En particulier, 

y 1
 =

 x y d* l0( * lQg~1/2* \ 
l i U c d(n)co(n) (log x)1/2 À (log log x)1 \(log log xT+1) 
n=l(k) 
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OÙ 

v(7r)k p|d \ p - 1 / pa„d \ p p / 

xn(v(p2-p)iog-^-)n ((p-Diog-^-V1, 
p v p - l / p l k ' v p - 1 / 

d = (k, I), fc' = fc/d et les autres df sont calculables. 

COROLLAIRE 1.5. Soit (3eR, |3> —1, aiors pour Z, k e N , (k, 0 = 1 ou k, on a 

y < » g ( n ) ^ x g + 1 y et / x s + 1 \ 

„tx «(H) p+i.riOogiogx)' \(iogiogxr+i; 
OÙ 

<^(fc)p|dV P / p | t V P / 

p°||d X P P / p N P / 

les autres et sont calculables. Et 

Y 1 y e* / logx \ 
n i <Mn)co(n) " ° g ^ i i (log log x ) ' + \(log log x)«+V 

n^ l (k ) 

OÙ 

( î - i / p ) - 1 ( î - i / p ) - 1 

X 
p 

p 

et /es autres ef sont calculables. 

THÉORÈME 2. Soif g une fonction multiplicative telle que g(p) = bpr -f o(pr), 
belR-{0, - 1 , - 2 , . . . } , reR, et g(pt) = 0(ptr), t > l . Soit f une fonction additive 
telle que f(pv) ne dépend pas de p et f(p) ^ 0. Supposons que 

I g (n )=0(x r + 1 l og b - 1 x) 
n=sx 

f(n)#0 

et 

X g(n) = 0 (x r + 1 l og b - 2 x) 

f(n)=0 
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alors pour fceN nous avons 

(4) y n^g(n) = x j o g ^ x f A / x log"-1 x \ 

h* fin) /(p) h (log log x)' ^ W l o g x r W 
(n,k) = l 

OÙ 

<r(u) 
et 

^ n W ^ — H n('- ) l 1 + v 
P|k \ P / p V p / \ P / 

Preuve. Pour keN et a>&a nous avons 

f n~rg(n)tfM jr / [ p-rg(p)r / (p)
 { X-1 y w ^ g Ç w ) ^ 

n = l ^ S p | k > P S / n = l H* 
(n,k) = l 

où t G [0,1]. Posons u = bff(p), alors 

/ v / ( n ) / f ( p ) / / N . - I /U\fM,fip) 

.?, — ? — = Î 7 A 1 + — ? — + ^ . ? , — ? — 
( n , k ) = l 

= Ctt(s)g(s,M) 

O U 

P |k V P / p x P / \ P / 

Utilisant le théorème de Selberg [9], on a 

( . . \ f(n)/f(p) / l \ 

l = ~ T x log""1 x + 0 (x log^ 2 x), 
r(u) 

( n , k ) = l 

pour u e [0, b]. Utilisant un procédé semblable à celui de [2], nous obtenons le 
résultat escompté. 

REMARQUE. A partir de l'équation (4), nous obtenons, en utilisant le lemme 
d'Abel [1], pour r > - l 

(5) V ' g(w) = x r + 1 log b - 1 x y A / x ^ l o g ^ x X 
&* fin) ( r+l ) / (p) h Oog log x)1 \ ( l og logx r + V 

( n , k ) = l 
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et pour r = —1, 

(6) Y' g ( " ) ^ l o g b * y A * / logbx \ 
£ c fin) /(p) à (log log xf Vlog log x)"+1 Y 

(n,k) = l 

où 

*-<-*-;£» r(u)/ 
COROLLAIRE 2.1. Soir / une fonction additive telle f(pv) ne dépend pas de p et 

f(p)iz0. Supposons que £n=sx l = 0(x/logx), alors pour keN, on a 
f(n)=0 

y 1 x y Oj / x \ 

h* 7w~W)ik dog log xf + ° \(iog îog xr+1 / 
(n,k)=l 

où a = <l>(k)/k et les autres at sont calculables. 

COROLLAIRE 2.2. Pour k e N , on a 

v 1 v h y bj / X \ 
* , t î (log log xV + Vlog log x)a+1 ) &m(n) i = 1 ( log logxr V(loglogx)° 

(n,k) = l 

OU 

. <t>(k) 

fc L p i V P / PJ p a = l P" 

+ £ | flm(pa + 1)-ftm(P
a)-| 

p | k a = 0 P J 

/es autres bt étant calculables et y désigne la constante d'Euler. 

COROLLAIRE 2.3. Pour keN, on a 

l i U c log d ( n ) ~ k ^ 2 4 t i (loglogx)1 + \ ( l o g l o g x r + V 
(n,k) = l 

OÙ 

c - > ( k ) 

_ I p a W + J o i 2 » + J f a W + .. N i l 
p | k V P P P / J J 
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les autres ct étant calculables. 

COROLLAIRE 2.4. Soit J3GR, alors pour keN, on a 

y d 3 ( n ) = 23_a f __di__ / x log 2 3 " 1 * \ 

ou 

n(i+^+...)-n(i-i)"(i+ï+ï+...) 
, p | k \ P P / p \ P / \ P P2 / 

« 1 = 2 p r (2 3 ) 

et Zes autres dj sont calculables. 

En particulier 

1 x__ f df /xlog~172x\ 
x ) 1 / 2 À(log logxy \ log log x / i<n^x d(n)û>(n) (log 

(n,k) = l 

OU 

d?=-r-n (piog-^rn (V(P2-P) iog/T) 

et les autres df sont calculables. 
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