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SUR LE SEMI-GROUPE DE L’OPERATEUR INVERSE DE 4

YOSHIFUSA ITO

1. Introduction.

Soient N le noyau newtonien sur l’espace euclidien R” & dimension
n = 3 et E 'espace de Banach formé par des fonctions finies et continues
définies dans R™ s’annulant a U'infini et normé usuellement. Définissons
Popérateur de convolution K par Kf = —N=xf. Dans cette note nous
traitrons l'opérateur K dans E. D’abord on remarque [’existence de
I’extension fermée K de l'opérateur K. On note 4 I’extension fermée
de ’opérateur de Laplace 4. Soient (G,)s, et (T;).5, le semi-groupe des
opérateurs dont le générateur infinitésimal est 4 et celui dont le générateur
infinitésimal est K. On montrera que la transformation de Bessel appli-
que (Gpisp & (T));=0, €t chaque opérateur T, est défini par la différence
de la mesure de Dirac ¢ a l’origine et d’une fonction s, analytique en
dehors de l'origine. La fonction s, est sphériquement symétrique et a
décroissance rapide. Elle oscille encore infiniment sur toute la demi-
droite. En I’appliquant on peut obtenir la solution explicite de probléme
de Cauchy:

(a)
(b)  ulz,0) = uyx).

= Ku(x,t)

ou(z, t)
ot

La solution du présent probléme est représentée par

w, 1) = Tu(®) = uy(x) — 8, %u(x) ,

si u, appartient au domaine de K.
Finalement on montrera que

jw Ttdt == “‘Z
0
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au sens des distributions; c’est-a-dire, —4 est un noyau de potentiel
engendré par (T,);s,.

L’étude de K au lieu de 4 dans ou/ot = du est fondée sur l'intérét
au processus appelé “I’inhibition latérale” par les physiologistes ([4], [5]
et [6]). La forme de la différence ¢ — s, représente approximativement
la réponse du systéme nerveux a stimulation du petit groupe des récep-
teurs dans l’organe sensoriel.

2. Préliminaires.

On désigne par = ou ¥ un élément de R™ et par s ou ¢ un élément
de R, = {seR'|s = 0}.

On note:

E, ’espace des fonctions finies et continues dans R” & support compact.

FE Vespace de Banach formé par des fonctions finies et continues dans
R™ g’annulant a I'infini et muni de la norme || f|| = SUDPcg-|f(®)].

L' Pespace formé par des fonctions sommables dans R”.

Soit L un opérateur dans E. On écrit D(L) le domaine de L. On
a évidemment E D D(K) D D(K) D E,. Les sous-espaces D(K), D(K) et
E, sont denses dans E.

La transformée de Fourier d’une fonction f dans R” est définie par

FFy) = j F(@) exp @nv =1 z-)dz

dés que l’intégrale a un sens, ou z-y est le produit scalaire dans R".
La transformée inverse de Fourier d’une fonction g dans R s’écrit comme

Flg.

On désigne par ¢ la mesure de Dirac & ’origine et par I ’opérateur
d’identité.

On pose

1 ( |x|2)
r) = —€X _—] .
9:(x) Grs) " p As

Alors

F o) = e,

La fonction bessélienne du premier cardre est définie par

_ i Yy o (_1)m(z/2)2m .
J”(Z)_(Z)Eom!F(v+m+1) slargz .
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On appelle la fonction bessélienne du troisiéme cardre la fonction K, (z)
définie par

D K@=~ 10 -1LE

i . si v n’est pas entier, (1)
2 sin vz

i) Kn(k) = (—21)’" [aI;);(z) — aIa"iz) ]Fm si m est entier, (2)

ou I, est la fonction bessélienne modifiée du premier cardre définie par

A (=] 2)r™ .
I”(z)_(§> wg‘onll“(u—l—m—{—l) siargz +rw. (3)

Il est bien connu que K,(2) est représentée par l’intégrale suivante ([3]
p. 183):

K= 35 [ o (-1 5o
0
pour v >0et 2>0.

En modifiant cette égalité, on a

00 t - 1 t v/2
J‘o exp (_ i . 47:287‘2)7‘2 ldy = _6270—2”(?) K,,(2«/R)

pour v>0, s>0ett>0. (4)

Soit 7, la translation de x. Rappelons que 7 est un opérateur de
convolution sur un espace vectoriel V formé par des fonctions si les
deux conditions suivantes sont verifiées:

) z2,Vv=V pour tout x e R".

ii) 7, (Tf) = T(z,.f) pour tout z e R"” et toute feV.

Dans cette note le noyau newtonien est

_ 1 1
(n—2)2, |a*™*

b

ol 2, est P'aire de la sphére d’unité dans R*. On appelle le potentiel
newtonien d’une fonction f

- 1 S~
M@= "ag, ) Ty @

dés que I'intégrale a un sens. 1l est clair que K: f — — N« f est un opérateur
linéaire de convolution.
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3. Le semi-groupe associé a I’opérateur K et un probléme de Cauchy.

L’ opérateur K n’est pas fermé dans E. En effet, il existe un ex-
emple suivant:

EXEMPLE. Soient ¢ une constante positive < 1/2 et (Wk)§=1 une suite
des fonctions finies, continues et non-négatives sur R' qui satisfait aux
conditions suivantes:

1) suppw, C(k—e k -+ o).
2) i, < 1/ek?.

3) r Weyrdr = 1/k.
0
4 I " B idr = ke,
0
Posons

et
Ji(®) = ‘2 (—=D*w,(w) pour 1=>1.

Alors (f,) et (Kf,) convergent uniformément lorsque i — co. Posons

J(@) = lim fi(z) .

-+00

Alors Kf n’a pas de sens; c’est-a-dire, f n’appartient pas au domain de
K. Donc K n’est pas un opérateur fermé. Mais il existe ’extention
fermée de K.

PROPOSITION 1. L’opérateur K posséde U extension fermée K.

Démonstration. Soit G(K) le graphe de K. Il suffit de montrer que
G(K) est le graphe d’un opérateur. Soit (f,)s., une suite dans E telle
que fn—0 et Kf,—>geFE. Soient p, la mesure uniforme sur la sphére
de centre 0 et de rayon r avec

jdp, =1, et gek,.

Posons

hr(x) = @*(5 - pr)(x) .
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Alors on a

Ig(m)h,(x)dx = —limIN* Fr@h,@ds = —lim [ Nxh,@) fo@dz = 0 .

m—co m—rco

D’autre part, on a
lim | g(@)p,*p(@)de = 0 .

Donc
[ 9@p(@)dw = lim ( [s@n @z + | g(x)pr*go(x)dw) =0.

Comme ¢ est quelconque, g = 0. c.q.f.d.

Soit (N,),s, la résolvante de 4. Posons

1, 1
K, = ;[I —~ ;Nl,p]

pour p > 0. Alors (K,),s, est la résolvante de K. Donc on voit qu’il
existe le semi-groupe (7,),s, des opérateurs de classe C, dont le générateur
infinitésimal est K, car

1

N,dx = —

Jrpde =2
(v. le théoréme 3.3, chap. 1, [2]).

Ce semi-groupe (T;);s, est donné explicitement dans le théoréme sui-
vant.

THEOREME 1. Soit (T,),», le semi-groupe des opérateurs dont le
générateur infinitésimal est K. Alors, pour t =0 quelconque, T, est
Uopérateur linéaire de convolution défini par la différence de 6 et d’une
fonction s, sphériquement symétrique; c’est-d-dire,

T.f = f — sxf pour fekE .

La fonction s, est obtenue de (g,)s=, Por lo transformation de Bessel sui-
vante:

@) = [ 9.0 Lr@vspas

La fonction s, posséde les propriétés suivantes:
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a) s, est analytique en dehors de I’origine.
b) s, est a décroissance rapide lorsque |x|— oo.
c) || =< tN et (s;(x)/tN(x)) — 1 lorsque x — co.

d) s,eL'et fls,(x)l dx est une constante.

Démonstration. Comme la fonction +/(¢/s)J,(2v/st) de s est bornée
sur (0, ), on peut définir

si(@) = j 9,(@) J L J@vsbds

et on voit facilement que a) a lieu.
En utilisant 1’égalité

[ vays. v Lau = evstyrev,

on a, pour tout entier m =3,

r es'”' " 7 @vshds

0

_ ~|x|2/4s m M) 'x]
= |, e (g + g~ L4 A neens

m/2+1/2

= O<Wl1’”—“_) .

Par récurrence, pour tout ’entier k&
|| s,(x) —> 0

lorsque || — o. De la méme maniére, on voit que, pour des polyndmes
P, ¢ quelconques,

p(@)q(D,)s,(x) —> 0

lorsque || — oo, ol

D.c:( 9 ’ 9 9ty 9 )’
ox, 0w, 0%,

d’olt b).
Comme

tz N Lreven 2 ot - L),
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on a, pour n < 4/¢t,
IN() = ¢ f : g,(@)ds > r oW _z.Jl(2¢s*t)ds
0

= 8,(@) > t<1 — ’77‘) f: g.@)ds — 2t f : g9:@)ds

> t(l _ ’i_t)N(x) _ 4t .
2 (4m)"(n — 2)77(12/2)—1
Donc
1> %@ >4 7t 4 :
INGz) 2 o) (n — 27" N (z)

Par conséquent, c) a lieu.
D’apres b) et ¢), il est clair que s, e L'. En posant # = st, on a

5@ — [ a@ La@vsnds = o [ gty Lreyanan
Done
J|st(x)| de = t"””j: gu () «/%J@«ﬁ[)dul dx = const .

Alors on a d).
Définissons ’opérateur linéaire U, de convolution sur E par

Uf =1 —sf .

Montrons que (U,);s, est le semi-groupe de classe C,. Posons
i) = L1 2V5) .
D’apreés 1’égalité
-t/p — © —ps T
1—e p_j e pJ?Jl(zm)ds ®>0, t>0)
0

(v. vol. 1, p. 245 [1]), on a

J(s, b + t) = j(s, t) + 4(s, t) — L 781, 8D7(s — sy, t)ds; .

Alors, pour ¢, >0 et ¢, > 0 quelconques, on a
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8@ = [ 9.@iCs, 8, + t)ds
= 8;,(®) + 8, () — j: J: 90,495, (X)J (81, 87 (82, T)ds,ds,
= 8,(¥) + 8,(¥) — 8;,%8,(x) .
Donc
Ussoof = F — Sexf — Sepxf + 85855 f = U, (U, f) .«

La continuité de t— U, résulte de celle de ¢t — j(-, ¢).

Comme s;(x)/tN(x) < 1 et s,(x)/tN(x) — 1 lorsque t— 0, on voit que
le générateur infinitésimal de (U,);», coincide avec K dans F,. Donc le
semi-groupe (U,);s, est égal & (T));z0. c.q.f.d.

COROLLAIRE. (I) La solution du probléme de Cauchy

ou(z,t) _ &
(@) Fra Ku(x, t)

()  uy@, 0) = uyx) U, € D(K)
est représentée par

wx, t) = Tou(x) = ux) — s,%u(x) .

(D) Soit (u§™)z_, une suite de D(K) telle que ui™ — 0 fortement
dans E lorsque m — oo. Alors ||[u'™(-,t)|| — 0 uniformément sur [0, co),
o u'™ est la solution du probléme du Cauchy pour lo valeur initiale ui™.

En effect, on voit facilement que (I) a lieu, d’aprés le théoréme 1.
Comme

[1s@)1 a0
est égale & une constante M,
[u™C, D < @ + M) [|ui™||
pour tout ¢el0, ), d’out (II).

Remarque. D’aprés (I), la solution u n’est pas toujours analytique
dans R™ X (0, ), et donc son allure est différent de celle de la solution
du probléme de Cauchy usuel pour I'opérateur différentiel.

La fonction s;(x) de « et de ¢ peut étre explicitement représentée
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par une série. Le lemme suivant sera utilisé dans sa démonstration de
la proposition 2.

LEMME. Soient U et V deux distributions tempérées définies dans
R" et sphériquement symétriques. Si U(g,) = V(g,) pour s > 0 quelconque,
alors U=17V.

En effect, soient f et h deux fonctions continues, tempérées et
sphériquement symétriques définies dans R*. Montrons que si, pour s > 0
quelconque,

jf(x)gs(x)dx - j 1) g, (@) de , (5)

alors f = h. Posons f(z|) = f(x), h(z)) = h(x) et §,(z|) = g,(x). Alors
f et i sont deux fonctions continues et tempérées sur [0, o) et 1’égalité
(5) s’écrit comme

|7 rwaeerat = [ Ewaor-a .

L’injectivité de la transformation de Laplace donne que f = A sur [0, co),
d’olt f = h sur R".
Soit s, > 0 quelconque. En posant

u=Uxg, et v="Vxg,,,

on voit que u et v sont deux fonctions continues, tempérées et sphéri-
quement symétriques, car g,, est & décroissance rapide et sphériqument
symétrique. Soit s > 0. Alors,

[ u@9.@ds = U@.10) = UG = V(gusd
= V(95,x9:) = Iv(x)gs(x)dx .
Donc on a u = v; c’est-a-dire,
Usxg,, = Vxg;, .
En faisant s,—0, ona U=1V.

PROPOSITION 2. La fonction s, est explicitement représentée de la
forme suivante:
1) Pour n impair,
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_ (__1)(n+1)/ztn/z o (lxltI/Z)zi-n
) = =G PTGHIG + DI(—n/2 + i + D (6)
. i ]xl tl/z)zi ]
£ 250G + n/DIG + n/2 + DIG + 1)

ii) Pour n pair,

_ i w221 (_ ]_)“'1(%/2 —1—1! 1/2)2i—n
si(x) = (n:) [é UG + 1) (el £

+ i (_1)n/2+1(lx| tI/Z)Zi
=0 244 + DIG + /20 + /2 + 1) (62)
+n, i+n/:
x(i D IR HE L log 12121,
k=1 k k=1 k

on C est la constante d’Euler.

Démonstration. En utilisant la formule dans [1] (vol. 1, p. 245), on a
r e“"'“”'”"«/iJl(Zx/s_t)dt =1 — e t=tlzin
o s

Done
Fs(x) =1 — e tt=izi?
, .

En utilisant cette égalité et la formule de Parseval, on a

Q, r exp (_ 2 471:281“"’)7'"“(11” - — Jst(x)gs(x)dx (7)
0 ppme

_ 1
(4rs)™?
Soit # un entier impair. En utilisant (1), (3) et (4), on a
r exp (— L 47rzsrz)1ﬂ”"dr
0 47

@or 2 S T(—n2+i+ D
— (st n/4 - (St)l ] .
S T Tz + i D)
Posons
— (__1)(n+1)/2 . > 1
U= AT OIG + DI (—nj2 +i+ 1D  Tort=Et
et
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. (—=1)tn+vr2
ET Tty n/2)0G + n/2 + DIG + 1)

pour 7 =0 .
En régardant les ordres de (a;) et de (b;), on voit que

sgl)(x) — 5.:' aitn/Z(lxl tl/Z)Zi—n
i=1
et
sO(@) = 3. byt(w|
1=0
convergent absolument en dehors de l’origine. Posons si(x) = sP(x) —

s®P(x). Alors la fonction s, est localement sommable, car la singularité
de s est d’ordre (2 — n) a l'origine. En utilisant (8) et 1’égalité

r p-lg=r¥isdy — 22=1gk (k) pour k>0 et s>0, (9)
0
on a

* t 1 ,

L exp (—W — 4r’s |x|2>dx = W — js,(w)gs(x)dx . (10)

En comparant (7) avec (10), on a

[s@g.@dw = [ @@ (1)
Soit » un entier pair. En utilisant (2), (3) et (4), on a

r exp (— b 47:287“2)7‘"“d1"

0 Arr?
1 £\ 1 n2st _ /2 —1—1) i-n/t
T o <?> [E g DT e
N (—-—1)"/2 . (st)n/4+t

2 =0 {1 'm/2+¢+ 1)
i 1 i+n/2 1
X <Z—+ > ——20—logst>] .
=1k =1 k

Posons

(=D™'(n/2 — i —1)
22 TG + 1)

¢; = pourlgig—g—l,

(_1)n/2+1
20642 (G + n/2)IG + n/2 + DIG + 1)

i =
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1 1 i+n/2-1 1 i+n/2 1 .
x(Z_-f- — + Z——SC+210g2) pour ¢ =0,
i=1 k =1 k =1 k
et
(=D~

e, = pour =0 .

utn=ignl2[(f 4 n /)G + n/2 + DI'GE + 1)

De la méme facon, les deux séries

sP(@) = 3 dy(|z| )
=0
et

s®@) = Y, e(x] 9% log |a| £
1=0
convergent absolument en dehors de 1’origine. Posons
n/2-1 X
si(@) = 25 c(|z| VD" + sP(x) + sP(w) .
=1

Alors sj(x) est localement sommable dans R”, car la sigulalité de s)(x) est
d’ordre (2 — n) a Dorigine. En utilisant (9), 12) et 1’égalité

J.w rik-lg=ris Jog rdr = 2%%~2s*[log 4s- I'(k) + I(k)]
0

pour k>0 et s>0,
on voit que

t 2 2 . 1 _ /
J exp (—W — 4r’s || )dx = ————(477:8)"/2 jst(x)gs(x)dx . (10a)

En comparant (7) avec (10a), on a
[ ss@9.@dz = [ i@ @ds (11a)

En utilisant le lemme, (11) et (11a), on obtient s, = s,. Donc on a
(8) et (8a).

Remarque. On a
j s@)ds = 1.
Pour un polynéme p(x) s’annulant & ’origine quelconque,

Jp(x)st(x)dx =0.
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Lorsque || — oo, s, oscille infiniment en prenant des valeurs positives et
négatives alternativement.
En effect, soit p,(x) un polynéme quelconque. Alors on a

I D(®)s,(¥)dx = lim p;( = Dx)(l — e~ = p,(0) .
z-0 27

Donc on a deux I’égalités dans la remarque. Si s, n’oscille pas infini-
ment en prenant des valeurs positives et négatives alternativement, il
est impossible que

jp(w)st(x)dx =0.

4. Comparaison de (T,);5, et du semi-groupe associé au noyau newtonien.
Définissons ’opérateur G, par

Gl @ = gunf @) = [z 5@ — Dy

dés que I’intégrale a un sens. Alors (G,);s, est le semi-groupe associé
au noyau newtonien. Il est bien connu que

[Curat=ny,

ol le noyau newtonien N et I’opérateur dans E défini par N sont identi-
fiés. Montrons que l’opérateur —4 peut étre aussi considéré comme le
noyau de potentiel engendré par (T,),.,. En effect, soit & ’espace des
fonctions indéfiniment dérivables & décroissance rapide sur R*. Si pe &,
il est clair que T,p est continue comme une fonction de . Considérons
la fonction

M
[" gt
0
de «, alors
M M
y(J Ttgodt> = J o-tAmIS (T o)t .
0 0
En faisant M1 co, on a

r Tyodt = — do
0
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au sens des distributions.

Les semi-groupes (G.);», et (T}):», sont de classe C,. Le générateur
infinitésimal de (G,);s, est 4 et celui de (T,),5, est K. Donc la relation
entre (G;);», N et 4 est analogue & celle entre (T;);»,, —4 €t —N. De
plus, lorsque t — oo, G, dilate et T, se contracte, mais pour feFE quel-
conque G,f et T.f -0 (t— o). Lorsque t—0, G, et T, convergent a
I'opérateur d’identité.

Pour un nombre 0 <« <1, la relation suivante est bien connue:

. I'(n/2 — a) :
'Gdt = = N-.
J b 4o () ||~

T(@) (ae)

De méme, on a 1’égalité suivante:

r(a) j 1T, dt = (— )

sur le domaine de (—4)*. En effect, pour + ¢ &,

j (—Dypds = J (Uz? [P F - ipde = %a) j: 1Y F G — s)F - pdtds

_ f F-‘(La) f: te1T,pdtde = j( F%a) j: t““Ttdt)«[fdw :

Donc on a

F(a) J 1T, dt = (— A)

sur &. Comme & est dense dans l’espace de Banach D((—4)%), on a
I’égalité sur le domaine de (—4)-.
Finalement on remarque le semi-groupe associé a 1’opérateur inverse du

Say,

i,J axiaxj

est obtenu de la méme maniere dés que

aZ
2 Gy

iJ 02,0 4

est elliptique.
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