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Résumé

Deninger et Werner ont développé un analogue pour les courbes p-adiques de la correspondance
classique de Narasimhan et Seshadri entre les fibrés vectoriels stables de degré O et les
représentations unitaires du groupe fondamental topologique pour une courbe complexe propre
et lisse. Par transport parallele, ils ont associé fonctoriellement a chaque fibré vectoriel sur une
courbe p-adique, dont la réduction est fortement semi-stable de degré O, une représentation
p-adique du groupe fondamental de la courbe. Ils se sont posé quelques questions : leur foncteur
est-il pleinement fidele ? La cohomologie des systemes locaux fournis par celui-ci admet-elle une
filtration de Hodge-Tate ? Leur construction est-elle compatible avec la correspondance de Simpson
p-adique développée par Faltings ? Nous répondons a ces questions dans cet article.

Abstract

Deninger and Werner developed an analogue for p-adic curves of the classical correspondence
of Narasimhan and Seshadri between stable bundles of degree 0 and unitary representations of
the topological fundamental group for a complex smooth proper curve. Using parallel transport,
they associated functorially to every vector bundle on a p-adic curve whose reduction is strongly
semi-stable of degree 0 a p-adic representation of the fundamental group of the curve. They asked
several questions: whether their functor is fully faithful; whether the cohomology of the local
systems produced by this functor admits a Hodge-Tate filtration; and whether their construction
is compatible with the p-adic Simpson correspondence developed by Faltings. We answer these
questions in this article.
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1. Introduction

1.1. Narasimhan et Seshadri [36] ont établi en 1965 une correspondance
bijective entre I’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles du groupe fondamental topologique d’une surface de Riemann
compacte X de genre > 2 et I’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés
vectoriels stables de degré O sur X. Deninger et Werner ont développé récemment
un analogue partiel pour les courbes p-adiques [13]. Leur construction est
basée sur la notion de fibré vectoriel fortement semi-stable sur une courbe en
caractéristique p > 0. Rappelons qu’un fibré vectoriel sur une courbe C propre
et lisse sur un corps algébriquement clos de caractéristique p est dit fortement
semi-stable si ses images inverses par toutes les puissances entieres du Frobenius
absolu de C sont semi-stables.

1.2. Soit K un corps de valuation discrete complet de caractéristique 0 de corps
résiduel une cloture algébrique d’un corps fini IF), K une cloture algébrique de
K et € le complété p-adique de K. On note O (resp. O, resp. 0) I’anneau de
valuation de K (resp. K, resp. €). On pose S = Spec(Ok) et on note s (resp. 1)
le point fermé (resp. générique) de S et 77 le point géométrique de S associé a K.

Soit X une S-courbe plate et propre a fibre générique lisse et géométriquement
connexe, et X un point géométrique de X5. On dit qu’un fibré vectoriel F sur
X ®o, 0 est de Deninger-Werner si I’image inverse de F sur la normalisation
de chaque composante irréductible de X, est fortement semi-stable de degré 0.
A un tel fibré F, Deninger et Werner associent une représentation du groupe
fondamental étale 7, (X5, x) définie comme suit.

Pour tout entier n > 1, quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un
morphisme propre ¢ : X’ — X tel que ¢, soit étale fini, que X’ soit une S-courbe
semi-stable et que 1’image réciproque de F, = JF/p"F par la réduction modulo
p" de ¢ soit triviale (6.2). Le ‘transport parallele’ permet alors de construire une
représentation de 7, (X7, x) sur la fibre de F, en X (cf. 6.9). Par passage a la limite
projective, on obtient une o-représentation continue p-adique de m; (X7, X).

1.3. Soit C une K-courbe propre, lisse et connexe, c=CcC ®% € et X un point
géométrique de C. On dit qu’un fibré vectoriel F sur C estde Deninger-Werner si,
quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele propre et plat
X de C et un fibré vectoriel de Deninger-Werner JF sur X ®», 0 de fibre générique
F. On note ‘B‘gw la catégorie de tels fibrés et Repy™ (71 (C, X)) la catégorie des
C-représentations continues p-adiques de m;(C, X) sur des €-espaces vectoriels

de dimension finie (cf. 3.18). La construction de Deninger-Werner induit alors un
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foncteur (6.14.1)
V02V — Repy™(m1(C, X)). (1.3.1)

Inspirés par le cas complexe, Deninger et Werner ont posé quelques questions
concernant ce foncteur : est-il pleinement fidele ? La cohomologie des systemes
locaux fournis par celui-ci admet-elle une filtration de Hodge-Tate? Leur
construction est-elle compatible avec la correspondance de Simpson p-adique
développée par Faltings [17] ? Le but de cet article est de répondre a ces questions.

1.4. Simultanément, Faltings a développé une correspondance pour les systemes
locaux p-adiques sur les variétés définies sur des corps p-adiques, inspiré par les
travaux de Simpson dans le cas complexe. Rappelons que ce dernier a étendu le
résultat de Narasimhan et Seshadri aux représentations linéaires quelconques du
groupe fondamental topologique d’une variété complexe projective et lisse. Pour
ce faire, on a besoin de la notion de fibré de Higgs: si X est un schéma lisse de
type fini sur un corps F, un fibré de Higgs sur X est un couple (M, 8) formé
d’un fibré vectoriel M sur X et d’un morphisme Ox-linéaire 6 : M — M Qg,
2% srtelque & A6 = 0 (cf. 2.10). Le résultat principal de Simpson [43] établit
une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations linéaires de
dimension finie (2 valeurs complexes) du groupe fondamental topologique d’une
variété complexe projective et lisse X et celle des fibrés de Higgs semi-stables de
classes de Chern nulles sur X.

1.5. La construction de Faltings, appelée classiquement correspondance de
Simpson p-adique, utilise sa théorie des extensions presque étales et prolonge
ses travaux en théorie de Hodge p-adique, en particulier ceux qui concernent
la décomposition de Hodge-Tate pour une variété propre et lisse sur un corps
p-adique [15, 16]. L'objet principal d’étude est la notion de représentation
généralisée, qui étend celle de représentation p-adique du groupe fondamental
géométrique. Ce sont, en termes simplifiés, des représentations semi-linéaires
p-adiques continues du groupe fondamental géométrique dans des modules sur
un certain anneau p-adique muni d’une action continue du groupe fondamental
géométrique. Faltings construit un foncteur de la catégorie de ces représentations
dans la catégorie des fibrés de Higgs [17]. Nous utiliserons la variante développée
par Abbes et Gros [3], qui s’applique a une classe de représentations généralisées
vérifiant une condition d’admissibilité a la Fontaine, dites de Dolbeault. Nous
introduisons dans le méme esprit une autre condition d’admissibilité, plus forte
que celle de Dolbeault, que nous qualifions de Weil-Tate. Elle correspond aux
fibrés de Higgs a champ de Higgs nul dans la correspondance de Simpson p-
adique.
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Par ailleurs, en s’inspirant de la construction de Deninger-Werner, nous
associons a certaines représentations généralisées, qualifiées de potentiellement
libres de type fini, des représentations continues p-adiques du groupe fondamental
géométrique. Les fibrés vectoriels de Deninger-Werner définissent naturellement
des représentations généralisées potentiellement libres de type fini, et on retrouve
ainsi le foncteur de Deninger-Werner. Les représentations généralisées de Weil-
Tate sont aussi potentiellement libres de type fini. La principale question est
de comparer ces deux sous-catégories. Notre principal résultat est que les
représentations généralisées fournies par les fibrés vectoriels de Deninger-Werner
sont de Weil-Tate. Ce résultat nous permet de répondre aux trois questions de
Deninger et Werner.

1.6. Pour définir la notion de représentation généralisée, nous avons besoin du
topos de Faltings. Soit X un S-schéma de type fini a réduction semi-stable tel
que X5 soit connexe. On désigne par E la catégorie des morphismes de schémas
V — U au-dessus du morphisme canonique X5 — X tels que le morphisme
U — X soit étale et que le morphisme V — Us soit fini étale (7.1). On équipe E
de la topologie co-évanescente engendrée par les recouvrements {(V; — U;) —
(V — U)};c; des deux types suivants :

(v) U; =U pourtouti € I et (V; — V);c; est un recouvrement.
(¢) (U; = U)es estun recouvrement et V; = U; xy V pourtouti € 1.

Le site E ainsi défini est appelé site de Faltings de X. On désigne par E etl'on
appelle topos de Faltings de X le topos des faisceaux d’ensembles sur E.

Pour tout schéma Y, on note Et sy (resp. Etf/y) la catégorie des schémas étales
(resp. finis et étales) au-dessus de Y munie de la topologie étale et Yy (resp. Yig)
le topos des faisceaux d’ensembles sur Et/y (resp. Etf/y). Les foncteurs

Etyx, > E V> (V- X) (1.6.1)

Et)y > E U (Uy— U) (1.6.2)

sont continus et exacts a gauche. Ils définissent donc deux morphismes de topos
B:E— Xy, (1.6.3)

o:E— Xe. (1.6.4)

Pour chaque objet (V — U) de E, on note U’ la cloture intégrale de U =
U ®o, Ox dans V. On désigne par Z le préfaisceau d’anneaux sur E défini pour
tout (V — U) € Ob(FE) par

BV >U) =TT, 0.
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En fait, celui-ci est un faisceau sur E [4, II1.8.16]. Les représentations
généralisées sont essentiellement les Z8-modules de E. Cependant, pour tenir
compte de la topologie p-adique, nous travaillons avec le systeme projectif des
anneaux %, = #/p"#,n > 1. _ _

Pour tout entiern > 1, ?n est un objet de la fibre spéciale E; de E, c’est-a-dire
du sous-topos fermé de E complémentaire de ’ouvert o*(X,) (7.10). Celui-ci
s’insere dans un diagramme commutatif & isomorphisme canonique pres

s ~
s —F

la

a
X — Xa

o

Ty

-~

ou a est I’injection canonique, § est le plongement canonique et o, est induit
paro.
Les systemes projectifs d’objets de E, indexés par 1’ensemble ordonné des

entiers naturels N forment un topos que 1’on note E‘N On le munit de I’anneau

B = (B)ns de EF On dit qu'un #-module (M,),> est adique si, pour
tout entier i > 1, le morphisme M, ®z.., @i — M;, déduit du morphisme
de transition M, e M;, est un isomogphisme.

On note Mod (@) la catégorie des Z-modules 2 isogénie pres (2.16). Si X est
propre sur S, d’apres le principal théoréme de comparaison de Faltings (7.19) (cf.
[16, Theorem 8], [3, 2.4.16]), I'image réciproque associée au morphisme 8 induit
un foncteur pleinement fidele (8.8)

Rep™ (7, (X, ) — Modg(%). (1.6.5)

1.7. Supposons que X soit une S-courbe semi-stable et posons C = Xj. Soit X
un point géométrique de C et n > 1 un entier. Si X’ est une S-courbe semi-stable,
(E ’ @/) le topos annelé de Faltings associé a X' et ¢ : X' — X un S-morphisme
propre, alors ¢ induit par fonctorialité un morphisme de topos annelés @, : (E .
@;) — (Es, @n). On dit qu’un @n—module M, est potentiellement libre de type
fini s’il est de type fini et si, quitte & remplacer K par une extension finie, il existe
un S-morphisme propre ¢ : X’ — X tel que X’ soit une S-courbe semi-stable,
@, soit fini étale et qu’avec les notations précédentes @ (M,,) soit un @; -module
libre. Par ‘transport parallele’, on associe a tout 2,-module potentiellement libre
de type fini une rueprésentation de 7, (C, x) (8.10).

On dit qu’un Z-module M = (M), est potentiellement libre de type fini s’il
est adique de type fini et si, pour tout entier n > 1, M,, est potentiellement libre de
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type fini. On désigne par Modg‘f(@) la catégorie des ZB-modules potentiellement
libres de type fini a isogénie pres. La construction précédente induit un foncteur
(8.14.1)

W : Modl (%) — Rep™ () (C, ). (1.7.1)

Celui-ci généralise le foncteur V (1.3.1). En effet, notons Vect, la catégorie des

fibrés vectoriels sur C = C ®% €. L’'image réciproque associée au morphisme o
induit un foncteur (cf. (5.14.2) et (7.12.4))

Vects — Modg (%). (1.7.2)

La restriction de ce dernier a mgw se factorise a travers Modgtf(@). Le foncteur
# induit alors le foncteur V (8.21).
Par ailleurs, le foncteur (1.6.5) se factorise a travers la sous-catégorie

Modgtf(@) de Modg (@) Le composé de ce dernier et de # est isomorphe au
foncteur identique (8.17(ii)). 5
On dit qu’un fibré vectoriel sur C et une €-représentation continue V de m;(C,

X) sont EQ-associés si leurs images par les foncteurs (1.7.2) et (1.6.5) dans
Mod@(@) sont isomorphes (cf. 10.2).

1.8. Soit C une courbe propre et lisse sur K, X un point géométrique de C et
C = C ®% €. On dit qu’un fibré vectoriel F' sur C est de Weil-Tate si, quitte
a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele semi-stable X de

C et une C-représentation continue V de m,(C, x) tels que F et V soient @Q—
associés dans le topos annelé de Faltings relatif & X. On définit symétriquement
la notion de €-représentation continue de Weil-Tate de 7, (C,X). On note m‘gT

(resp. Rep\évT (7 (C, X))) la catégorie de tels fibrés (resp. telles €-représentations).
On montre le résultat suivant.

THEOREME 1.9 (cf. 10.19). Il existe des équivalences de catégories quasi
inverses l'une de I’autre

VY UYT — Repy | (m1(C, %)) et T :Repy (m(C,X)— VY. (1.9.1)
Notre principal résultat est le suivant.

THEOREME 1.10 (cf. 14.5). Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C est de
Weil-Tate.
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La condition de Deninger-Werner peut se voir comme une condition
d’admissibilité a la Fontaine. Elle présente toutefois des différences notables
avec la condition d’admissibilité de Weil-Tate. D’une part, le fibré est trivialisé
par une courbe semi-stable au-dessus de X qui est finie et étale au-dessus de
C, mais qui n’est a priori pas finie au dessus de X. D’autre part, on a besoin
d’une infinité de tels revétements, un pour chaque réduction modulo p", n > 1.
La premiere difficulté peut étre surmontée grace a un résultat de Raynaud sur le
quotient d’une courbe semi-stable par un groupe fini (5.11(iii), cf. aussi [38]).
La seconde difficulté est plus sérieuse. On la surmonte grace a la théorie des
déformations des presque-modules dans le sens de Faltings (13.7).

PROPOSITION 1.11 (cf. 14.6). La restriction du foncteur ¥ a 02V s’identifie au
foncteur'V.

On en déduit la pleine fidélité du foncteur de Deninger-Werner (1.3.1).

1.12. On démontre que pour qu'une C-représentation continue V de m(C, X)
soit de Weil-Tate, il faut et il suffit que son image, par le foncteur (1.6.5), soit
de Dolbeault et que le fibré de Higgs associé par la correspondance de Simpson
p-adique soit muni du champ de Higgs nul (cf. 11.7). De plus, le fibré vectoriel
sous-jacent a ce fibré de Higgs est donné par .7 (V) (1.9.1). Cela signifie que
I’équivalence de catégories .7 (1.9.1) n’est autre que la correspondance de
Simpson p-adique pour les fibrés de Higgs a champ de Higgs nul. Dans 11.8,
on démontre I’existence d’une filtration de Hodge-Tate pour la cohomologie des
représentations de Weil-Tate.

1.13. 11 est utile de noter que Faltings mentionne dans le premier paragraphe
de la section 5 de [17] que I’on peut généraliser la construction de Deninger et
Werner pour certains fibrés de Higgs en comparant les déformations des vraies
représentations et celles des représentations généralisées.

1.14. Apres avoir fixé les notations générales dans la section 2, nous développons
dans les sections 3 a 5 quelques préliminaires utiles pour la suite de cet article. La
section 3 est consacrée a rappeler et étudier les presque-algébres et les presque-
modules développés par Faltings dans son approche de la théorie de Hodge p-
adique. Pour alléger, nous avons choisi dans cet article de substituer au préfixe
presque le préfixe o suggéré par le almost anglais. Dans la section 4, nous
rappelons la fidélité du foncteur GAGA pour les modules cohérents sur un €-
schéma de type fini. La section 5 contient des rappels et des compléments sur les
courbes relatives. Dans la section 6, nous rappelons les résultats de Deninger et
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Werner. Suivant [4, IIT et VI], nous présentons le topos annelé de Faltings dans
la section 7. Ensuite, nous rappelons le principal théoréme de comparaison de
Faltings et nous donnons quelques corollaires. Nous finissons cette section par la
description du topos annelé de Faltings associé a un trait (7.26). Dans la section 8,
nous présentons la construction du foncteur % (1.7.1) et ses propriétés. Nous
établissons un résultat de descente galoisienne pour le topos de Faltings dans
la section 9. Grace a ce résultat, nous démontrons une variante modulo p" du
théoréme 1.10 (cf. 9.11). Dans la section 10, nous introduisons les notions de
fibré vectoriel de Weil-Tate et de C-représentation continue de Weil-Tate. Nous
construisons les foncteurs ¥ et .7 (1.9.1) et nous démontrons le théoreme 1.9.
Dans la section 11, nous comparons la correspondance de Simpson p-adique et
la correspondance .7 (1.9.1). Dans la section 12, nous rappelons la notion de
Jfaisceaux de a-modules suivant [3, 1.4]. Nous développons ensuite une théorie de
déformations des faisceaux de o-modules suivant 1’approche d’Illusie [27] dans
la section 13. Nous €tudions la relation entre les déformations des représentations
du groupe fondamental et les déformations des a-Z-modules et nous démontrons
le théoreme 1.10 dans la section 14.

2. Notations et préliminaires

2.1. Dans cet article, p désigne un nombre premier, K un corps de valuation
discrete complet de caractéristique O dont le corps résiduel k est une cloture
algébrique de F, et K une cloture algébrique de K. On note Oy I’anneau de
valuation de K et O la clbture intégrale de O dans K. On désigne par o le
séparé complété p-adique de O, par € son corps des fractions, par m son idéal
maximal et par v la valuation de o normalisée par v(p) = 1. Pour tout entier
n > 1,on pose 0, = Ox/p"Of.

On choisit un systeéme compatible (y,) de racines n-ieémes de p dans O. Pour
tout nombre rationnel » > 0, on pose p” = (y,)"™" ou n est un entier > 0 tel que
rn soit entier. 5

On pose S = Spec(Ok), S = Spec(Ox), S = Spec(0), .# = Spf(o) et pour
tout entier n > 1, S, = Spec(Ok/p"Ok). On note n (resp. s) le point générique
(resp. fermé) de S et 7 (resp. ﬁ) le point géométrique générique correspondant a
K (resp. €). Pour tous S-schémas X et S', on pose Xy = X X S'. Pour tout entier
n 2= 1, on pose

v

X, =X x5S, X=Xxs5 X=XxsS5. @2.1.1)

Pour tout morphisme de S-schémas 7 : ¥ — X, on pose m, = m X5 S,. Pour
tout Ox-module M sur un S-schéma X, on note M, le Oy, -module M Q4 U,
sur X,,.
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Si T estun trait (i.e. le spectre d’un anneau de valuation discrete) et T son point
générique, on dit que (7, T) est un trait génériquement pointé (ou simplement
trait lorsqu’il n’y a aucun risque d’ambiguité). Si (T, 7) et (7', t’) sont deux
traits génériquement pointés, un morphisme (77, t’) — (7T, ) est un morphisme
dominant 7 — T. On dit qu’un tel morphisme est fini si le morphisme sous-
jacent 7" — T est fini.

2.2. On désigne par Ens la catégorie des ensembles que 1’on considere ainsi
comme un topos (ponctuel) et on le note aussi Pt [6, IV 2.2]. On désigne par
Ab la catégorie des groupes abéliens.

2.3. Soit &7 une catégorie abélienne et M, N deux objets de .«7. On désigne par
D(&) sa catégorie dérivée. On note abusivement M le complexe concentré en
degré 0 de valeur M. Pour tout entier i, on pose [47, 10.7.1]

Ext', (M, N) = Homp., (M, N[i]), 2.3.1)

ou [i] désigne le décalage de degré i.

Soit F : @/ — /' un foncteur exact entre catégories abéliennes. Il s’étend en
un foncteur de D(«7) dans D(«”). En vertu de (2.3.1), il induit, pour tous objets
M et N de 7 et tout entier i, un morphisme canonique

Ext (M, N) — Ext',(F(M), F(N)). (2.3.2)

Pour tous objets M et N de 7, le groupe Extiz{(M , V) classifie les extensions de
M par N dans <7 (cf. [48, 13.27.6]).

2.4. Soit .o/ une catégorie abélienne ayant suffisamment d’injectifs et M un objet
de 7. Le foncteur Hom,, (M, —) : &/ — Ab est exact a gauche. On désigne par

Ext,(M,—): o — Ab Vi >0

les foncteurs dérivés a droite de Hom,, (M, —). On pose Ext’;d (M, —) = 0 pour
i < 0. Cette définition est compatible avec (2.3.1) (cf. [47, 10.7.4 et 10.7.5]).

2.5. Soit &7 une catégorie abélienne et E une suite spectrale dans .o/
E)/ = E*/ (2.5.1)

telle que Elzj =0sii <0ouj < 0.Les termes de bas degré fournissent une suite
exacte [33, Appendix B]

0— E;’o — B! - Eg’l — E§’° - E% - E;’l’ (2.5.2)
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ol E? = Ker(E> > Eg’z). Soit E’ une autre suite spectrale
E’2’/ = E’H—j

telle que E;’ =0sii <Oouj <Oetu:E — E un morphisme de suites
spectrales [24, 0.11.1.2]. On a alors un diagramme commutatif

0 E}° E' Ey' E;° E? E)'
u;'oj Lu‘ lug’] lu%’o lu% Lu%l (253)
0 Ele,() E/l E/ZO,I E/22,0 E/lz Ele,l

LEMME 2.6. Conservons les notations de 2.5 et supposons que les morphismes
uy’ sont des isomorphismes pour i + j < 1 et sont des monomorphismes pour
i + j = 2. Alors, le morphisme u" : E" — E" est un isomorphisme sin = 0, 1 et
un monomorphisme si n = 2.

Preuve. 1l est clair que u° est un isomorphisme. D’aprés (2.5.3), le lemme des
cing et le lemme du serpent, on déduit que le morphisme u' est un isomorphisme
et que le morphisme u? est un monomorphisme. Par suite, on en déduit un

diagramme commutatif

0.2
0 E E? E)
u2|;\ ZL [\012
1 u Uy
/ / 10,2
0 E? E? E)?,
d’ou I'injectivité de u?. O

2.7. Pour tout schéma X, on note Pic(X) = H'(X, O <) le groupe des classes
d’isomorphismes de Oy-modules inversibles. Soit f : X — T un morphisme
propre de schémas. On désigne par Picy,r le foncteur de Picard relatif de X au-
dessus de T, défini pour tout T-schéma T’ par

Picx,r(T") = H'(T', RLc £1(G,)), (2.7.1)

ou f': X xp T' — T' est la projection canonique et G, est le faisceau fppf qui a
chaque schéma Y associe le groupe I" (Y, 0%) (cf. [37, 1.2]). Soit ¢ un point de 7.
D’apres (2.7.1), on a Picy,7 () = Picy, ;,(¢). Le foncteur Picy,,, est représentable
par un schéma en groupes localement de type fini (cf. [37, 1.5.2]). Il posséde un
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plus petit sous-groupe ouvert connexe, sa composante neutre Picg)(, s (11, VIy, 2.
On définit le sous-foncteur Pic%, /7 de Picy,7 comme suit : pour tout 7'-schéma 77,
Pic, ,7(T") est le sous-groupe de Picy,7(T") formé des €léments qui pour chaque
point ¢ de T’ induisent par fonctorialité¢ un élément de Pic(;(, 5 (0).

2.8. Soit X un schéma. On dit qu'un &x-module quasi cohérent F est un fibré
vectoriel sur X s’il est localement libre de type fini. On désigne par Vecty la sous-
catégorie pleine de la catégorie des Ox-modules formée des fibrés vectoriels.

2.9. Soit (7, A) un topos annelé. On désigne par Mod (7T, A) la catégorie des A-
modules de 7. On dit qu’un A-module M de T est localement projectif de type
fini si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites (cf. [4, I11.2.8]):

(1) M est de type fini et le foncteur FZom 4 (M, -) est exact ;

(i) M est de type fini et tout épimorphisme de A-modules N — M admet
localement une section ;

(iii)) M est localement facteur direct d’'un A-module libre de type fini.

On désigne par LLY(T, A) (resp. LP'(T, A)) la sous-catégorie pleine de
Mod(7, A) formée des A-modules localement libres (resp. localement projectifs)
de type fini de 7.

Un A-module localement projectif de type fini est plat en vertu de (iii). Soit
M’ et M"” deux A-modules localement projectifs de type fini. D’apres (iii),
le A-module JZom,(M’, M") est aussi localement projectif de type fini. Soit
00— M — M — M” — 0 une suite exacte de Mod(7, A). On en déduit que,
pour tout i > 1, le foncteur é"xt/’;(M, —) est nul. Le module M est donc aussi
localement projectif de type fini.

Etant donné un A-module localement projectif de type fini M, la suite spectrale
qui relie les Ext locaux et globaux [6, V 6.1] induit, pour tout A-module N et tout
entier i > 0, un isomorphisme

Ext\, (M, N) = H (T, #om(M, N)). (2.9.1)
2.10. Soit (7, A) un topos annelé et E un A-module de 7. Un A-module de
Higgs a coefficients dans E est un couple (M, ) formé d’un A-module M de T
et d’'un morphisme A-linéaire 6 : M — M ®, E telque 6 A0 = 0.

2.11. Soit T un topos. Les systtmes projectifs d’objets de 7 indexés par
I’ensemble ordonné des entiers naturels N forment un topos que 1’on note 7
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(cf. [4, VL.7.1]). Le foncteur
AT = T (2.11.1)

qui & un objet F associe le foncteur constant N° — 7T de valeur F est exact a
gauche. Il admet pour adjoint a droite le foncteur

At TV > T (2.11.2)

qui a un foncteur N° — 7T associe sa limite projective [4, II1.7.4]. Le couple
(A4, A*) définit donc un morphisme de topos

TN S T (2.11.3)

Etant donné un anneau A = (Ap)ns1 de T, on dit qu’un A-module M =
(M,),>1 de T est adique si pour tous entiers i et j tels que 1 < i < j, le
morphisme M; ®,4;, A; — M; déduit du morphisme de transition M; — M; est
un isomorphisme.

2.12. Etant donné un morphisme de topos y : T; — 75 et un groupe abélien .7
de 73, on définit, pour tout entier i > 0, un morphisme

y* :H(Tz, Z) — H(T\, y*(F)) (2.12.1)
comme le composé
H (T5, #) — H(Ts, vy *(F)) = H(Ti, y*(F)), (2.12.2)

ou la premiere fleche est induite par le morphisme d’adjonction id — y,y* et la
seconde fleche est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray.

Supposons que y soit le composé de deux morphismes de topos 7; — 7> LS Ts.
Alors, pour tout entier i > 0 et tout faisceau abélien .% de T3, le morphisme
composé

H/(T5. 7) 5 H (T2 B*(F)) — H (To, ey (F)) — H (1, y*(F)),
(2.12.3)
ou la deuxieme fleche est induite par le morphisme d’adjonction 8* — a,a*pB*
et la troisieme fleche est induite par la suite spectrale de Cartan-Leray, s’identifie
au morphisme (2.12.1). En effet, si I'on note, pour i = 1,2,3, I; : 7, — Ab
le foncteur ‘sections globales’, le morphisme composé (2.12.3) est induit par le
morphisme composé de la catégorie dérivée D(AD) :

R — RIRB.AF —> ROLRaa*f*F =R B F.  (2.12.4)
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Celui-ci s’identifie au morphisme induit par adjonction
RI.% - RGRyy*# =R Na*B*%, (2.12.5)
qui fournit le morphisme (2.12.1).

2.13. Pour tout schéma X, on note Et/x (resp. Xg) le site (resp. topos) étale
de X. On désigne par Etmh /x (resp. Etsmh /x) la sous-catégorie pleine de Et/ x
formée des schémas étales de présentation finie sur X (resp. étales, séparés et
de présentation finie sur X), munie de la topologie induite par celle de Et/ x- Si
X est quasi séparé, le foncteur de restriction de X4 dans le topos des faisceaux
d’ensembles sur Etcoh /x (resp. Etscoh /x) est une équivalence de catégories [6, VII
3.1et3.2].
On désigne par X, le topos de Zariski de X et par

Uy : Xét - Xzar (2131)

le morphisme canonique [6, VII 4.2.2]. Si F est un Ox-module quasi cohérent de
X,ar, 0N note encore F le faisceau de X4 défini pour tout X-schéma étale X’ par
[6, VII 2 c], cf. aussi [4, 111.2.9]

F(X')=T'(X,F ®¢, Oy). (2.13.2)

On désigne par Etf/ x le site fini étale de X, c’est-a-dire la sous-catégorie pleine
de Et/ x formée des schémas étales et finis sur X, munie de la topologie induite
par celle de Et/ x- On note X le topos fini étale de X, c’est-a-dire le topos des
faisceaux d’ensembles sur Etf/ x- Le foncteur d’injection canonique Etf/ x — Et /X
est continu. Il induit donc un morphisme de topos que 1’on note

ox @ Xg = X (2.13.3)

2.14. Soit X un schéma connexe, X un point géométrique de X. On désigne par
(X, x) le groupe fondamental de X en X et par B, x ) le topos classifiant du
groupe profini (X, X), c’est-a-dire la catégorie des ensembles discrets munis
d’une action continue a gauche de 7, (X, x) [6, IV 2.7]. Le foncteur fibre en X

oy : Bty — Brxo» (2.14.1)

qui a tout revétement étale Y de X associe I’ensemble des points géométriques de
Y au-dessus de ¥, induit une équivalence de catégories [4, VI1.9.8]

e B — Xia (2.14.2)
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Le foncteur wy est pro-représentable par un systeme projectif (X;, X;, ¢;;)ies
de revétements étales galoisiens pointés de X, indexé par un ensemble ordonné
filtrant 7, ou X; est un point géométrique de X; au-dessus de x et ¢;; : X; — X
(i = j) estun épimorphisme qui envoie X; sur X ;. Il est appelé pro-objet universel
galoisien de X en x. Le foncteur

Vy & Xfét — Bm(x.y) F— lg)nF(X,) (2143)

iel

est une équivalence de catégories, quasi inverse de uy [4, VI.9.8].

LEMME 2.15. Soit X un schéma quasi compact, quasi séparé et connexe et IL un
faisceau abélien de torsion de Xg. Le morphisme canonique

Py H (Xig, L) = H' (Xg, px (L)) (2.15.1)

est un isomorphisme sii = 0, 1 et un monomorphisme si i = 2.

Preuve. Le morphisme d’adjonction id — px.py est un isomorphisme
[4, VL.9.18], d’ou la proposition pour i = 0. Démontrons-la pour i = 1. Les
topos X4 et Xy, sont cohérents [4, VI.9.12]. Par [4, VI.9.20] et [6, VI 5.1], on
peut se borner au cas ou py (L) est un faisceau abélien localement constant et
constructible, i.e. représentable par un schéma en groupe fini et étale G sur X. Le
faisceau R! px«(px (L)) de X est le faisceau sur Etf/ x associé au préfaisceau
défini par ¥ +— H' (Y, px(L)). La catégorie des py(LL)-torseurs sur Yy est
équivalente a la catégorie des Gy-fibrés principaux homogenes sur Y pour la
topologie étale, ot Gy = G xx Y [6, VII 2 b)]. Tout Gy-fibré principal homogene
sur Y est trivialisé par un revétement étale de Y. Le faisceau R' py, (px L)) est
donc trivial.
On a une suite spectrale

H' (X1a, R pxa(px (1)) = H™ (X, px (IL)).
On en déduit un isomorphisme
H' (Xt pxepy (L) — H' (Xei, py (L))

La proposition pour i = 1 résulte de ce dernier et de I’isomorphisme id — py,0%.
Comme R' py, (p% (L)) est nul, on en déduit par (2.5.2) une suite exacte

0 = H* (X, px«(px (1)) = H (X4, px (L)) = H' (X1, R? (3 (1))).
La proposition pour i = 2 résulte alors de ce dernier et de 1’isomorphisme

id = px.px. O
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2.16. Si € est une catégorie additive, on désigne par %y et 1’on appelle
catégorie des objets de € a isogénie preés [4, 111.6.1] la catégorie ayant mémes
objets que % et telle que I’ensemble des morphismes soit donné, pour tous M,
N € Ob(%), par

Home, (M, N) = Homg (M, N) ®z Q. (2.16.1)

On désigne par

le foncteur canonique. Deux objets de % sont dits isogénes s’ils sont isomorphes
dans la catégorie 6. Si € est une catégorie abélienne, la catégorie 6g est
abélienne et le foncteur canonique (2.16.2) est exact [4, I11.6.1.4]. Tout foncteur
additif (resp. exact) entre catégories additives (resp. abéliennes) € — %’ induit
un foncteur additif (resp. exact) 6y — CK@ compatible aux foncteurs canoniques
(2.16.2) [4, 111.6.1.5].

La famille des isogénies de % permet un calcul de fractions bilatere [27,11.4.2].
La catégorie 6, s’identifie a la catégorie localisée par rapport aux isogénies et le
foncteur (2.16.2) est le foncteur de localisation (cf. [4, II1.6.1]).

2.17. Soit (T, A) un topos annelé. On désigne par Mody (7, A) la catégorie
des A-modules de T a isogénie prés (2.16) dont les objets sont appelés les
Ag-modules. Etant donné deux Ag-modules M et N, on note Hom,,, (M, N)
le groupe des morphismes de M dans N dans Modg(7, A). Rappelons que
la catégorie Modg(7, A) a suffisamment d’injectifs [4, II1.6.1.6] et reprenons
les notations de (2.4) pour cette catégorie. Pour tout entier i > 0 et tous Ag-
modules M et N, on pose Ext"A@ (M,N) = EthwOu@(T,A)(Mv N) qui est un Q-
espace vectoriel. En particulier, pour tout entier i > 0 et tout Ag-module N, on
pose

H'(T, N) = Ext, (Aqg, N). (2.17.1)

On note Vecty la catégorie des (Q-espaces vectoriels. Le foncteur canonique

Ab — Vectg induit une équivalence de catégories Aby — Vectg. Etant donné un
A-module M de T, on a un diagramme commutatif

Mod(T, A) —2mM2 Ay
j HomAQ (Mg,—)
Modq (7, A) Vectg,

ou les fleches verticales sont les foncteurs canoniques. Ceux-ci sont exacts et
transforment les objets injectifs en des objets injectifs [4, 111.6.1.6]. Pour tout
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entier i > 0 et tous A-modules M et N, on en déduit par la suite spectrale de
Cartan-Leray un isomorphisme

Ext), (M, N) ®;, Q — Ext), (Mg, No). (2.17.2)
En particulier, pour tout entier i > 0 et tout A-module N, on a un isomorphisme

H' (T, N) ®2 Q> H (T, Ng). (2.17.3)

2.18. Soit o7 une catégorie abélienne, End(id,,) I’anneau des endomorphismes
du foncteur identique de <7 et ¢ : 0 — End(id,,) un homomorphisme. Pour tout
objet M de .o/ et tout y € o, on note i, (M) I’endomorphisme de M défini par
@(y). En particulier, pour tous objets M et N de </, Hom, (M, N) est muni
d’une structure de o-module.

On dit qu'un objet M de & est a-nul s’il est annulé par tout élément de m, i.e. si
iy (M) = 0 pour tout y € m. Pour toute suite exacte 0 - M" — M — M’ — 0,
pour que M soit ¢-nul, il faut et il suffit que M” et M’ soient a-nuls. On appelle
catégorie des a-objets de <7 et I’on note a-o7 le quotient de la catégorie o par
la sous-catégorie épaisse formée des objets a-nuls ([20, III, Section 1]; cf. aussi
[3, 1.4.2]). On note

a:d — a-, M a(M) (2.18.1)

le foncteur canonique ; on notera aussi M* au lieu de (M) lorsqu’il n’y a aucun
risque de confusion. La catégorie a-o7 est abélienne et le foncteur o est exact
[20, TII, Section 1, prop. 1]. On dit qu'un morphisme f de & est un a-
isomorphisme (resp. o-monomorphisme, resp. e-épimorphisme) si a(f) est un
isomorphisme (resp. monomorphisme, resp. épimorphisme), autrement dit si son
noyau et son conoyau (resp. son noyau, resp. son conoyau) sont ¢-nuls.

La famille des a-isomorphismes de < permet un calcul de fractions bilatere
[27,11.4.2]. La catégorie a-<7 s’identifie a la catégorie localisée par rapport aux
a-isomorphismes et « (2.18.1) est le foncteur canonique (de localisation).

LEMME 2.19 [3, 1.4.3]. Les hypothéses étant celles de 2.18, soit, de plus,
f : M — N un morphisme de </ et y € o tels que le noyau et le conoyau de
f soient annulés par y. Alors, il existe un morphisme g : N — M de </ tel que

gof=ma(M)et fog=pa(N).

2.20. Soit &7 une catégorie abélienne tensorielle, autrement dit <7 est une
catégorie abélienne munie d’un foncteur biadditif ® : & x &/ — & et d’un
objet unité A, vérifiant certaines conditions [10, 1.15], et soit ¢ : 0 — End(A)
un homomorphisme. On a un homomorphisme canonique End(A) — End(id.y).
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On peut donc définir la catégorie a-.7 suivant 2.18. Le produit tensoriel induit un
bifoncteur
a- X a-of - a-o/, (M,N)—> MQ®N, (2.20.1)

qui fait de o~ une catégorie abélienne tensorielle, dont A* est un objet unité (cf.
[3, 1.4.4]). Le foncteur « induit un homomorphisme End(A) — End(A%). Par
suite, pour tous objets M et N de a-<7, Hom,,_.,(M, N) est canoniquement muni
d’une structure de End(A)-module.

3. Représentations a coefficients dans les modules de type o-fini

3.1. Rappelons que o désigne le séparé complété p-adique de Ok et m son idéal
maximal et que I’on a m?> = m et v(m) = Q. (2.1). Pour tout nombre réel r > 0,
on note /, I'idéal de o formé des éléments x € o tels que v(x) > r.

On note Mod(o) la catégorie des o-modules. Prenant pour ¢ : o —
End(idpod(o)) I'isomorphisme canonique, on consideére les notions introduites
dans (2.18) pour la catégorie Mod (o). Considérons le foncteur

Mod(o) — Mod(0) M +— M; = Hom,(m, M). 3.1.1)

Pour tout o-module M, on a des «-isomorphismes (2.18) canoniques fonctoriels
(4, V.2.4]

M — M;, x+ (memm— mx), 3.1.2)

me, M - M. (3.1.3)

PROPOSITION 3.2 [4, V.2.5 et 2.6]. Soit f : M — N un morphisme de o-module.

(1) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme induit
f: : My — N, soit un isomorphisme.

(i1) Pour que f soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme induit
m®, M - m®, N soit un isomorphisme.

(iii) Pour tout entier i = 0, le foncteur Extf, (m, —) envoie les a-isomorphismes
sur des isomorphismes.

(iv) Le foncteur (3.1.1) envoie les o-monomorphismes sur des monomorphismes.

REMARQUE 3.3. Le o-module m n’est pas projectif. En effet, le 0-module m
est plat eton am = li_r)nneN(pl/"), oll p!'/" est une racine n-ieme de p dans Ox

(2.1). Mais le systeme projectif (Hom, (0, (p'/"))),>1 ne vérifie pas la condition
de Mittag-Leffler. L’assertion résulte alors de [39, 3.1.3].
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3.4. Suivant [41, 2.2], pour tous o-modules M et N et tout y € m, on dit que
M et N sont y-équivalents et on note M =, N s’il existe deux o-morphismes
f:M—> Netg: N — Mtelsque fog =yidyetgo f = yidy. Onditque
M et N sont a-équivalents et on note M ~ N si M et N sont y-équivalents pour
tout y € m.

On dit qu’un o-module M est de type «-fini si, pour tout y € m, il existe un
o-module de type fini N tel que M ~, N. Pour tout entier n > 1, on dit qu’un
o,-module M est de type a-fini s’il est de type a-fini en tant que o-module.

On dit qu’une suite de o-modules est «-exacte si ses groupes de cohomologie
sont a-nuls (cf. [3, 1.5.2]).

REMARQUE 3.5. (i) D’aprés 2.19, deux o-modules «-isomorphes sont «-
équivalents. La réciproque n’est pas vraie. En effet, pour tout nombre réel r > 0,
on a alors I, ~ o0 (3.1). Sir &€ Q.¢, 0 et I, ne sont pas a-isomorphes (cf. [3,
1.8.4]).

(i1) La notion de type a-fini introduite dans 3.4 est compatible avec la définition
générale introduite dans 12.28 (cf. [3, 1.5.3 et 1.8.5(i1)]).

THEOREME 3.6 [41, 2.5]. Pour tout o-module de type a-fini M, il existe une
unique suite décroissante de nombres réels positifs (r;);>1, tendant vers 0, et un
unique entier n = 0 tels que

M=~ 0" @ (®i>10/1,). (3.6.1)
LEMME 3.7 [3, 1.5.13 et 1.8.7]. S0it0 — M' — M — M" — 0 une suite o-
exacte de o-modules. Pour que M soit de type «-fini, il faut et il suffit que M’ et
M" le soient.
PROPOSITION 3.8. Soit M un o-module de type a-fini.

(1) Il existe un sous-o-module libre de type fini M° de M tel que M/M° soit
annulé par une puissance de p.

(ii) Les sous-modules (p" M°),>, forment un systeme fondamental de voisinages
de 0 pour la topologie p-adique de M.

(iii) La topologie p-adique de M est séparée et compléte.
(iv) Soit N un sous-module de M. La topologie p-adique de N est induite par la
topologie p-adique de M.

Preuve. (1) D’aprés 3.6, le o-module M est a-équivalent & un o-module
N = 0" @ (®;>10/1,,) avec (r;);>; tendant vers 0. Notons N° le sous-o-module
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0" de N. Choisissons un élément y de m. Il existe des morphismes de o-modules
fi:N—> Metg: M — Ntelsque go f = yidy et f o g = yidy. La
restriction de f a N° est donc injective. On prend pour M° le sous-o-module libre
de type fini f(N°) de M. On a alors g(M°) = y N° C N°. Les morphismes f et
g induisent une y-équivalence entre M/M° et N/N°:

f:N/N°— M/M° g:M/M°— N/N°.
Comme N/N° >~ @;>,0/1,, estannulé par une puissance de p, il en est de méme
de M/M-°.
(ii) En vertu de (i), il existe un entier m > 1 tel que p"(M/M°) = 0. On

en déduit que p™"M C M° C M. Les systemes fondamentaux (p"M°),>; et
(p"M),> de voisinages de O sont alors équivalents

(iii) On a un isomorphisme canonique M° 5 M= hm Me°/p"M°. En vertu

de (ii), M= hm M/ p" M° est le séparé complété p- adlque de M. Pour tout entier
n>1l,ona une suite exacte

0—-> M°/p"M° - M/p"M° — M/M° — 0.

Le systéme projectif (M°/p"M°),>, vérifie la condition de Mittag-Leffler. La
limite projective induit donc une suite exacte

0—> M —> M—> M/M°— 0

qui s’insere dans un diagramme commutatif

0 M° M M/M° —=0.
Lo
0 e M M/M° ——=0

On en déduit que le morphisme canonique M — M estun isomorphisme ; d’ou
I’assertion.

(iv) En vertu de 3.7, N est de type «-fini. Il existe un sous-o-module libre
de type fini N° de N vérifiant la condition (i). On peut supposer de plus que
N° C M°. Soit N, = {x € M°|p"x € N° pour unentiern > 1} la saturation
de N° dans M°. On a alors (p"M*°) N N, gat = p"N, pour tout n > 1. Comme p
n’est pas un d1v1seur de zéro dans M°/NZ,, M°/N_, est o-plat [2, 1.9.12]. On en
déduit que N, est de type fini [2, 1.9.14]. Il existe donc un entier / > 1 tel que

p'NZ, C N°. Pour tout entiern > 1, on a

(P"M)NN°=(p"M°NN,)NN°=(p"N,)NN° = p"N_,

sat*®
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On en déduit que
pnNo C (pnMO) N N° C pnleo‘

Lassertion s’ensuit compte tenu de (ii). O

LEMME 3.9 [3, 1.8.11]. Soit M un o-module tel que M /pM soit de type a-fini.
Alors, le o-module M = l(gn M/p"M est de type a-fini.

LEMME 3.10. (i) Soit (M,),>: un systéme projectif de o-modules co-nuls. Alors,
les o-modules 1(121 M, et R! l(gl M, sont ot-nuls.

(ii) Soit (M,),>1 et (N,),>1 deux systemes projectifs de o-modules et (f, : M,, —
N,)n>1 un systéeme projectif des o-isomorphismes. Alors, le foncteur limite
projective induit des a-isomorphismes lim M, — lim N, et R'lim M, —

<— < <
R'lim N,
H

L assertion (1) est démontrée dans [18, 2.4.2] et I’assertion (ii) résulte de (i).

DEFINITION 3.11 [4, V.6.1]. Soit R une o-algébre et M un R-module. On dit que
M est a-plat s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes.

(i) Pour tout R-module N et tout entier i > 1, Torl.R (M, N) est un o-module
a-nul.

(i1) Pour tout R-module N, Torfe (M, N) estun o-module «-nul.

(iii) Pour tout morphisme R-linéaire injectif f : Ny — N,, le noyau de
dy®f: MQg Ny > M ®r N, estun o-module o-nul.

LEMME 3.12. Soit R une o-algébre et M un R-module o-plat. Alors, le R-module
m ®, M est plat. En particulier, pour tout o-module «-plat N, m ®, N est sans
torsion.

Preuve. En vertu de 3.2(ii), pour tout o-module a-nul N, m ®, N est nul. La R-
platitude de m ®, M résulte alors de la o-platitude de m. On sait qu’un o-module
est plat si et seulement s’il est sans torsion [8, chap. VI, Section 3.6, lem. 1] ; d’ou
la deuxieme assertion. ]

PROPOSITION 3.13. Soit M et N deux o,-modules (2.1) (resp. o-modules) «-
équivalents. Alors, la o-platitude de M est équivalente a celle de N.

Preuve. Supposons que M soit a-plat. Soit f : Ny — N, un morphisme injectif

de 0,,-modules. Pour tout y € m, il existe des morphismes o-linéaires g : M — N
eth: N - Mtelsque goh = yidy et h o g = yidy. On a alors un
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diagramme commutatif

h®idy,
N ®a,, N] éM@on N]

idy ®fl LidM f
h®ldN2

N ®o,, 2> ®o,, N2

Comme Ker(M ®,, Ny = M ®,, N,) esta-nul et goh = y idy, on en déduit que
Ker(N ®,, N = N ®,, N,) est annulé par I'idéal ym de o. La o-platitude de N
s’ensuit compte tenu du fait que m?> = m. La démonstration pour les o-modules
est similaire. O

COROLLAIRE 3.14. Soit n un entier > 1 et M un o0,-module (resp. 0-module) de
type o-fini. Pour que M soit a-plat, il faut et il suffit qu’il existe un entier m > 0
tel que M ~ o (resp. M ~ o").

Preuve. Comme p"M = 0, d’apres 3.6, il existe une suite décroissante de
nombres réels (r;);>; tendant vers O tels que r; < n et que M ~ @;>,0/1,,. Le
o-module 0/, est a-isomorphe a 0,. Soit » un nombre réel tel que 0 < r < n. 1l
est clair que o/, n’est pas un o,-module «-plat. L’assertion pour les o,-modules
s’ensuit. La démonstration pour les o-modules est similaire. O

LEMME 3.15. Soit (M,,),>1 un systéme projectif de o-modules tel que, pour tout
entier n = 1, M, soit un o,-module a-plat de type a-fini et que le morphisme
canonique M,y ®,,,, 0, — M, soit un a-isomorphisme. On pose, pour tout
entiern > 1, N, =mQ®, M,, M = 11mM et N = 11mN Alors :

(1) on a un a-isomorphisme canonique N — M ;
(i1) I’homomorphisme canonique N /p"N — N, est un isomorphisme ;

(iii) les o-modules N et M sont a-plats de type a-fini.

Preuve. (i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique N, — M, est un
a-isomorphisme (3.1.3). En vertu de 3.10(ii), la limite projective induit un «-
isomorphisme canonique N—> M.

(i) D’apres 3.2(ii), le a-isomorphisme M, i, ®,,,, 0, — M, induit un
isomorphisme N, ®,,,, 0x = N,. On notera que, pour tout entier n > 1, N,
est un o,-module plat (3.12). Pour tous entiers m, n > 1, appliquant le foncteur
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N . r" P
Nusn ®o,., — a la suite exacte 0 — 0,, — 0,4, — 0, — 0, on en déduit une
suite exacte :

O—>Nmp—”>Nm+n—>Nn—>O.

Le systeme projectif (N,,),,>; vérifie la condition de Mittag-Leffler. On en déduit
une suite exacte

n

p

0 N N N, 0,

d’ou I’assertion.

(iii) En vertu de (i) et 3.14, il suffit de démontrer 1’assertion pour N.La a-
finitude de N résulte de (i1) et 3.9. D’apres 3.6, N est a-équivalent a un o-module
0" @ (P;>10/1,,) avec (r;);>; tendant vers 0. On en déduit que, pour tout entier
n>1,ona ﬁ/p”ﬁ ~ o @ (®B;>i1(0/1,)/p"(0/1,)). D’ autre part, on notera qu’il
existe un entier / > 1 tel que, pour tout entiern > 1, N, = oﬁl 3. 14);\En vertu de
(ii), pour tout entier i > 1, on a donc r; = 0; d’ou la ¢-platitude de N. O

REMARQUE 3.16. Sous les hypotheses de 3.15, la topologie p-adique de N est
la limite projective des topologies discretes sur les N,,.

3.17. Soit V un €-espace vectoriel de dimension finie, V° un sous-o-module libre
de type fini de V qui I’engendre sur €. On appelle fopologie p-adique sur V
I’unique topologie compatible avec sa structure de groupe additif pour laquelle
les sous-groupes (p"V°),>, forment un systeme fondamental de voisinages de 0.
Cette topologie ne dépend pas du choix de V° (cf. [4, I1.2.2]). On notera que tout
morphisme €-linéaire de €-espaces vectoriels de dimension finie est continu pour
la topologie p-adique.

3.18. Dans la suite de cette section, on se donne un groupe profini G. Pour tout
entier n > 1, on munit ’anneau o, = o/p"o (resp. o, resp. €) de la topologie
discrete (resp. de la topologie p-adique, resp. de la topologie p-adique (3.17)) et
de Uaction triviale de G.

Soit n un entier > 1. Par o,-représentation de G, on sous-entend un o,-module
M muni de la topologie discréte et d’une action continue et o,-linéaire de G.
Un morphisme de o,-représentations de G est une application o,-linéaire et G-
€quivariante. On désigne par Rep, (G) la catégorie des o,-représentations de G.

On note 6 le systéme projectif d’anneaux (0,),>1. On désigne par Rep;(G) la
catégorie des systemes projectifs de o[ G]-modules discrets (V,,),>; tels que, pour
tout entier n > 1, p"V, = 0. Il est clair que les catégories Rep, (G) et Rep;(G)
sont abéliennes.
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Par o-représentation continue de G, on sous-entend un o-module de type o-fini
muni de la topologie p-adique et d’une action o-linéaire continue de G. Par ¢-
représentation continue, on sous-entend un €-espace vectoriel de dimension finie
muni de la topologie p-adique (3.17) et d’une action €-linéaire continue de G. Un
morphisme de o-représentations (resp. C-représentations) continues de G est une
application o-linéaire et G-équivariante. Une telle application est continue pour
la topologie p-adique (cf. 3.17). On désigne par Rep;""(G) (resp. Repy™ (G)) la
catégorie des o-représentations (resp. €-représentations) continues de G.

LEMME 3.19. Soit V un objet de RepS™™ (G) et W un sous-o-module de V stable
par G. Alors, W (resp. V /W) est un o-module de type «-fini et la restriction de
Uaction de G sur W (resp. V /W) est continue pour la topologie p-adique.

Preuve. La a-finitude de W et V /W résulte de 3.7. La continuité de 1’action de G
pour la topologie p-adique de W s’ensuit compte tenu de 3.8(iv). Soit 7 : V —
V /W la projection. Pour tout entier n > 1, on a w(p"V) = p"(V/W). On en
déduit la continuité de I’action de G sur V/W. O

PROPOSITION 3.20. La catégorie RepS™ (G) est abélienne.

Preuve. Cette catégorie est clairement additive. Soit f : V| — V, un morphisme
de RepS™(G). D apres 3.19, on définit Ker(f) (resp. Coker(f)) par le o-module
Ker(Vy, — V,) (resp. Coker(V; — V;)) muni de la topologie p-adique et de
I’action de G induite par V| (resp. V,). Il est clair que le morphisme canonique
Coim(f) — Im(f) est un isomorphisme. O
3.21. Soit n un entier > 1. On désigne par Repllf (G) la sous-catégorie pleine de
Rep, (G) formée des o,-représentations dont le 0,-module sous-jacent est libre
de type fini et par Repl'(G) la sous-catégorie pleine de Rep™(G) formée des
o-représentations continues dont le o-module sous-jacent est libre de type fini.

On désigne par Rep!'(G) la sous-catégorie pleine de Rep;(G) formée des
systemes projectifs (V,),>; tels que, pour tout entier n > 1, V, soit un objet
de Rep“f (G) et que le morphisme canonique V,.; ®,,., 0, =V, soit un
1somorphlsme de o,-représentations de G.

Le foncteur limite projective induit une équivalence de catégories

Rep!'(G) — Rep'(G). (3.21.1)

En effet, le foncteur Rep!'(G) — Rep?'(G), défini par V > (V/p" V),,>1, est
un quasi-inverse de (3.21.1). Pour tout objet V de Repl‘f(G) on note V[ ]la €-

représentation continue associée. Le foncteur canonique Rep“f(G) — Rep“"m(G)
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induit une équivalence de catégories :

Rep"'(G)g — Repi™(G), (3.21.2)

olt la source désigne la catégorie des objets de Rep!!

prop. 22]).

(G) aisogénie pres (cf. [12,

3.22. Prenant pour ¢ l'un des homomorphismes canoniques o — End
(idRep,, ) © — End(idgrep,(G)) ou 0 — End(idrepem(c)), on peut considérer
les notions introduites dans 2.18 pour les catégories abéliennes Rep, (G),
Rep; (G) et Rep;™ (G). Un morphisme de Rep, (G) (resp. Rep;™(G)) est un
a-isomorphisme si et seulement s’il induit un «-isomorphisme sur les modules
sous-jacents. Un morphisme (f,),>1 de Rep;(G) est un «-isomorphisme si et
seulement si, pour tout entier n > 1, f, est un a-isomorphisme de Rep, (G).
3.23. Soit n un entier > 1. On désigne par Rep“"‘f(G) la sous-catégorie pleine
de Rep, (G) formée des o,-représentations dont le 0,-module sous-jacent est a-
plat de type a-fini (3.14) et par Rep®'(G) la sous-catégorie pleine de Rep™(G)
formée des o-représentations continues de G dont le o-module sous-jacent est
a-plat de type «-fini.

On désigne par Rep‘gptf(G) la sous-catégorie pleine de Rep;(G) formée des
systémes projectifs de représentations (V,,),>; tels que, pour tout entiern > 1, V,
soit un objet de Rep"’p‘f(G) et que le morphisme canonique V,;; ®,,,, 0, — V,
soit un o- lsomorphlsme (3.22).

En munissant m de I’action triviale de G, d’apres 3.15 et 3.16, le foncteur limite
projective induit un foncteur

Fi : Repi?'(G) — Rep™ (G)  (V,)ps1 limm ®, V. (3.23.1)
D’autre part, on a un foncteur
F, : Rep™(G) — Rep‘;ptf(G) Vi (V/p"V)us. (3.23.2)

En vertu de 3.8(i)—(ii), on a un foncteur canonique
1
Rep”™(G) — Rep™(G) V i~ V[—]. (3.23.3)
p

On désigne par Rep"‘p“(G)Q (resp. Repaptf(G)Q) la catégorie des objets de
Rep"‘p‘f(G) (resp. RepO‘p lf(G)) a isogénie pres.

LEMME 3.24. (i) Le foncteur F; envoie les «-isomorphismes sur des
isomorphismes.
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aptf
6

(ii) Soit (V,)u>1 un objet de Rep
fonctoriel

(G). On a un isomorphisme canonique

F(Fi(V)us1)) = (M ®, Vi)usi

et un a-isomorphisme canonique (M @, V,)u>1 = (V)n>1.

Preuve. L’assertion (i) résulte de 3.2(ii) et I’assertion (ii) résulte de (3.1.3) et
3.15(ii). O

LEMME 3.25. Soit V un objet de Rep‘;‘ptf(G). On munit m ®, V de la topologie
p-adique et de I’action canonique de G. Alors :

(1) on a un isomorphisme canonique fonctoriel m ®, V S Fi(Fy(V));

(ii) le a-isomorphisme canonique m @, V — V est injectif.

Preuve. (i) D’apres 3.8(iii), on a un isomorphisme canonique et fonctoriel de
o-représentations continues m ®, V — m/®o\V ~ 1<i£1m ®, (V/p"V); d’ol
I’assertion.

(i1) Le noyau du morphisme m ®, V — V est a-nul. La proposition résulte du
fait que le o-module m ®, V n’a pas de torsion (3.12). O

COROLLAIRE 3.26. Les foncteurs F, et F, induisent des équivalences de

catégories quasi inverses ['une de I’autre

Rel)oozptf(G)Q :) Replfplf(G)Q’ Rep?Plf(G)Q :) Repaptf(G)Q-

o o o

Preuve. En vertu de 2.19, tout «-isomorphisme est une isogénie. L’assertion
résulte alors de 3.24 et 3.25. O

PROPOSITION 3.27. Le foncteur canonique (3.23.3) induit une équivalence de

catégories
Rep?™(G)g — Repy™(G). (3.27.1)

Preuve. L'essentielle surjectivité résulte de (3.21.2). Soit V; et V, deux objets de

Rep‘gptf(G). 11 suffit de démontrer que le morphisme canonique

1 1
HOl’l’lG(Vl, V2) Rz Q — HOII’IG<V1 |:—:|, V2|:—:|) (3272)
p p
est un isomorphisme. D’aprés 3.25(ii), on a une suite exacte de Repi™ (G)

O->m Vo>V, - k®,V, —> 0.
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On en déduit une suite exacte
0 — Homg(V;, m ®, V») — Homg(Vy, Vo) — Homg (Vi, k ®, V2).

Comme k ®, V, est a-nul, on a des isomorphismes (m &, V2)[£] > VZ[i] et

Homg(Vy, m ®, V) @z Q = Homg(V;, V») ®7 Q. D’apres 3.12, on peut donc
se ramener au cas ou V, est sans torsion.

On note V| i le sous-module de torsion de V; et on le munit de la topologie
p-adique et de I’action continue de G induite par V| (3.20). On a alors des
isomorphismes

Homg (Vi/ Vitors Va) — Homg (Vy, V2)

et 'V, [i] SV / Vl,tor)[i]- On peut donc se ramener au cas ou V| est sans torsion.
Comme V; et V, sont isogénes a des o-modules libres de type fini (3.14), on a
un isomorphisme canonique

Hom, (V;, V») ®; Q = Hc>m¢(v1 [ﬂ VZBD. (3.27.3)

On en déduit I’injectivité de (3.27.2). Etant donné une application €-linéaire
et G-équivariante f : Vl[%] — Vz[%], il existe une application o-linéaire
g : Vi — V,telle que g[i] = f. Comme les actions de G sur o et € sont triviales
et les o-modules sous-jacents a V; et V, n’ont pas de torsion, I’application g est
G-équivariante ; d’ou la surjectivité de (3.27.2). 0

LEMME 3.28. Soit X un schéma connexe et X un point géométrique de X. Pour

tout entier n > 1, on note encore 0, le faisceau d’anneaux constant de X de

valeur o, et on note 6 I’anneau (0,),>1 de X},

(1) Pour qu’un o,-module L de Xy soit localement libre de type fini, il faut et il
suffit que sa fibre Lz en X soit un o,-module libre de type fini.

(ii) Pour qu’un 6-module . = (IL,)),> soit localement libre de type fini, il faut et
il suffit que 1L soit adique et que pour tout entier n > 1, le 0,-module 1L, soit
localement libre de type fini.

Preuve. L'assertion (i) est démontrée dans [4, II1.2.11]. En calquant la
démonstration de [4, I11.7.19, 7.20], on vérifie I’assertion (ii). ]

3.29. Conservons les notations de 3.28 et reprenons de plus celles de 3.21 pour
G =m(X, X). Soitn un entier > 1. La restriction du foncteur iz : By, x v S X
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(2.14.2) ala sous-catégorie Rep, (;(X, X)) de By, (x5 induit une équivalence de
catégories
Repon (7T1(X, f)) l) MOd(Xfélv on)- (3291)

D’apres 3.28(i), celle-ci induit une équivalence de catégories (2.9, 3.21)
5 : Repl! (1 (X, X)) = LL"(Xe, 0,). (3.29.2)

D’apres (3.21.1) et 3.28(ii), les foncteurs (3.29.2) induisent une équivalence de
catégories

+ - Rep!(m, (X, %)) — LL(XY,, 8). (3.29.3)

fét

On désigne par LLY (Xtet, 0) la catégorie des 6-modules localement libres de

type fini de X}, a isogénie pres. D’apres (3.21.2), le foncteur (3.29.3) induit une
équivalence de catégories

fix.q : Repi™ (i (X, )?));LL‘f(Xfet, 3). (3.29.4)

3.30. Soit W un objet de Rep“f(rrl(X X)) et V une ¢€-représentation continue de
(X, X). Pour tout i > 0, on désigne par H. (7, (X,X), W) (resp. H. (7, (X,
X), V)) le groupe de cohomologie continue de 7, (X, X) a valeurs dans W (resp.
V) (cf. [45, Section 2] ou [4, 11.3.8]).

Posons . = fix(W) (3.29.3). D’apres (3.29.1), [4, I1.3.10 et II.7.11], on a un
isomorphisme canonique

(1 (X, %), W) > H (XY L). (3.30.1)

cont

4. Compléments de géométrie rigide

4.1. Soit . = Spf(o) et X un .’-schéma formel de présentation finie. Pour tout
Ox-module %, on pose

9[%} — F o Q, @11

Celui-ci est canoniquement isomorphe a la cloture rigide de % [2, 2.10.1],
[4, II1.6.15]. On note Modc"h(ﬁ’x[ﬁ]) la catégorie des ﬁx[i]—modules cohérents

et Moda’h( O’x) la catégorie des Ox-modules cohérents a isogénie prés. Alors le
foncteur canonique

Mod*"(Oy) — Modwh(ﬁx[l]), ZF ff[l}
p p
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induit une équivalence de catégories [4, I11.6.16]

Mod"(0x) — MOdCOh(@e[%})- (4.1.2)

4.2. On désigne par X" I’espace rigide cohérent associé a X [2, 4.1.6] et par %i’f
le topos admissible de X" [2, 4.4.1]. On pose © = .. Pour tout &x-module
F, on peut lui associer un faisceau .7 "¢ de X.; [2, 4.7.4]. Le faisceau (Ox)" est
un anneau de %;’f que I’on note Oy [2, 4.7.5]. On a un morphisme canonique de
topos annelés [2, (4.7.5.1)]

A 1
Ox : (%;f, ﬁxrig) —> (%zar’ ﬁx[;}) (421)

Celui-ci induit un morphisme canonique de topos annelés [2, (4.7.5.2)]
Px - (:{;ng? ﬁ%‘ié’) - (xzan ﬁ%)
Pour tout &’x-module cohérent %, on a un isomorphisme canonique [2, 4.7.25]

0L (F) = Fre, (4.2.2)

4.3. Soit V un €-schéma séparé de type fini. On peut lui associer un ®-espace
rigide quasi séparé V" [2, 7.4.12]. On désigne par V' le topos admissible de
Van[2,7.3.4] et Oy« I’anneau structural de V" [2, 7.3.8]. On a un morphisme de
topos annelés (le morphisme de GAGA [2, (7.6.2.4)]):

¢V . (V;;na ﬁvaﬂ) - (Vzarq ﬁv)

Si F est un Oy-module, on pose F*' = &} (F) (I'image réciproque étant prise
au sens des modules). L’anneau &y est cohérent (cf. [2, 7.3.10 et 7.3.11]). On
désigne par Mod™"(0) (resp. Mod " (&y«)) la catégorie des &, -modules (resp.
Oyw-modules) cohérents [2, 7.3.10].

4.4. Soit X un S-schéma séparé et de présentation finie (2.1), X le schéma formel
complété p-adique de X et V = X ®, €. On a un @-morphisme canonique [2,
7.4.12.2]

X >y, (4.4.1)

Si X est propre sur S, celui-ci est un isomorphisme et, par suite, V*" est cohérent
[2, 7.4.14]. Soit .# un Ox-module cohérent et .% son complété p-adique. On a
un isomorphisme fonctoriel [2, 7.6.7]

Fhie 5 (F| V)™ X, (4.4.2)
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PROPOSITION 4.5. Soit V un €-schéma séparé de type fini et F un Oy -module
cohérent. Si F* = 0, F est également nul.

Preuve. Le support de F est un sous-ensemble fermé de V. Comme chaque sous-
ensemble fermé de V a un point fermé, il suffit de démontrer que, pour tout point
fermé P de V, Fp est nul.

Soit P un €-pointde VetQ: @ — V¥ le rnvorphisme d’espaces rigides associé
[2, 7.4.12]. D’apres [2, 7.4.12.3], il existe un S-schéma X séparé de présentation
finie et de fibre générique V' tel que Q se factorise en un morphisme ® — Xrie que
1’on note encore Q, suivi du morphisme canonique X" — vV (4.4.1). D apres
[2, 3.3.12 et 4.1.20], il existe un unique point rigide 2 : . — X [2, 3.3.1] tel
que Q = 2",

Pour démontrer que Fp est nul, on peut se ramener au cas o X = Spec(A)
est affine. On note A le complété p-adique de A et on pose B = A[%], B = A[i]
et f : B — B’ le morphisme canonique. Le point rigide 2 de X correspond a
un idéal maximal q de B’ (cf. [2, 3.3.2]). D’apres [2, 1.12.11()], p = f~'(q) est
I’idéal maximal de B correspondant au point fermé P.

Il existe un Ox-module cohérent .7 tel que ¥ ®, € >~ F [2, 2.6.23]. En vertu
de (4.4.2), on a un isomorphisme Frig 5 FanXtig On en déduit que Fiie = 0.11
existe un A-module cohérent M tel que Z soit isomorphe au Ox-module associé
a M. Notons M le complété p-adique de M. D’apres [2, 1.12.16], le couple (A,
pA) vérifie la condition de Krull [2, 1.8.25] et on a alors un isomorphisme

M®,A> M.

D’apres [2, 4.8.24], le B’-module ]\’Z[i] est nul. On en déduit que

(), em = (a5)),

est nul. D’apres [2, 1.12.17], le morphisme canonique A — A est plat. Il en est de
méme du morphisme local B, — B;. En vertu de [26, 6.6.1], B; est fidelement

plat sur B,. Le B,-module (M [%])|D 2 Fp est alors nul, d’oti la proposition. [l

COROLLAIRE 4.6. Sous les hypothéses de 4.5, le foncteur
&} : Mod*"(0y) — Mod™"(Oyw) F +—> F™ (4.6.1)

est exact et fidele.

Preuve. Celarésulte de 4.5 et [2, 7.6.8]. ]
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PROPOSITION 4.7. Soit V un schéma séparé de type fini sur € et F un Ox-
module cohérent. Pour que F soit plat, il faut et il suffit que F™ soit un Oyam-
module plat.

Preuve. Si F est plat, c’est alors un fibré vectoriel sur V. On en déduit que F*"
est localement libre de type fini et qu’il est plat.

Supposons que F" soit plat. Soit U un ouvert de V, Fy larestrictionde F a U
et Fi" = @} (F) (4.6.1). Le Oyn-module F}" s’identifie a la restriction de F*" sur
U™. Comme U2 a suffisamment de points [2, 7.3.14], F" est un Oy=-module
plat. Comme le foncteur @;; (4.6.1) est exact et fidele, on en déduit que le foncteur

Fy ®p, — : Mod“"(0y) — Mod“"(0y)

est exact. La proposition s’ensuit compte tenu de [2, 1.3.17]. O

5. Rappel sur les courbes

5.1. Dans cet atticle, une courbe sur un corps F est un schéma séparé de type
fini et géométriquement connexe sur F de dimension 1. Une courbe propre sur un
corps algébriquement clos est dite semi-stable si elle est réduite et a pour seules
singularités des points doubles ordinaires. On notera que cette définition est moins
restrictive que la définition classique puisque I’on n’impose aucune condition sur
I’intersection avec les composantes rationnelles.

5.2. Soit T = Spec(R) le spectre d’un anneau de valuation R de hauteur 1, de
corps des fractions F, et F une cloture algébrique de . On note T (resp. ¢) le point
générique (resp. fermé) de T et T le point géométrique générique correspondant
aF.

Une T-courbe est un T-schéma plat, séparé, de présentation finie et de
dimension relative 1 dont la fibre générique est une courbe lisse sur F. Une T-
courbe f : X — T est propre (resp. réguliére, resp. normale) si f est propre
(resp. X est régulier, resp. X est normal). D’apres [31, Section 4, 3.8], toute T-
courbe est irréductible et réduite. D’apres la factorisation de Stein [24, 4.3.1],
la fibre spéciale d’une T'-courbe propre est géométriquement connexe et est donc
une ¢-courbe propre (5.1). On dit qu’une 7'-courbe X| domine une autre T-courbe
X, s’il existe un 7 -morphisme dominant de X; dans X,.

On dit qu'une T-courbe est semi-stable si elle est propre et si sa fibre
spéciale géométrique est une courbe semi-stable. On dit qu’une 7 -courbe X est
cohomologiquement plate en dimension 0 si elle est propre et si le faisceau Oy est
cohomologiquement plat sur 7 en dimension 0, i.e. si le morphisme structural A :
X — T induit un isomorphisme O = 2.(Oy) universellement [24, 7.8.1]. On
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notera qu’'une T -courbe propre a fibres géométriquement réduites (en particulier
une T -courbe semi-stable) est cohomologiquement plate en dimension O (cf. [24,
7.8.6]).

Une T-courbe propre X est appelée modeéle (resp. T-modele) de sa fibre
générique (resp. de sa fibre géométrique générique). Soit C une courbe propre
et lisse sur F. On dit qu'un T-modele X, de C domine un autre T-modele X,
de C s’il existe un 7-morphisme de X; dans X, induisant un isomorphisme entre
les fibres génériques.

5.3. Pour toute T-courbe semi-stable X, le foncteur de Picard relatif Pic, 7 (2.7)

est représentable par un 7-schéma semi-abélien (cf. [7, 9.4.1]). Si T = S (2.1),

on a Pic(S) = 0 et donc un isomorphisme canonique Pic(X) = Pic X /§(§) (cf. [7,
8.1, Prop. 4]).

DEFINITION 5.4. Soit (T, t) comme dans 5.2 et X une T-courbe propre.

(1) On appelle t-revétement de X la donnée d’un T-morphisme propre
de présentation finie de T-courbes ¢ : ¥ — X tel que le morphisme
¢, . Y. = X, soit un revétement étale.

@) Soit ¢ : Y — X un rt-revétement. Si la 7-courbe propre Y
est cohomologiquement plate en dimension O (resp. a des fibres
géométriquement réduites, resp. est semi-stable, resp. est réguliere), on
dit que ¢ : Y — X est un t-revétement cohomologiquement plat en
dimension O (resp. a fibres géométriquement réduites, resp. semi-stable, resp.
régulier) et en abrégé un t-revétement c.p.d.0.

(iii) On dit qu’un t-revétement ¢ : ¥ — X est fini si le morphisme sous-jacent
Y — X est fini.

(iv) Soitg : Y — X un t-revétement. Si ¢, : ¥, — X, est un revétement étale et
galoisien de groupe des automorphismes G et si I’action de G sur Y, s’étend
en une X-action sur Y, on ditque ¢ : ¥ — X est un t-revétement galoisien.

Soit ¢y : Y — X et g, : ¥, > X deux t-revétements de X. Un morphisme
de ¢, dans @, est un X-morphisme 7 : ¥, — Y,. On notera alors que Y; domine
Y, et on dira que ¢, domine ¢,. Supposons de plus que ¢, et ¢, soient galoisiens.
Alors, le morphisme 7, : Y;, — Y, . est un revétement galoisien. Notons u :
Aut(Y, ./ X;) = Aut(Y,./X,) ’homomorphisme induit par .. On dit que 7 est
équivariant s’il est u-équivariant.
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THEOREME 5.5 (Grothendieck ; cf. [1] pour g(C) > 2 et [31], Section 10.2, pour
g(C) = 1). Pour toute K -courbe propre et lisse C (2.1), il existe un trait S’ fini
sur S tel que C admette un S'-modele semi-stable.

5.6. Soit X une S-courbe propre. Une désingularisation de X est un modele
régulier de X, dominant X. On sait qu’il existe une désingularisation de X
(cf. [31, Section 8, 3.44]). Si le genre de X, est > 1, grice au critere de
contraction de Castelnuovo (cf. [31, Section 9, 3.21]), on peut construire une
désingularisation minimale Y de X unique a isomorphisme pres, c’est-a-dire
que toute désingularisation Y' — X se factorise d’une fagon unique a travers Y.
D’apres [31, Section 9, 3.13], tout n-automorphisme de X, s’étend en un S-
automorphisme de la désingularisation minimale de X.

PROPOSITION 5.7 [32, 2.7 et 2.8]. Soit X une S-courbe propre. Il existe un trait
S’ fini sur S tel que Xg soit dominé par un S’-modele semi-stable et régulier
X' de X5. Si le genre de X, est > 1, on peut trouver S’ de sorte que X' soit la
désingularisation minimale de X

COROLLAIRE 5.8. Soit C une K -courbe propre et lisse, X, et X, deux S-modeéles
de C. Il existe un trait S’ fini sur S et un S'-modéle X5 semi-stable et régulier de
C dominant X, g et X, s

Preuve. 1l existe un S-modele X de C dominant X; et X, [12, prop. 20].
L assertion résulte alors de 5.7. O

5.9. Ondit qu’un S-schéma X a une réduction semi-stable si, localement pour la
topologie étale, X est isomorphe a un S-schéma de la forme
Spec(Oklt1, . tnl/(t1 ... 1, — 7)), (5.9.1)

ol 7 est une uniformisante de Ok, et m et n sont des entiers vérifiant m >
n > 1. On notera qu’une S-courbe propre admet une réduction semi-stable si
et seulement si elle est semi-stable et réguliere (cf. [40, 1.6]).

5.10. Soit X une S-courbe a fibres géométriquement réduites. D’apres [31,
Section 4, 1.18], pour tout trait S’ fini sur S, le schéma Xg est normal. On en
déduit par passage 2 la limite projective que le schéma X = X xg § (2.1.1) est
normal.

PROPOSITION 5.11. Soit X une S-courbe propre.

(i) Etant donné un nombre fini de n-revétements (resp. n-revétements galoisiens)
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;- Y; = X, il existe un trait (S', n') fini sur (S, n), un n'-revétement semi-
stable, régulier et galoisien ¢ : Y — Xg et pour chaque @;, un morphisme
(resp. un morphisme équivariant) de ¢ dans ¢; X S'.

(ii) Pour tout n-revétement fini (resp. fini et galoisien) ¢ : Y — X, il existe
un trait (S',n') fini sur (S, n) tel que ¢ x5 S’ soit dominé par un n'-
revétement fini, a fibres géométriquement réduites (resp. fini, galoisien, a
fibres géométriquement réduites) de Xg.

(iii) Pour tout n-revétement ¢ : Y — X, il existe un trait (S', n') fini sur (S, n),
un S'-modéle semi-stable X' de Xy dominant Xg et un n'-revétement semi-
stable, régulier, fini et galoisien ¢’ : Y' — X' qui s’insére dans un diagramme
commutatif

y — o x

L l (5.11.1)

Pst
Y — Xg.

Preuve. (i) Si le genre de X, est nul, X7 n’admet aucun revétement étale non
trivial. Dans ce cas, 1’énoncé (i) résulte de 5.7 appliqué aux produits des Y;
au-dessus de X. Pour g(X,) > 1, cela résulte de 5.7 et des propriétés de la
désingularisation minimale, appliquées au produit des Y; au-dessus de X (cf. [12,
Thm. 12] et [13, Thm. 4]).

(ii) D’apres [14, Thm. 2.0], il existe un trait (S’, n") fini sur (S, n) tel que la
normalisation Y’ de Y ait une fibre spéciale géométriquement réduite. Comme Y
est excellent, Y’ est fini sur Y. Supposons de plus que ¢ : ¥ — X soit galoisien.
Comme Y’ est la cléture intégrale de Y dans ¥ x g7, I’action de Aut(Y,/ X,) sur Y
s’étend en une action sur Y', i.e. Y’ — X est aussi un n’-revétement galoisien.

(iii) D’apres (i), quitte a remplacer K par une extension finie, ¢ est dominé
par un n-revétement semi-stable, régulier et galoisien Y’ — X. Notons G =
Aut(Y,;/X,,). L’action de G sur Y?; s’étend en une X-action sur Y’. Comme Y’
est projective [30, Thm. 2.8], le quotient Y'/G existe [23, V.1]; notons-le X'.
Calquant la démonstration de [32, 3.8] (cf. aussi [38, Prop. 5]), on vérifie que X’
est un modele semi-stable de X, dominant X. Le morphisme ¥" — X’ est donc
un n-revétement semi-stable, régulier, fini et galoisien. Comme le diagramme

v, —=X,

Y, —X,
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est commutatif, il en est de méme de (5.11.1) en vertu de [26, 8.2.2.1]. I

COROLLAIRE 5.12. Soit X une S-courbe propre.

(i) Etant donné un nombre fini de -revétements de X, il existe un 7-revétement
semi-stable et galoisien de X qui les domine tous.

(ii) Tout n-revétement ¢ : Y — X fini et galoisien est dominé par un 7-
revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement réduites.

Preuve. D’apres la théorie de la descente [25, 8.8.3 et 8.10.5], quitte a remplacer
S par une extension finie, tout 77-revétement (resp. n-revétement fini, resp. 7-
revétement fini et galoisien) de X se descend en un 7n-revétement (resp. 71-
revétement fini, resp. n-revétement fini et galoisien). Le corollaire résulte alors
de 5.11. O

5.13. Soit X une S-courbe projective et de présentation finie et C = X;
(2.1). L’anneau o est universellement cohérent [2, 1.12.15]. Par suite, 1’anneau
Ox est cohérent. On note Mod*"(Oy) (resp. Mod“"(0)) la catégorie des
Ox-modules (resp. Oc-modules) cohérents et Moda’h(ﬁ y) la catégorie de Ox-
modules cohérents a isogénie pres. D apres [2, 2.6.23], tout &c-module cohérent
se prolonge en un Oy-module cohérent. Etant donné deux objets F et F' de
Mod*"(0), on a un isomorphisme

Homg, (F, F) ®2 Q = Home. (F;, ). (5.13.1)

Celui-1a implique que F et F' sont isogenes dans Mod“"(0Y) si et seulement
si leurs fibres génériques sont isomorphes sur C. Le foncteur canonique
Mod*"(0y) — Mod*" () induit alors une équivalence de catégories

Mod§"(Oy) — Mod“"(0). (5.13.2)

5.14. Conservons les notations de 5.13. On pose . = Spf(o) et on note X le
schéma formel complété p-adique de X qui est propre et de présentation finie
sur .. En particulier, O est cohérent [2, 2.8.1]. Pour tout &x-module JF, on note
F son complété p-adique. On note Mod“" () la catégorig des Ox-modules

cohérents. Comme X est projectif et de présentation finie sur S, le foncteur
Mod“"(0y) — Mod*(0y), F > F (5.14.1)

induit une équivalence de catégories [2, 2.13.8].
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Choisissons des quasi-inverses de (4.1.2) et (5.14.1). On désigne par jx le
foncteur composé de 1’équivalence de catégories (5.13.2) et des quasi-inverses
de (4.1.2), (5.14.1)

17\ -~
Jx Mod“"h(ﬁx[—D = Mod“"(0p). (5.14.2)
p

LEMME 5.15. Conservons les notations de 5.14. Pour tout ﬁx[i]—module

localement projectif de type fini F (2.9), jx(F) (5.14.2) est un fibré vectoriel
sur C.

Preuve. Posons F = jx(.%). On désigne par X"# I’espace rigide cohérent associé
au schéma formel X (4.2) et C*" I’espace rigide quasi séparé associé au €-schéma

propre C (4.3). On a un isomorphisme X"¢ — C*" (4.4) et un morphisme de topos
annelés px : (X2, Oxie) = (X, ﬁﬂi]) (4.2.1). En vertu de (4.2.2) et (4.4.2),

rig’
on a un isomorphisme
0% (F) = F™,
Le Ocw-module F* est alors localement projectif de type fini. Par suite, ¢’est un
Ocw-module plat (2.9). D aprés 4.7, F est plat. Le lemme s’ensuit. O

LEMME 5.16. Conservons les notations de 5.14.

(1) Pour tout Ox-module 7€, on a un isomorphisme canonique
1
F(%%ﬂ[—]) ~ (X, 76) ®z Q. (5.16.1)
p

(i1) Soit F un ﬁx[%]-module cohérent et F = jx(F). Pour tout entier i > 0,
on a un isomorphisme canonique

H (X, #) ~H (C, F).
Preuve. (i) Par platitude de 0% sur o, il suffit de démontrer 1’isomorphisme
(5.16.1) pour les ouverts affines. Dans ce cas, cela résulte de [2, 2.10.5].

(ii) 1l existe un Ox-module cohérent F tel que .% ~ F [i] et que F =~ F.
D’apres [2, 2.13.2], on a un isomorphisme canonique

H (X, F) ~H X, F).

On déduit par (i) un isomorphisme H (X, F) ®7 Q ~ H (X, .%). Par platitude, on
a un isomorphisme canonique

H (X, F)®; Q~H(C, F).

L’ assertion s’ensuit. O
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6. Correspondance de Deninger-Werner

On rappelle que le corps résiduel k de Ok est une cloture algébrique de F,
2.1).

DEFINITION 6.1. (i) Soit C une courbe propre et lisse sur un corps
algébriquement clos de caractéristique p et Frc : C — C le Frobenius
absolu de C. On dit qu’un fibré vectoriel F sur C est fortement semi-stable
si (Fr)*(F) est un fibré vectoriel semi-stable pour tout entier n > 0.

(i1) Soit C une courbe propre sur un corps algébriquement clos de caractéristique

petm: C — C la normalisation du sous-schéma réduit sous-jacent a C.
On dit qu’un fibré vectoriel F' sur C est fortement semi-stable de degré
0 si 7*(F) est fortement semi-stable de degré O sur chaque composante
irréductible de C.

On notera qu’un fibré vectoriel semi-stable sur une courbe propre et lisse de
genre g > 2 sur un corps de caractéristique p n’est pas nécessairement fortement
semi-stable (cf. [21]).

THEOREME 6 2 [13, Thm. 16, Thm. 17] et [46, 2.4]. Soit X une S-courbe propre,

X = X xg 3 S (2.1) et F un fibré vectoriel sur X. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) La fibre spéciale F; de F est fortement semi-stable de degré 0 sur X.

(ii) Pour tout n > 1, il existe un yj-revétement ¢ : X' — X (5.4) tel que ¢’ (F,)
soit libre de type fini, ot F, (resp. @,) est la réduction modulo p" de F
(resp. @) (2.1.1).

(iii) 1l existe un entier n > 1 et un n-revétement ¢ : X' — X tels que ¢} (F,) soit
libre de type fini.

DEFINITION 6.3. Conservons les notations de 6.2. On appelle fibré vectoriel
de Deninger-Werner sur X tout fibré vectoriel sur X vérifiant les conditions
équivalentes de 6.2. On désigne par mgw la sous-catégorie pleine de Vecty (2.8)
formée des fibrés vectoriels de Deninger-Werner.

PROPOSITION 6.4. Soit X une S-courbe semi-stable. Un fibré en droites sur X

est de Deninger-Werner si et seulement si sa classe appartient a Pic;ﬁ () 2.7).
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Preuve. D’apres [13, Thm. 12], la catégorie Q]}'@(W contient tous les fibrés en

droites dont les classes sont dans Pic?v(/§ (S). Inversement, pour tout fibré en droites

L e QY?W, I’image inverse de la fibre spéciale L, sur la normalisation de chaque
composante irréductible de X est de degré 0. D’apres [13, Thm.13], la fibre

générique L; de L est donc aussi de degré 0. Ceci implique que L € Pic(;(/é(g) en
vertu de [7, 9.1.13].

PROPOSITION 6.5. Soit X une S-courbe propre et lisse, n un entier > 1 et L
un fibré en droites dont la classe appartient a Picg/i(g). Alors, il existe un 7n-

revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement réduites de X trivialisant
L,.

Preuve. Quitte a remplacer K par une extension finie, il existe une S-courbe
propre et lisse Y telle que X ~ Y et un point x € Y (S). On sait que Pic()), /s estun

schéma abélien sur S [7, 9.4.4]. La classe de L est contenue dans Picg /s (S).Ona
un morphisme de S-schémas

Ji Y — Picy (6.5.1)

défini, pour tout S-schéma T, par
Y(T) — Picy ((T) y +> [Oy, (y — x)]. (6.5.2)
Notons A = (Picg/s)v le schéma abélien dual de Pic(;/s et considérons le

morphisme d’ Albanese défini par x € Y (),

o Y 5 PicY 5 A, (6.5.3)

ou @ est la polarisation canonique [34, 2.6.4]. D’apres [34, 2.7.9], le morphisme
AY = Pic} ¢ = Pic) s ~ AY, (6.5.4)

induit par ¢,, s’identifie & —id4v. Il existe donc un fibré en droites L’ sur A=

A x5 S dont la classe appartient a Pic?x /s (?) tel que ¢} (L’) > L. Par descente [25,
8.8.3], le groupe Pic,,s(k) = Picy,,«(k) est de torsion. Il existe un entier N tel
que

N*[L;]=0 dans Pic} (k). (6.5.5)

oll I’on a encore noté N : Pic’, e Pic!, ;s le morphisme de la multiplication
par N. Le groupe
Ker(Pic) /(0,) — Pic} 5(k))
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est de p"-torsion en vertu de [44, 2.4]. On a donc
(p"N)*[L,] =0 dans Pic} s(0,). (6.5.6)
On désigne par Y™ le T-schéma défini par le diagramme cartésien

YW 5 A

l lP"N (6.5.7)

y %A
En vertu de (6.5.6), I'image réciproque de L, par Y — Y, est triviale. D’aprés
la théorie du corps de classes géométrique [42, VI 11], Y n(”) est géométriquement
connexe et est un revétement étale et galoisien de Y;,. D’apres (6.5.7), I’action du
groupe Aut(Y,"”/Y,) s’étend en une Y-action sur Y. Le morphisme ¥ — ¥
est donc un n-revétement fini et galoisien. La proposition résulte alors de 5.12(ii).
O

6.6. Soit X une S-courbe propre, X un 7-point de X5 et n un entier > 1. On se
propose de construire un foncteur de ‘,U?(W dans Replo‘i (1 (X7, X)) (3.21). Soit F

un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. Comme X est propre, le i-point X
se prolonge en une section S — X que I’on note encore (abusivement) X. On note
X, : S, = X, laréduction modulo p" de X. On définit le o0,-module sous-jacent
a la représentation associée a J par

Vo (F) = (S, X5 (F), (6.6.1)

qui est un 0,-module libre de type fini.

D’apres 5.12(i), il existe un 7-revétement c.p.d.O et galoisien ¢ : X' — X de
groupe des automorphismes G tel que ¢ (F,) soit libre de type fini. Soit (C;,
¥;)ier un revétement universel galoisien de (X3, x) (2.14). Choisissons un point
géométrique y € X (7) au-dessus de x. Il existe i € I et un épimorphisme

SiICi%X% Yi .
Celui-ci induit un épimorphisme
& Aut(Ci/X5) — G

défini pour tout o € Aut(C;/X5) par &(0)(y) = & o o(y;). Le composé des
homomorphismes

£ m (X, X) — Aut(C;/ X)) 2> G (6.6.2)
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est indépendant du choix de i € I, mais dépend du choix de y au-dessus de x. En
effet, soit y et y’ deux 7-points de X, au-dessus de x. Il existe un élément i € G
tel que 2(y) =y'. D’apres [12, Thm.13 (19)], les homomorphismes &5, &5 @ 71 (C,
X) — G sont reliés par:

s (y) = h&(y)h™,  Vy € 1 (C,%). (6.6.3)

6.7. Conservons les hypotheses et notations de 6.6. On construit une action p, r
de (X7, x) sur V,(F). L'action de G sur X% s’étend en une X-action sur X'.
Tout g € G induit donc un automorphisme

g, I'(X,, 0, (F) = T'(X,,, ¢,(Fw). (6.7.1)

n

Le 77-point ¥ se prolonge en un S-point de X’ au-dessus de X € X (S) que I'on
note encore (abusivement) y. Comme le morphisme structural A : X" — S vérifie

A’ (Ox) = Oy universellement, le morphisme y, : S, — X/ déduit de y induit
un isomorphisme :

Vi DX, 9 (FD) — T (S, Vi@ (F)) = V. (F). (6.7.2)

Pour tout y € (X7, X), posant g = &5(y), on définit un automorphisme p, ()
de V,(F) par

(T:)il / * Z /

pur () : Vo(F) =— I'(X,, g3(F) = I'(X

n

L0 FD)) B VL(F). (67.3)

On notera que p, » est ’homomorphisme composé

n

on,F (X7, X) 5 67— Auty, I'(X,, ¢, (F)) % Aut,, V, (F).

On définit la o,-représentation de (X7, X) associée a F par (V,(F), pn.r) que
I’on note encore V,, (F).

PROPOSITION 6.8 [12, Thm. 13]. Sous les hypothéses de 6.6, la o,-
représentation V,(F) de m, (X7, X) est indépendante des choix du n-revétement
c.p.d.0 (5.4(i1)) et galoisien ¢ : X' — X et du point 'y de X, au-dessus de X, a
isomorphisme pres.

6.9. Conservons les hypotheses et notations de 6.6. Etant donné un morphisme
f i F — F de ‘l]gw et un entier n > 1, il existe un 7-revétement c.p.d.0 et
galoisien ¢ : X' — X trivialisant F, et F/ (cf. 5.12(i)). L’isomorphisme (6.7.2)
est clairement fonctoriel en F. D’apres 6.8, le morphisme f induit un morphisme
de o,-représentations de 7, (X7, X)

Vou(f) : V(F) = V,(F). (6.9.1)
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La correspondance F — V,(F) définit ainsi un foncteur que 1’on note (3.21)

V, : OV — Rep)) (7 (X7, X)). (6.9.2)

On

PROPOSITION 6.10 [12, Thm. 14 et 16]. (i) Les foncteurs {V,},> (6.9.2) sont
compatibles entre eux et définissent un foncteur o-linéaire et exact (3.21)

. §7DW It —
Viget — Rep, (7, (X7, X)), (6.10.1)
qui commute aux produits tensoriels, aux passages aux duaux et aux
homomorphismes internes. On le notera aussi Vy pour signifier que la
construction dépend de X.

(ii) Pour tout morphisme dominant f : X' — X de S-modéles de X5, U'image
inverse d’un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X par f est de Deninger-
Werner sur X'. De plus, on a un isomorphisme de foncteurs

Vi = Vi oo f* (6.10.2)

6.11. Dans la suite de cette seiction, on fixe une courbe propre et lisse C sur K. X
un 77-point de C et ’on pose C = C ®@% €.

DEFINITION 6.12. (i) On dit qu’un fibré vectoriel F sur C est de Deninger-
Werner s’il existe un S-modeéle X de C et un fibré vectoriel de Deninger-
Werner F sur X muni d’un isomorphisme F =~ F;. On désigne par ‘ng
la sous-catégorie pleine de Vectx formée des fibrés vectoriels de Deninger-
Werner.

(i1) On dit qu’un fibré vectoriel F sur C est potentiellement de Deninger-Werner
s’il existe un revétement étale et connexe w : C' — C tel que, posant
7 =1 Qg €, 7*(F) soit de Deninger-Werner sur C' = C’ ®% €. On désigne
par ‘B‘éDW la sous-catégorie pleine de Vectx formée des fibrés vectoriels
potentiellement de Deninger-Werner.

THEOREME 6.13 [13, Thm. 11,12, 13]. (i) Les sous-catégories B2V et T
de Vecty sont stables par extensions.

ii) La catégorie BV contient tous les fibrés en droites de degré 0 sur C.
3 5 g

(iii) Tout fibré vectoriel de ‘BEDW est semi-stable de degré Q.
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6.14. Soit X un S-modele de C. D’aprés 5.13, on a un foncteur pleinement fidele
e ‘B?{% — mgw. D’apres (3.21.2), (6.10.2) et [12, Cor. 21], on obtient un
foncteur €-linéaire, exact (3.18):

Ve : U2V — Rep™ (1 (C, X)) (6.14.1)

qui commute aux produits tensoriels, aux duaux et aux homomorphismes internes
(cf. [13, Thm. 28]).

7. Topos annelé de Faltings

7.1. Dans cette section, on se donne un S-schéma plat, séparé et de type fini X tel
que X = X x5 S (2.1.1) soit normal. On notera ra que X est localement irréductible
dans le sens de [4, I11.3.1]. En effet, comme X est S-plat, ses points génériques
sont les points génériques du schéma X5, qui est noethérien; I’ensemble des
points génériques de X est donc fini (cf. [4, II1.3.2(ii)]). On note # : X — X
et h : X5 — X les morphismes canoniques. On désigne par E la catégorie des
morphismes de schémas V — U au-dessus du morphisme canonique X5; — X,
i.e. des diagrammes commutatifs

V——

U
L l (7.1.1)
X

Xﬁé

tels que le morphisme U — X soit étale et que le morphisme V — Uy soit fini
et étale [4, VI.10.1]. Elle est fibrée au-dessus de la catégorie Et/ x des X-schémas
étales par le foncteur

n:iE—Ety, (VU U. (7.1.2)

Lafibre de v au-dessus d’un X-schéma étale U est la catégorie Etf/ v, des schémas
finis étales au-dessus de Uy, que ’on équipe de la topologie étale (2.13). La
catégorie fibrée m est alors un site fibré [6, VI 7.2.1].

On munit £ de la topologie co-évanescente [4, VI.5.3], c’est-a-dire de la
topologie engendrée par les recouvrements {(V; — U;) — (V — U)}c; des
deux types suivants :

(V) U; =U pourtouti € I et (V; — V),c; estun recouvrement ;

(¢) (U; = U);cs estun recouvrement et V; >~ U; xy V pour touti € I.

On appelle topos de Faltings de X et I’on note E le topos des faisceaux
d’ensembles sur E. Si F est un préfaisceau sur E, on note F“ le faisceau associé.
Signalons la description commode et simple suivante de E.
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PROPOSITION 7.2 [4, VI.5.10]. La donnée d’un faisceau F sur E est équivalente
a la donnée pour tout objet U de Et/x d’un faisceau Fy de Uj g (2.13) et pour
tout morphisme f : U — U de Et/x d’un morphisme Fy — (f7)te(Fur), ces
morphismes étant soumis a des relations de compatibilité, tels que, pour toute
famille couvrante (f, : U, — U),ex de Et/x, si pour tout (m,n) € X2, on pose
Un, = U, xy U, et Uon note f,, : U,, — U le morphisme canonique, la suite
de morphismes de faisceaux de Uy g

Fy > [[hmwenFu) = [T Gamadras(Fu,,) (7.2.1)

neX n,meX

soit exacte.

En vertu de la proposition précédente, on peut identifier tout faisceau F sur
E au foncteur {U — Fy} associé, ou U € Ob(Et,x) et F; € Ob(Uj ) est la
restriction de F a la fibre de 7 au-dessus de U.

7.3. Pourtout U € Ob(Et/ x), on a un foncteur canonique :
av Bty —> E, Vi (V- U). (7.3.1)

Le foncteur oy, : Etf/ x; —> E est continu et exact a gauche [4, VI.5.32]. Il définit
donc un morphisme de topos [4, VI.(10.6.3)]

B:E — Xy (7.3.2)

Le foncteur
ot Et)y > E, U (U;— U) (7.3.3)

est continu et exact a gauche [4, VI.5.32]. Il définit donc un morphisme de topos
[4, VI.(10.6.4)] : -
o:E— X4 (7.3.4)

Par ailleurs, le foncteur
U E—>Ety, (VoUHV (1.3.5)

est continu et exact a gauche [4, VI.10.7]. Il définit donc un morphisme de topos :

W Xsq— E. (7.3.6)

On vérifie aussitdt que I’on a un isomorphisme canonique

BoW = px,, (7.3.7)
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ol px, : Xzea — Xj.ga est le morphisme canonique (2.13.3). On en déduit par
adjonction un morphisme

B* — Yipy.. (7.3.8)

qui est un isomorphisme en vertu de [4, VI.10.9(ii)].

7.4. On désigne par D la catégorie des morphismes de schémas V — U au-
dessus du morphisme canonique i : X5 — X, i.e. des diagrammes commutatifs

l

n

_

U
l (7.4.1)
X

k]

tels que les fleches verticales soient étales (cf. [4, VI.4.1]). Elle est fibrée au-
dessus de la catégorie Et, x des X-schémas étales, par le foncteur

w:D—Ety (V-U)— U. (7.4.2)

La fibre de z au-dessus d’un schéma étale U est la catégorie Et/Uﬁ des schémas
étales au-dessus de Uy, que I’on équipe de la topologie étale. La catégorie fibrée
w est alors un site fibré (cf. [6, VI 7.2.1]).

On munit D de la topologie co-évanescente [4, VI.5.3], c’est-a-dire la topologie
engendrée par les recouvrements {(V; — U;) — (V — U)};c; des deux types
suivants :

(v)U; = U pourtouti € I et (V; = V), est un recouvrement ;

(¢) (U; = U);cs estun recouvrement et V; >~ U; xy V pour touti € I.

Le topos des faisceaux d’ensembles sur D est appelé le topos co-évanescent et
est noté X é[(; xq X7,6- Celui-1a vérifie une propriété universelle qui explique cette
notation (cf. [4, VI.3.7 et VI.3.12]). Les foncteurs

pf:Etx > D, U (Uy— U), (7.4.3)

pi :Etyy, > D, Vi (V- X), (7.4.4)

sont exacts a gauche et continus. Ils définissent donc deux morphismes de topos

[6,1V 4.9.2]

e

P Xa X xo X760 = X, (7.4.5)
<«

P Xél X XélXﬁ,ét e Xﬁ,ét. (746)
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7.5. Tout objet de E est naturellement un objet de D. On définit ainsi un (Et/ x)-
foncteur cartésien pleinement fidele

*E—D (7.5.1)

dont la fibre au-dessus d’un schéma étale U sur X est le foncteur d’injection
canonique Et; . — Kt ;.. Le foncteur (7.5.1) est continu et exact a gauche [4,
VI.10.15]. Il définit donc un morphisme de topos

p: X X x X0 — E. (7.5.2)
Il résulte aussitot des définitions que les carrés du diagramme
Xe <" Xe X x Xga — > X
H lp prn (7.5.3)
E ! X5 és

ol px, est le morphisme (2.13.3), sont commutatifs a isomorphismes canoniques
pres.

7.6. D’apres [4, VI.3.11], la donnée d’un point de Xét(;Xé[ X5 4 est équivalente a
la donnée d’une paire de points géométriques X de X et y de X5 et d’une fleche
de spécialisation u : y — X ), ou X (v est le localisé strict de X en x. Un tel point
sera noté (y ~~ X). On désigne par p(y ~» X) son image par p, qui est donc un
point de E. D’apres [4, VI.5.30 et VI.10.18], lorsque (y ~~ X) décrit la famille
des points de X¢ X x, X5 ¢, 1a famille des foncteurs fibres de Xét<x_ xo X760 (TESP.
E ) associés aux points (¥ ~» X) (resp. p(y ~> X)) est conservative.

7.7. Reprenons les notations de 2.13. On désigne par

Wicoh - Dscoh - Etscoh/Xv Tlscoh - Escoh - Etscoh/X (771)

les sites fibrés déduits de @ (7.4.2) et w (7.1.2) par changement de base par le
foncteur d’injection canonique

Etscoh/X - Et/x, (772)

et par | : Dyoy — D eti, 1 Egoqn — E les projections canoniques. D’apres
[4, VI.5.21], si I'on munit Dy (resp. Egon) de la topologle co-évanescente

définie par @y, (resp. myon) €t si 1’on note choh (resp. Egcoh) le topos des
faisceaux d’ensembles sur Dy, (resp. Egon), le foncteur ¢, (resp. ¢) induit par

_ P L <~ ~ o~ ~ ~ o~
restriction une équivalence de catégories X¢ X x, X760 = Dscon (r€8p. E — Eon).
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7.8. Pour tout (V. — U) € Ob(E), on note ﬁv la cloture intégrale de U dans V.
On désigne par & le préfaisceau d’anneaux sur E défini pour tout (V — U) €
Ob(E) par

BV U =TT, 0. (7.8.1)

Pour tout U € Ob(Et/X), on pose (7.3.1)
By =B oay. (7.8.2)

D’aprés [4, II1.8.16], Z est un faisceau pour la topologie co-évanescente de E.
On dira dans la suite que P est ’anneau de E associé 2 X. Pour tout entier n > 1
ettout U € Ob(Et/x), on pose

B, = B/ p"B, (7.8.3)
By = By p" By (7.8.4)

La correspondance {U +—> Qu,n} forme naturellement un préfaisceau sur £ dont
le faisceau associé est canoniquement isomorphe a 4, (cf. [4, V1.8.2 et V1.8.9]).

7.9. Considérons I’homomorphisme
h(O%) = 0.(B), (7.9.1)

ot i : X — X est la projection canonique, défini pour tout U € Ob(Et/ x) par
I’homomorphisme canonique

r@, oy —ra’, o). (7.9.2)

Sauf mention explicite du contraire, on considere o : E—>X & (7.3.4) comme un
morphisme de topos annelés, respectivement par B et h.(O%). Nous utilisons
pour les modules la notation o' pour désigner I'image inverse au sens des
faisceaux abéliens et nous réservons la notation o * pour ’image inverse au sens
des modules.

7.10. Comme X, est un ouvert de X, i.e. un sous- objet de l’objet final X de Et/x
[6, IV 8.3], o*(X ) est un ouvert de E. On note y E/O*(X y = Ele morphlsme
de localisation de E en 0*(X,). On désigne par E le sous-topos fermé de E
complémentaire de I’ouvert o*(X,), i.e. la sous-catégorie pleine de E formée des
faisceaux F tels que y*(F) soit un objet final de E/(, «(x,) [6, IV 9.3.5]. On note

§:E, > E (7.10.1)
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le plongement canonique, c’est-a-dire le morphisme de topos tel que §, : Es —~E
soit le foncteur d’injection canonique. D*apres [4, I11.9.7], pour tout entier n > 1,
I’anneau %, (7.8.3) est un objet de E,.

7.11. Soitn un entier > 1. Notons d : X; — X etd, : X; — X, les morphismes
canoniques (2.1.1). Il existe un morphisme de topos [4, I11.9.8] :

Os : Ex - Xs,ét (7111)

unique a isomorphisme pres tel que le diagramme

~ o5
Es > Xs,él

al ld (7.11.2)

E —U> X ét
soit commutatif a isomorphisme pres.

Pour tout entier n > 1, comme le corps résiduel de O est algébriquement
clos, on a une immersion fermée d,, : X, — X, qui releve d,. Comme d,, est un
homeomorphlsme universel, on peut considérer le faisceau Oy de X, 2. (ou de

X, ar) comme un faisceau de X o (ou de X ). L’homomorphlsme canonlque

o Y (h.(O%) — B (7.9.1) induit alors un homomorphisme d’anneaux sur E
(4, 111.9.9] : o

U;I(ﬁy") — B,. (7.11.3)

Par suite, le morphisme de topos o, (7.11.1) est sous-jacent a un morphisme de
topos annelés que 1’on note

on: (E;, B,) > (X Ox,). (7.11.4)

7.12. On désigne par % 'anneau (%,),>1 de EN (2.11) et par O I'anneau
(O%,)n>1 de X (ou de XY ). Les morphismes (02)n>1 (7.11.4) induisent un

s, ét §,zar

morphlsme de topos annelés :

5 (B, B) — (X, 02), (7.12.1)

S, ét?
On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par :

C (XN, O 5) —> x 0=) (7.12.2)

s5,ét° s,zar’

le morphisme canonique, par

A (X ﬁf) - (Xs,zarv ﬁ?ﬁ) (7123)

s,zar’
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le morphisme de topos annelés dont le foncteur image directe est la limite
projective (2.11) et par

T: (EFIO» Q) - (Xx,zarv ﬁ.’f) (7124)
le morphisme composé de topos annelés Lol o G.

7.13. Si A est un anneau, on note encore A_le faisceau constant de valeur A de
X7t Comme I’anneau B (X7 — X) = I'(X, O%) est une Og-algebre, il existe
un homomorphisme canonique d’anneaux O — B,(%) de X3 . Celui-la induit,

pour tout entier n > 1, un homomorphisme canonique 0, — ﬂ*(%’ ) de X5 ts. On
définit le morphisme de topos annelés

By : (Ey, B) — (Xygets 0n) (7.13.1)

par le morphisme de topos composé B o 6 (7.3.2, 7.10.1) et I’ homomorphisme

canonique 0, — B, (@n). On note 0 ’anneau (0,),>; de Xf e €

B (BN, %) - (X 0) (7.13.2)
le morphisme de topos annelés induit par les morphismes (8,),> (7.13.1).

7.14. Pour qu’un faisceau F de E soitun objet de E,, il faut et il suffit que, pour
tout point (y ~~ X) de Xét(;Xé[Xﬁ,é[ (7.5) tel que x soit au-dessus de 5, la fibre
F,5wx de F en p(y ~ X) soit un singleton (cf. [4, I11.9.6]). Soit n un entier > 1
et I un o,-module de X3 . Comme les foncteurs fibres commutent au produit

tensoriel [6, IV 13.4] et que ,%’,1 est un objet de E [4, ITI1.9.7], on en déduit que
le faisceau 8*(LL) ®a , de E estun objet de E Par adjonction, on a donc un
isomorphisme de E

B (L) ®,, B, — 8.(B:(L)). (7.14.1)

7.15. On note Mod(@,,) la catégorie des @n-modules de ES et Mod‘f(@n) la
sous-catégorie pleine formée des A,-modules de type fini. On note Mod(é)
la catégorie des %—modules de EYN Mod‘“f(é) la sous-catégorie pleine formée
des %—modules adiques de type fini (2.11) et Mod@(é) (resp. Modgf(é)) la
catégorie des objets de Mod(é) (resp. Moda‘f(é)) a isogénie pres (2.16).

7.16. Supposons, dans la suite de cette section, que X soit un S-schéma propre
a réduction semi-stable de fibre géométrique générique connexe (5.9). On notera
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que X est adéquat dans le sens de [4, I11.4.7] et par suite que X est normal [4,
II1.4.2 (iii)]. D’apres [5, 6.1], pour tout point géométrique x de X, il existe un
voisinage étale U de X dans X dont la fibre générique U, est un schéma K (7,
1) (cf. [3, 1.2.2]). On en déduit, pour tout faisceau abélien de torsion localement
constant et constructible .Z de X; « et tout entieri > 1, que R' ¥,(%) = 0(7.3.6)
(cf. [5, 9.6]). On a donc un isomorphisme

H (E, ¥,(%)) > H (X546, .F) (7.16.1)
déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray.
7.17. Soit L un faisceau abélien de torsion de X3 . Le faisceau p}ﬁ(L) (2.13.3)
est isomorphe a une limite inductive de faisceaux abéliens de torsion localement
constants et constructibles dg Xg.e (cf. [4, VI9.20]). D’apres [4, VI.10.5 et
VI.10.10], les topos X7 et E et le morphisme de topos ¥ sont cohérents. Par
(7.16.1) et passage a la limite [6, VI 5.1], on a un isomorphisme

H'(E, (0}, (L) = H' Xy 0} (L) (7.17.1)

déduit de la suite spectrale de Cartan-Leray. Pour tout entier i > 0, considérons
le morphisme composé

H (X;.0. L) 5 H(E, g*(L))
— H'(E, ¥.(p}, (L)) = H Xz, pj, (L), (7.17.2)

ol la deuxiéme fleche est induite par I'isomorphisme f* — Y, pk, (7.3.8) et
la troisieme fleche est I’isomorphisme (7.17.1). D’apres 2.12, le morphisme
composé (7.17.3) s’identifie au morphisme induit par p;’}v :

Pk, + H Xy, L) = H (X4, o, (1)) (7.17.3)
qui est un isomorphisme pour i = 0, 1 et un monomorphisme pouri = 2 (cf. 2.15).

Comme les deux dernieres fleches de (7.17.2) sont des isomorphismes, on en
déduit le résultat suivant.

LEMME 7.18. Soit IL un faisceau abélien de torsion de X5 1. L’homomorphisme
B H' (X5, L) — H(E, p*(L)) (7.18.1)

est un isomorphisme si i = 0, 1, et est un monomorphisme si i = 2.
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THEOREME 7.19 (Faltings; [3, 2.4.16]). Soit n un entier > 1 et IL un o,-module
localement libre de type fini de X 1. Le morphisme o,-linéaire canonique

H(E, p*(L)) — H(E, B*(L) ®., B.) (7.19.1)
est un a-isomorphisme (3.1).

Preuve. D’apres [4, V1.9.20], il existe une extension finie F' de (Q, contenue dans
K et, notant O I’anneau de valuation de F, un (O /p" Or)-module localement
libre de type fini L' de X5 ¢ tels que L ~ L' ®¢,.; 0, 0,. Comme o, est plat sur
OFr/p"Og, il suffit de démontrer que le morphisme o,,-linéaire canonique

H (E, B*() ®0, /o, 00 — H(E, B* (L) @0, o, B (7.19.2)

est un «-isomorphisme. La méme démonstration que celle de [3, 2.4.16]
s’applique alors aux (Of/p"Or)-modules localement libres de type fini de X g,
en remplagant le morphisme de Frobenius par une puissance de ce dernier. O

PROPOSITION 7.20. Soit n un entier > 1 et I un o,-module localement libre de
type fini de X . Le morphisme o,-linéaire induit par B, (7.13.1)

B i H (Xy54, L) — H (E,, B(LL)) (7.20.1)
est un a-isomorphisme sii = 0, 1 et un a-monomorphisme si i = 2 (3.1).
Preuve. Comme le foncteur §, : ES —E (7.10.1) est exact, on a un isomorphisme
§° - H'(E, B (L) ®, #,) — H'(E,, B (L)
en vertu de (7.14.1). Le morphisme (7.20.1) s’identifie au morphisme composé
H (X7, L) 5 H(E, B°@WL) — H'(E, BWL) @, Z,) > H'(E,, B (L),

ou la premiere fleche est le morphisme (7.18.1) et la deuxieme fleche est le a-
isomorphisme (7.19.1). La proposition s’ensuit compte tenu de 7.18 et 7.19. [

COROLLAIRE 7.21. Soit L = (IL,,),>1 un 6-module localement libre de type fini
de XX

mre Pouri =0, 1, le morphisme o-linéaire induitpar,é (7.13.2)

B H (XD L) — HI(EY, (L)) (7.21.1)

est un a-isomorphisme.
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Preuve. Pour touti > 0, on a un diagramme commutatif (cf. [4, VI.7.10])

0——=R!' l(iLrln>1 H' ™ (X556, L) H[(Xn fe> 1)

os::)l B*j (7.21.2)
1q: i—1,7 * i TN° 3
0——R lgln%H (Es, B, (L)) —=H'(E;", p*(IL))

H' (Xrl?liew L) LiLnn>l Hi(Xﬁqfét’ L,) —0

E*l L(ﬁ:)

H'(E\", p*(L)) —lim _ H'(E,, B;(L,)) —0

ou I’on a posé H™' (X5 e, L) = O et H’I(Ey, Br(L,)) = 0 pour tout n > 1
L’ assertion résulte alors de 3.10(ii) et 7.20. L]

7.22. On désigne par E » le topos de Faltings associé au morphisme canonique
hg : 1 — S. Pour tout U € Ob(Et/s), le site Etf/Uﬁ est équivalent au site
Etcoh ju; (2.13). D apres [4, VL.5.11], le foncteur o7 induit une équivalence de
topos (7.5.2):
e _ ~ ~
P Sa X s Mgy = Eprs (7.22.1)

qui s’insere dans le diagramme commutatif (7.5.3)

Sep <—— L ét X Sa &t .7 Mgt
‘ j ]z (7.22.2)
Set z E Ner-

7.23. Soit a : S — S, hg : 7 — S les morphismes canoniques, et a‘t :
Etmh /s — Etmh /s et h;r : Etmh /s — Etcoh /i les foncteurs de changement de base
associés (2.13). On note Dy, €t Egqn les sites introduits dans 7.7 relativement au
morphisme /5. On observera que 7, étant un topos ponctuel, il existe un unique
morphisme de topos

b:Sq— Ty, (7.23.1)

tel que b*(77) = S [6, IV 4.3]. Il est induit par I’'unique foncteur exact a gauche

bJr . Etcoh 7 —> Etscoh/g .
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LEMME 7.24. (i) Pour tout U € Ob(Etmh/s), il existe un E—morphisme
fonctoriel en U

U — b (Up), (7.24.1)

induisant un isomorphisme au-dessus de 7.

(i1) Pour tout (V — U) € Ob(E.), il existe un isomorphisme de S-schémas
fonctoriel en (V — U)

U xpry b (V) S T, (7.24.2)

ou UV désigne la cloture intégrale de U dans V (7.8).

Preuve. D’apres [25, 18.10.8], tout objet U de Etmh /s est la somme de deux
sous-schémas ouverts U, et U,, ou U, est fini sur S et U, est fini sur 7. On peut
traiter indépendamment le cas ot U est fini sur S et celui ou U est fini sur 7.

Si U est fini sur S, U est isomorphe a une somme de copies de S. Par suite, on

a un isomorphisme canonique U — b (ﬁﬁ), d’ot le lemme dans ce cas.
Si U est fini sur n, on a U =~ Uy. La construction de (7.24.1) est immédiate
dans ce cas puisque le morphisme composé

2 bt - .
Etcoh /7 — Etscoh /§ —> Etcoh /7
ot la seconde fleche est déduite du changement de base, est I’identité. De plus, on
a T Xy b (V) ~ Uy xy, V=V etU =~ V;dou I'isomorphisme (7.24.2)
dans ce cas. O
7.25. On déduit de (7.24.1) un morphisme de foncteurs
ttrat - bthi (7.25.1)

et donc un 2-morphisme

t:hghb — a.

D’apres la propriété universelle des topos co-évanescents [4, VI.3.7], le triplet
(a, b, t) induit un morphisme de topos

U Se — Se X s, (7.25.2)
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qui s’insere dans le diagramme commutatif

N

Set 2 Set X et ko Net (7.25.3)
hs
St
On vérifie aussitot que
u(m=>Gd:n~7n) et u(s) =@ ~s), (7.25.4)

ou 77 ~» s est 'unique fleche de spécialisation de 77 vers s. En vertu de [4, V1.3.7.2],
u est induit par le foncteur

u' : Dyon = Bty s (V= U) > U Xpey bH(V), (7.25.5)

ot la fleche U — b* (Uy) est définie dans (7.24.1). On en déduit que u*((7 —
n)*) = 7. Le topos né[(x_néﬁél est canoniquement isomorphe au topos localisé de
Sél(; salle €0 ( — n)“ [4, VL.3.14]. Notons 5s le sous-topos fermé de Sét<><_ sa et
complémentaire de 1’ouvert (7 — n)“. Le morphisme u (7.25.2) induit deux
morphismes de topos [6, IV 5.11 et 9.4.3]

Vg = néfx_,,é‘ﬁé[ et ug Sy — 5s. (7.25.6)
On identifie le morphisme v (resp. u,) au point (id : 77 ~» 77) (resp. (7 ~> s)) de D.

PROPOSITION 7.26. Le morphisme u (7.25.2) est une équivalence de topos.

Preuve. D’apres [28, 2.3.2], le topos Sé[(;Sélﬁél est local de centre (7 ~> s) [6,
VI 8.4.6]. En vertu de (7.25.4), le morphisme de topos u est local [28, 2.1]. La
proposition résulte alors de 7.27, 7.29 et 7.30 ci-dessous. 0

LEMME 7.27. Le morphisme v (7.25.6) est une équivalence de topos.

Preuve. On désigne par D, , le site défini par la sous-catégorie pleine
(Dgcon) /Gi—n) de Dgcon munie de la topologie induite via le foncteur d’inclusion.

En vertu de [4, VI.10.14], le topos nétywlﬁét est canoniquement isomorphe au
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topos des faisceaux d’ensembles sur D’

eon- D°apres (7.25.5), le morphisme v est
induit par le foncteur

vt Dy = Bteny (V= U) > V. (7.27.1)
On désigne par &5 la catégorie des voisinages du point v de néf;néﬁét dans le
site D._,,. Les objets de €7 sont les couples formés d’un objet (V — U) de D, ,
et d’un 7-morphisme m de 77 dans V. On désigne par Z; la sous-catégorie pleine
de 67 formée des objets de la forme (7 — U, idy). Il est clair que &7 forme une
sous-catégorie cofinale de ‘ia”;

Pour tout faisceau F' de nétywlﬁét, considérons le morphisme d’adjonction
V(F) = v, 0" (F). (7.27.2)
Celui-la s’identifie a la limite inductive sur la catégorie Qﬁ" des morphismes
F@—U) = v, (F)@— U). (7.27.3)

D’apres (7.27.1), on a un isomorphisme v,(v*(F))(n — U) =~ v*(F)(n) =
v*(F). Le morphisme (7.27.3) s’identifie alors au morphisme canonique F (7 —
U) — v*(F). En prenant la limite inductive, le morphisme (7.27.2) est donc
un isomorphisme. Comme le point v est conservatif pour le topos né‘ynéﬁét
[4, VI.5.28], on en déduit que le morphisme d’adjonction

id — v,v* (7.27.4)

est un isomorphisme. Celui-1a implique que v* est pleinement fidele [6, I 6.4]. 11
est clair que le foncteur fibre v* est essentiellement surjectif, d’ou le lemme. [

LEMME 7.28. Soit T un topos local de point central s : Pt — T. On suppose
que le point s est conservatif pour T. Alors, s est une équivalence de topos.

Preuve. Notons ¢ : 7 — Pt la projection canonique [6, IV 4.3]. Rappelons
que, pour tout faisceau F de 7T, le morphisme naturel I" (7T, F) — s*(F) est
bijectif. Celui-1 induit un isomorphisme canonique &, — s*. On en déduit un
isomorphisme

€48, — S7S,. (7.28.1)

On notera que le morphisme composé ¢ o s : Pt — T — Pt s’identifie au
morphisme identique. On en déduit que le composé de (7.28.1) et du morphisme
d’adjonction

£.5, — 575, — id (7.28.2)
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s’identifie au morphisme identique. Par suite, le morphisme d’adjonction
s*s, — id (7.28.3)

est un isomorphisme. D’ autre part, le morphisme composé déduit des morphismes
d’adjonction s* — s*s,s* — s* s’identifie au morphisme identique [19, 1.1.12].
On en déduit un isomorphisme canonique

s S sts,st (7.28.4)

Comme le foncteur fibre s* est conservatif, le morphisme d’adjonction

id — s,5" (7.28.5)

est un isomorphisme. Le morphisme s induit donc une équivalence de topos. [J
LEMME 7.29. Le morphisme ug (7.25.6) est une équivalence de topos.

Preuve. Les points v et u, sont conservatifs pour le topos Sét<; saTle (cf. 7.6). Par
7.27 et [6, 1V 9.7.3], on en déduit que le Roint u, est conservatif pour D;. D apres
7.28, il suffit de démontrer que le topos D; est local de centre u;. Considérons le
morphisme composé de topos

Us

Se —2> Dy —> Sy X 5,7 —— P, (7.29.1)

ou i est le morphisme d’injection canonique et & la projection canonique.
Rappelons [6, IV 9.5.8] que le morphisme d’adjonction

i*i, — id (7.29.2)

. . <~ _ .
est un isomorphisme. Comme S X s, 7, est local de centre i o u; (7.25.4), on a
un isomorphisme canonique

£, > it (7.29.3)

On en déduit que le composé
Euly = UL T, — UL (7.29.4)

est un isomorphisme. Le foncteur ‘sections globales’ I’ (135, —) est donc
isomorphe au foncteur fibre u}, i.e. le topos D; est local de centre u. O

LEMME 7.30. Soit f : T’ — T un morphisme de topos, U un ouvert de T et
U’ = f*(U). Notons j : Tjy — T (resp. j' : T}y, — T') le morphisme de
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localisation de T (resp. T') en U (resp. U') eti : Ty, — T (resp. i’ : T — T') le
sous-topos fermé de T (resp. T') complémentaire de I’ouvert U (resp. U’) [6, IV
9.3.5]). Le morphisme f induit deux morphismes de topos [6,1V 5.11 et 9.4.3]

fru: 77U, - Ty et fi:T —T,. (7.30.1)

Supposons que T (resp. T]) soit ponctuel, T (resp. T') soit local de centre i
(resp. i') et que f,y soit une équivalence de topos. Alors, f est une équivalence
de topos.

Preuve. Posons p' =i o jl et p =i* o j,. Le topos T (resp. T') est équivalent
au topos obtenu par recollement de (7,y, T, p) (resp. (T, T{, p") (cf. [6, IV
9.5.4]). Considérons le diagramme

vEs

v
,77U ) Jx T/ i ,7;/

f/U*l/ f*t lfs* (7302)

Pk

77[] Jx 7- i 7;

dont le carré de gauche est clairement commutatif. Le foncteur i* (resp. i)
est isomorphe au foncteur ‘sections globales’ I"' (7, —) (resp. I'(T’, —)) et le
foncteur f;, est isomorphe au foncteur identique. On en déduit que le carré
de droite de (7.30.2) est aussi commutatif. Les foncteurs p et p’ sont donc
compatibles. Par suite, f, induit une équivalence de catégories en vertu de
[6,1V 9.5.2]. O

7.31. Soit @p, I’anneau de Ept associé a S (7.8). Par (7.8.1), (7.24.2) et (7.25.5),
on a un isomorphisme d’anneaux de E,

0t (O5) = B (7.31.1)
Par les équivalences de topos (7.22.1) et (7.25.2) :
Sa 2 S X e = Epis (7.31.2)

I’anneau 05 de S« s’identifie alors 2 1’anneau @p, de E ¢ €t pour tout entier
n > 1, 'anneau 05, de S« s’identifie alors a I’anneau @p,ﬂn de E,,, (7.8.3).
D’apréi (7.22.2) et 7.29, le sous-topos fermé s¢ de S« s’identifie au sous-topos
fermé E ., (7.10.1) de E,,.

D’apres (7.22.2) et (7.25.3), le morphisme de topos a : S« — Sg induit une
équivalence de topos annelés

ay : (sa, O5,) = (sa, O5,). (7.31.3)
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qui s’identifie au morphisme de topos annelés o, (7.11.4) de E »- De plus, le
morphisme de topos b : S — 7, induit une équivalence de topos annelés

b, : (ses O5,) = (s O0) (7.31.4)

qui s’identifie au morphisme de topos annelés 8, (7.13.1) de E ot

8. Correspondance de Deninger-Werner via le topos annelé de Faltings

Dans cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et un 77-point x de
X5. On pose C = X5. Rappelons que X = X X S est un schéma normal (cf. 5.6).
On reprend les notations de la Section 7 pour X.

8.1. Pour tout n-point y de C, il existe un trait S” fini sur S, un morphisme
hg : 7 — S etun S-morphisme y : §* — X qui s’inserent dans un diagramme
commutatif de schémas

hg
s

— /

n S .
l ly @.1.1)
C—X

On identifie le topos annelé _(Eét, O5) au topos annelé de Faltings associé au
morphisme /g et au schéma S (cf. 7.31). Pour tout entier n > 1, le diagramme
(8.1.1) induit par fonctorialité [4, II1.8.20] un morphisme de topos annelés que
I’on note

[¥], : (e, Os,) — (Ey, B). (8.1.2)

Par fonctorialité du topos de Faltings [4, VI.10.12], celui-ci est indépendant des
choix du trait S’ fini sur S et du diagramme (8.1.1).

PROPOSITION 8.2. Supposons X régulier. Soit n un entier > 1, M un B,-module

libre de type fini et y un point géométrique de C. Le morphisme [y], (8.1.2) et le
Sfoncteur (=), (3.1.1) induisent un isomorphisme fonctoriel

(V1) : T(Ey, M)y = T (se, [V1(M)),. (8.2.1)

Preuve. Comme M est libre de type fini, il existe un o,-module libre de type
fini IL de Cy tel que M >~ B*(IL). D apres [4, VI.(10.12.6)], on a un diagramme
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commutatif de topos annelés

(sa, O5) —2> (E,. B,)

bn ﬁn (8'2'2)
(Tret» 0n) —— (Ciai, 0,)

ou b, est I’équivalence de topos annelés (7.31.4), induisant un diagramme
commutatif :

[(Craes L) — = (T, 7 (L))
ﬁ,tt Lb; (8.2.3)
FE,, M) 22 [ (sq, 12 (M))

ou B induit un a-isomorphisme en vertu de 7.20 et y* induit un isomorphisme
puisque L est un faisceau constant et C connexe. On en déduit un a-isomorphisme

V1 : I'(E,, M) — T (sa, [TT,(M)). (8.2.4)
L’isomorphisme (8.2.1) résulte de 3.2(i). I

8.3. Soit (S, ') un trait fini sur (S, n), ¢ : X’ - Xg un n’-revétement semi-
stable. On note encore s le point fermé de S’ et on fixe un p-morphisme 7 — n’

et par suite un S-morphisme S — §’. On pose X, = X' xg 5, X' = X' xg S et
C’' = X' xg 7. On désigne par

X 5Xg>X,0: X' >X, h:X > Xeth:C—>X (831

les morphismes canoniques. On a un diagramme commutatif induit par ¢

X X

J(p j s (8.3.2)
X

Comme X' est une S’-courbe semi-stable, le schéma X' est normal (5.6). On

désigne par (E, @,) le topos annelé de Faltings associé au schéma X’ au-dessus
de S’ (cf. 7.1 et 7.8) et par

@& (E,B)— (E, B (8.3.3)

https://doi.org/10.1017/fms.2017.7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/fms.2017.7

D. Xu 58

le morphisme induit par fonctorialit¢ par (8.3.2) [4, II1.8.20]. D’apres
[4, VI.(10.12.6)], les carrés du diagramme
ﬂ/

! ~
’ o ’ /
X,~—FE ——Cj,

B

Xo<2— E —"> Ca,
ou B’ et ¢’ sont les morphismes canoniques (7.3.2) et (7.3.4) relatifs au S’-schéma
X', sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres.
On note E| le sous-topos fermé de E’ complémentaire de I’ouvert o™ (X))
(7.10),

~

§:E — E (8.3.5)
le plongement canonique (7.10.1) et

o/ E - X (8.3.6)
le morphisme canonique de topos (7.11.1). D apres (8.3.4), on a un isomorphisme
P*(o"(X,)) =~ U“‘(X:?,). En vertu de [6, IV 9.4.3], il existe donc un morphisme
de topos - ~

&, E, — E, (8.3.7)

unique a isomorphisme pres tel que le diagramme

~ @ ~

a’l ls (8.3.8)

E—2.F

soit commutatif. Il résulte de (8.3.4) et de [6, IV 9.4.3] que le diagramme de
morphismes de topos

E—2 L F,
(,;j l (8.3.9)
X’ s

5,6t 5,6t

est commutatif a isomorphisme pres.
— — —_—
Pour tout entier n > 1, on pose B, = A /p" % et ’on désigne par

s,6t?

ol (B, B) = (X4 Ox,) (8.3.10)
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le morphisme de topos annelés induit par o’ (7.11.4) et par
B.: (E., B, — (Ciy 0,) (8.3.11)

le morphisme de topos annelés induit par B’ (7.13.1). L’homomorphisme
canonique ®~'(#) — % induit un homomorphisme @ (B, — @; Le
morphisme @; est donc sous-jacent a un morphisme de topos annelés que 1’on
note - o

b, (E,,B,) — (E,, By). (8.3.12)
Il résulte de (8.3.9) et de la définition de (7.11.3) que le diagramme de morphismes

de topos annelés

(E:’ @;) L (EM @,1)

UAL l"n (8313)

/ aﬂ
Xiew Oz,) — Xse O%,),

5,6t

ou @, est la réduction modulo p" de @, est commutatif & isomorphisme pres.
D’apres (8.3.4), (8.3.8) et la définition de (7.13.1), le diagramme de morphismes
de topos annelés
(E;, @;) L’ (E_w @n)
,s;j Lﬂn (8.3.14)
(Clar 02) —> (Crat, 01)

est commutatif a isomorphisme pres.
Les morphismes (®,),>; définissent un morphisme de topos annelés

& (B, %) - (B, D). (8.3.15)

8.4. Conservons les notations de 8.3 et supposons de plus que le n'-revétement
semi-stable ¢ : X' — Xy soit galoisien. Posons G = Aut(X],/X,/), qui est
isomorphe a Aut(C’/C). Tout g € G s’étend en un X-automorphisme de X'.
Par suite, celui-la induit, pour tout entier n > 1, un morphisme de topos annelés
&n: (E;, @;) — (E;, @;) tel que @, >~ @, o g, et que pour tous g, i € G, on ait
un isomorphisme

(gh), = h, 0 g,.

DEFINITION 8.5. (i) On dit qu’un @n—module M, est potentiellement libre de
type fini s’il est de type fini, et s’il existe un trait (S’, ) fini sur (S, n) et
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un n'-revétement semi-stable ¢ : X’ — Xg tel que, reprenant les notations
—
de 8.3, @*(M,) soit un Z -module libre de type fini.

(i) On dit qu’un ZB-module M = (M, Jn>1 est potentiellement libre de type fini
si M est adique de type fini (2.11) et si, pour tout entier n > 1, le %,-module
M, est potentiellement libre de type fini.

On désigne par Modpu"f(@n) (resp. Modp"f(é)) la sous-catégorie pleine de
Mod(@n) (resp.u Mod(@)), formée des @n-modules potentiellement libres de
type fini (resp Z-modules potentiellement libres de type fini). On désigne par

dg[f(%) la catégorie des objets de Mod"“f(%) a isogénie pres c’est une sous-

categorle pleine de Modj‘fo(%) (7.15). Les objets de Modg“(%’) sont appelés les
%’Q-modules potentiellement libres de type fini.
8.6. Dans cette section, on reprend les notations de 3.21 pour le groupe profini

m1(C,x). Soit n > 1 un entier. On note abusivement 8, ,8* et ,BQ les foncteurs
composés suivants :

B: : Repl¥ (m,(C, X)) 5 LLY(Cya, 0,) ’S—i Mod(%Z,),  (86.1)
B : Rep!(my(C, %) 25 LLU(CL:, 8) £ Mod(). (8.6.2)

Q

By : Repe™(m (C, %)) —> i Lg(cfi‘f,a)&Mon@), (8.6.3)

ol s, flx et [iz g sont les équivalences de catégories définies dans 3.29.

PROPOSITION 8.7. Soit n un entier > 1. Le foncteur B (resp. ,B* resp. ,BQ) est

exact et il se factorise a travers la sous-catégorie Mod""f(ﬂ,,) (resp. Mod""f(,%’),
resp. Mod?,"(%)).

Preuve. 1 anneau % est plat sur O [4, I11.9.2] et par suite, @n estune o,-algebre
plate, d’ou I’exactitude du foncteur 8. On en déduit que les foncteurs B* et ,56
sont exacts.

Etant donné un objet L de LL"(Cjs, 0,), il existe un revétement étale, connexe
et galoisien ¢ : C' — C tel que ¢*(LL) soit un o,-module libre de type fini
de Ci,. D’apres 5.11(i), quitte a remplacer S par une extension finie, il existe
un 7n-revétement semi-stable ¢ : X’ — X de fibre géométrique générique ¢ :
C’ — C. Reprenons les notations de 8.3 dans ce cas. D’apres (8.3.14), on a un
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isomorphisme

@, (B, (L)) =~ B, (¢5(L)). (8.7.1)
Par suite, 87 (IL) est potentiellement libre de type fini. L’assertion pour le foncteur
B* s’ensuit compte tenu de 3.28(ii). O

PROPOSITION 8.8. Supposons X régulier. Le foncteur (8.6.3) est pleinement
fidéle.

Preuve. Etant donné deux objets Ly, L, de LLY(CY’

t¢» 0), ON pose

L= <%0’/”5(]:{"]’ ]L’Q)a

qui est encore un 6-module localement libre de type fini de Cj,. Comme le -

module IL; est localement libre de type fini, on a un isomorphisme canonique

Br(L) = Hom(B*(Ly), B*(Lo)). (8.8.1)

D’apres 7.21 et (8.8.1), le foncteur 5 induit un isomorphisme :
Hom; (Ly, Ly) ®z Q — Hom (B* (L), B*(L)) ®z Q; (8.8.2)
d’ou la pleine fidélité de (8.6.3). O

LEMME 8.9. Soit M un A,-module potentiellement libre de type fini. Le o0,-
module
WW(M) = T (s, [X1,(M))y, (8.9.1)

o [x], : (&, O%,) — (ES, @n) est le morphisme de topos annelés induit par x
(8.1.2) et (—); est le foncteur (3.1.1), est a-plat de type a-fini (3.4, 3.11).

Preuve. D’aprés 5.11(i), il existe un trait (S, n’) fini sur (S,n) et un n'-
revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X' — Xy tel que, fixant un
n-morphisme 77 — 7’ et reprenant les notations de 8.3, @¥(M) soit libre de type
fini et que chaque 77-point de C” au-dessus de x se descende en un 7'-point de X7,.

Choisissons un 77-point y de C’ au-dessus de X et un n’-point de X;, qui le
descend. On note y le S’-point de X’ correspondant et x : S — X le S-morphisme
induit par ¢. Le diagramme commutatif de couples de schémas

@ — §) 22 (¢ = X))

\ l(w,tp)
(x,x)

C - X)
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induit un diagramme commutatif de topos annelés :

(s, O5,) —2> (E!, B,)

‘pn
X1

(E,, B,).

On en déduit un isomorphisme %, (M) = I (s¢, [Y]:(®@(M)));. Comme @ (M)
estun @;—module libre de type fini, I’assertion s’ensuit compte tenu de 3.14. [

8.10. On fixe un entier > 1. Dans la suite de cette section, on se propose de
construire un foncteur de Modphf(%’ ) dans Rep"‘ptf(nl (C, X)) (3.23). Etant donné

un %,-module potentiellement libre de type fini M, on définit le o,-module
W, (M) sous-jacent a la o,-représentation associée a M par (8.9.1). Reprenant
les notations de la preuve de 8.9, le morphisme [y], induit un isomorphisme o,,-
linéaire (cf. 8.2)
(V1): : T(E,, @;(M)); > #(M). (8.10.1)
On construit une action gy de 7,(C,X) sur #,(M) comme suit. Posons
G = Aut(X;,/X,) qui est isomorphe a Aut(C’/C). D’apres 8.4, tout g € G
induit un morphisme de topos annelés g, : (E . @;) — (E . @;) et par suite un
automorphisme

(8): : T'(E;, @;(M)); = T'(E;, &1 (M));. (8.10.2)
On a un homomorphisme surjectif (6.6.2)
& :m(C,X) - G™. (8.10.3)

Pour tout y € 7,(C, X), posant g = &5(y), on définit un automorphisme g ()
de #,(M) par

ou () : #oom) “ P(E ar (),

S EL or M), S . (8.10.4)
On notera que @y, est I’homomorphisme composé

(g )t

oy 1 (C,X%) i G® — Aut,, F(E (M) —— Aut,, #,(M).

On définit la o,-représentation de 7, (C, X) associée a M par (#,(M), oy) que
I’on note simplement %, (M).
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PROPOSITION 8.11. Etant donné un 9B,-module potentiellement libre de type
fini M, la o,-représentation W,(M) de 7,(C,X) est indépendante des choix du
trait (S, n') fini sur (S, n), du n'-revétement semi-stable, régulier et galoisien
¢ : X' — Xy etdupointy de C'(n)) au-dessus de X a isomorphisme pres.

Preuve. Le 0,-module (8.9.1) sous-jacent a #,(M) est clairement indépendant
des données ci-dessus. Il suffit de démontrer que 1’isomorphisme (8.10.4) est
indépendant des mémes données.

Reprenons les notations de 8.9, et soit y et 3’ deux 77-points de C’ au-dessus
de x. 1l existe un élément 1 € G ~ Aut(C’'/C) tel que h(y) = y'. Avec les
notations de 6.6, on a deux homomorphismes

& :m(C,x) > G? & :m(C,x) = G®
reliés par la relation (6.6.3):
v(y) = hé&s()h™ Yy € m(C,%).
On déduit par fonctorialité un diagramme commutatif

[(E, &7(M)), —2 (B!, @3(M)),

@’mt o)
n)t

Wu(M).

Pour tout y € m(C,X), posant g = &(y) et g = &y(y), on en déduit que
g = hgh! dans G et que

(V1): 0 (g0 (T = (T1)s 0 (s 0 (g7)s 0 () o (T~
= (31 0 (g o (1D~

Cela implique que 1’automorphisme g, (y) (8.10.4) est indépendant du choix du
point y au-dessus de Xx.

Soit (S”, n”) un trait fini sur (S, n) et ¢ : X" — Xg un n”-revétement semi-
stable, régulier et galoisien trivialisant M. D’apres 5.11(i), on peut supposer que
S” domine S’ et qu’il existe un morphisme équivariant de ¢ dans ¢ x5 S” (cf. 5.4).
Notons-le ¥ : X" — X' xg S” et soit u : Aut(X;;,,/X,,//) — Aut(X:],,/X,,//)
I’homomorphisme induit par v,». Alors, le morphisme équivariant v induit un
morphisme u-équivariant de topos annelés de Faltings :

v, :(E'.B,) — (E..B,),
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ou la source désigne le topos annelé de Faltings associé au S”-schéma X", qui
est muni d’une action de Aut(X;]’,, /X,) (8.4). On en déduit, pour tout g €
Aut(X),/X,), un diagramme commutatif

(u(®)ps

(E/, :(M)), [(E, ®X(M)),

(CASF: l L (CASF

~// * * (g’f) N// * *
F(E! WH(@(M))), ——= T (E!, W (D} (M)

La proposition s’ensuit compte tenu de (8.10.4). O
8.12. Soit f : M — M’ un morphisme de %,-modules potentiellement libres
de type fini. D’aprés 5.11(i), il existe un trait (S’, n") fini sur (S, n) et un n’'-
revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X’ — X tels que, reprenant les
notations de 8.3, @ (M) et @ (M) soient libres de type fini. L’ automorphisme

(8.10.4) est fonctoriel en M. Par 8.11, on peut associer a f : M — M’ un
morphisme de o,-représentations de m;(C, X)

Wu(f) : W(M) — H(M). (8.12.1)

La correspondance M +— #, (M) définit ainsi un foncteur o,-linéaire
W, Mod™ (%,) — Rep?(mr,(C, ¥)). (8.12.2)
LEMME 8.13. Soit M = (M,),>1 un B-module potentiellement libre de type

fini. Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique M,., — M, induit un
a-isomorphisme fonctoriel de o,-représentations (3.22)

W1 (Ms1) @,y 05 = Wi(M,). (8.13.1)

Preuve. Soit n un entier > 1. D’apres 5.11(1), il existe un trait (S’, n") fini sur
(S,n) et un n'-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X' — Xg
trivialisant M,,, ;. On a un isomorphisme de 0,-modules

T (sa (XT3 (M) @1 00 = I (s, [XT;(M,)).
En vertu de (3.1.2), celui-ci induit un ¢-isomorphisme canonique de o,-modules
W1 (Myi1) o,y 05 = W (My).
D’apres 8.11 et la fonctorialité de (8.10.4), ce dernier est m;(C, X)-équivariant.

On vérifie aussitot que (8.13.1) est fonctoriel en M (cf. 8.12). ]
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8.14. En vertu de (3.23.1) et 8.13, les foncteurs #, induisent un foncteur
o-linéaire

V& Modl’“f(,%’) — Rep™'(71,(C, X)) (8.14.1)
= (Mn)n>1 = L&nm Qo Wn(Mn)

On le note aussi #y pour signifier que la construction dépend de X. D’aprés 3.27,
le foncteur % s’étend en un foncteur ¢-linéaire :

W Modg‘f(%’) — Rep™ (7, (C, X)). (8.14.2)

PROPOSITION 8.15. Soit (S, ') un trait fini sur (S,n) et ¢ : X' — Xg un
n'-revétement semi-stable et régulier. Reprenant les notations de 8.3 pour ¢,

l’image réciproque par @ (8.3.15) d’un PB-module potentiellement libre de

type fini est un P -module potentiellement libre de type fini. De plus, on a un
diagramme commutatif

ModPl‘f(%) LA Rep™™ (7, (C, X))
‘f’*t (8.15.1)

ModP“f(gg) > Rep™ (77,(C’, X))

ouC' = X, X' est un n-point de C' au-dessus de X et la fleche verticale a droite
est le foncteur induit par I’homomorphisme canonique 7,(C',x') — m,(C, X).

Preuve. Soit n un entier > 1 et M, un @n-module potentiellement libre de
type fini. D apres 5.11(i), quitte a remplacer S’ par une extension finie, il existe
un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¥ : X” — Xy dominant
¢ : X' — Xg tel que ¥ (M,) soit un @Z—module libre de type fini, ol (EX”,
@:) désigne le topos annelé de Faltings associé a la S’-courbe semi-stable X", ¥,
le morphisme de topos annelés induit par ¥ (8.3.12). Le @;—module P (M,) est
donc potentiellement libre de type fini. On en déduit la premiere proposition.
Notons ¢ : X” — X’ le morphisme induit par ¥, #x ,(M,) et #x: ,(®*(M,))
les o,-représentations associées a M, et @(M,), respectivement. On notera que
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¢ est un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien de X’. D’apres (8.10.1),
on a un isomorphisme de o0,-modules

W n(My) = Wy (P (M,)). (8.15.2)

En vertu de (8.10.4) et 8.11, celui-1a est 7w, (C’, x')-équivariant. On vérifie aussitot
que I’isomorphisme (8.15.2) est fonctoriel en M,, (cf. 8.12). La commutativité du
diagramme (8.15.1) s’ensuit. O

PROPOSITION 8.16. Soit n un entier > 1 et V un objet de Rephf (m(C, x)). Alors,
on a un «-isomorphisme canonique et fonctoriel de o,-représentations

V= #,(B;(V)) (8.16.1)

ou B est le foncteur (8.6.1) (cf. 8.7).

Preuve. Soit¢ : C’ — C unrevétement étale, connexe et galoisien tel que 1’action
de ,(C, X) sur V se factorise a travers Aut(C’/C). D apres 5.11(i), il existe un
trait (S, ') fini sur (S, ) et un n’-revétement semi-stable, régulier et galoisien
¢ : X' - Xy de fibre géométrique générique ¢; = ¢ : C' — C. Reprenons
les notations de 8.3 et 8.4; pour ¢ : X' — Xg, tout g € Aut(C’/C) induit un
diagramme commutatif de topos annelés (cf. (8.3.14))

(BB~ (Cha o).
gnj lg (8.16.2)

(B B) L (Cly 00)

On note L = uz(V) le 0,-module localement libre de type fini de Cg associé a
V (3.29.2). Choisissons un 7-point y de C’ au-dessus x. On désigne par

(V) : VS #,(B(IL)) (8.16.3)

le w-isomorphisme de o,-modules défini par le composé

V S [(Cly, ¢* (L) — T(E., BX(@* (L) — [(E., B*(@* (L))
S rEL 0B L)): 2 w8 (L)) (8.16.4)

ou la premiere fleche est un isomorphisme puisque ¢*(IL) est constant et C’ est
connexe, la deuxieme fleche est le a-isomorphisme induit par 8 (7.20.1), la
troisiéme fleche est un o-isomorphisme en vertu de (3.1.2), la quatricme fleche
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provient de (8.3.14) et la derniere fleche est I’isomorphisme (8.2.4). D’apres
(8.16.2), pour tout g € Aut(C’'/C), le morphisme (8.16.4) s’inseére dans un
diagramme commutatif :

V — I'(Cl. ¢*(L) —= I'(E, ¢Z(ﬂ:(L)))um%(ﬂ,T(L))

fét>

g\ Lg* l(g;‘ )z
(53T

V ——I'(Ciy " (L)) — ' (E}, & (B;(L); —= #,(B; (L))
(8.16.5)
Celui-ci implique que le «-isomorphisme 7(V) (8.16.3) est compatible aux

actions de ;(C, X) en vertu de (8.10.4). Par suite, on obtient un «-isomorphisme
de Rep(;" (11(C, %))
(V) : V= H,(BI(V)). (8.16.6)
Soit f : V' — V un morphisme de Repgi(m(C,f)). Choisissons un
revétement étale et galoisien ¢ : C' — C trivialisant les représentations V
et V', un trait (S, ') fini sur (S, n) et un n’-revétement semi-stable, régulier
et galoisien ¢ : X' — Xy de fibre générique géométrique ¢ : C' — C. Le
diagramme commutatif (8.16.5) étant fonctoriel en V, on en déduit un diagramme

commutatif
% ! 1%
r(V’)L jr(\/)
ny ToBH() ,
W, (Bi(V")) ————=#,(B:(V))
d’oti la fonctorialité du a-isomorphisme (8.16.1). O

COROLLAIRE 8.17. (i) Soit V un objet de Rep"(m(C,X)). On a un
isomorphisme canonique fonctoriel

me,V = # (V).

(ii) Le foncteur composé % o Ea (8.6.3) est isomorphe au foncteur identique.

Preuve. Pour tout entier n > 1, on pose V, = V/p"V. D’apres 8.16, on
a un «-isomorphisme canonique et fonctoriel (V,),>1 — (Z,(B5(V,)))u>1

https://doi.org/10.1017/fms.2017.7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/fms.2017.7

D. Xu 68

de Rep‘;ptf(m(C , X)) (3.23). L’assertion (i) résulte alors de 3.24(i) et 3.25(ii).
Lassertion (ii) résulte de (i) et de 1I’isomorphisme canonique (m ®, V)[i] —
VIS O

8.18. Posons X = X xS (2.1). Pour tout entier n > 1 et tout ﬁi-module F,on
considere F, = F ®g, Us, comme un faisceau de X, . On pose F= (Fu)n>1
que I’on considere aussi comme un faisceau de X' . D’apres [4, I11.7.18], on a un

s,ét°
isomorphisme ¢*(F) = (0, (F,))s>1, OU 0, et ¢ sont des morphismes de topos
annelés (7.11.4) et (7.12.1).

PROPOSITION 8.19. Soit n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-

Werner (6.3) sur X. Alors, le @n—module o (F,) (resp. PB-module 5*(]:" )) est
potentiellement libre de type fini.

Preuve. D’apres 5.11(1), quitte a remplacer S par une extension finie, il existe

un n-revétement semi-stable ¢ : X’ — X tel que p, trivialise F,. Reprenons les
notations de 8.3 pour ¢. D’apres (8.3.13), on a un isomorphisme

@, (0, (Fn) = 0,/ (9, (F).

Le 4,-module o (F,) est donc potentiellement libre de type fini. Comme F est

adique, on en déduit que le Z8-module &*(]:" ) est potentiellement libre de type
fini. O

PROPOSITION 8.20. Soit n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-

Werner sur X. On a un a-isomorphisme canonique et fonctoriel
Vi (F) = #(0,(Fn) (8.20.1)

ou'V, est le foncteur de Deninger-Werner (6.9.2).
Preuve. D’apres 5.11(i), quitte a remplacer S par une extension finie, il existe un

n-revétement semi-stable, régulier et galoisien ¢ : X’ — X tel que ¢, trivialise
F..Reprenant les notations de 8.1 et 8.3, on a un diagramme commutatif de topos
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annelés :

T

(sa, O5,) —=—= (E|, B,) —5—= (E,. B,)

@ | (sa O5,) —"> (X 4o O ) ——= (X, O,) (8.20.2)

5,617

l? l/u;l Lun
(Sar, ﬁf,,) l> (X;,zar’ ﬁ?;) i) (Xs,zar’ ﬁfn)

\_/

Xn

ol u, et u, sont les morphismes de topos annelés canoniques. Rappelons
((6.6.1) et (8.9.1)) que les o,-modules sous-jacents aux représentations V, (F)
et #, (o (F,)) sont définis par

Vi (F) = (s, X,(F2)) et #(0,(F)) = I (se, [xa17 (0, (F))z.

Comme on a [x,]*(0,(F,)) =~ a}(x,(F,)) (8.20.2), I’équivalence de topos
annelés a, et le foncteur (—); (3.1.1) induisent un a-isomorphisme de o,-modules

a: :V,(F) — W (Fo)). (8.20.3)
Posons C’' = X} et G = Aut(C'/C). Reprenant les notations de 8.4, les carrés

commutatifs de droite de (8.20.2) sont compatibles aux actions de G sur (E . @;),
(X ﬁf) et (X’ ﬁ; ). On en déduit par le foncteur (—);, pour tout g € G,

s,6t? §,zar’
un diagramme commutatif :

Vo (F) — o P(X, BF) [(X 00 BE(F)

ail l(u,’,o,i)* L(MZUD*

W0 F) L P (E (0 (0 (F))e —2 F(E, (0)* (@2 (F))s

*
&n

Y

F(X;,zar’ @:(‘Fn)) Vn(.r)
lw%v lﬁ (8.20.4)

F(E @) @ F))): % A (0 (F)).
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Celui-ci implique que le «-isomorphisme (8.20.3) est compatible aux actions de
7 (C, x) en vertu de (6.7.3) et (8.10.4). On en déduit un «-isomorphisme de o,-
représentations de 7, (C, X)

©(F) : V (F) = #, (0, (F)). (8.20.5)

Soit f : ' — JF un morphisme de Q]gw. D’apres 5.11(1), quitte a remplacer S
par une extension finie, il existe un n-revétement semi-stable et régulier ¢ : X' —

X tels que g, trivialise F, et F/. Le diagramme commutatif (8.20.4) est fonctoriel
en F. On en déduit par 6.8 et 8.11 un diagramme commutatif

V, (F) ——L V,(F)

t(}")j jf(}')

W0 (F) 225y (67(F)

d’oti la fonctorialité du a-isomorphisme (8.20.1). O

COROLLAIRE 8.21. Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X. On
a un isomorphisme canonique et fonctoriel de o-représentations continues de
7(C, %) .

m®, V(F) > # (5*(F)) (8.21.1)

ou'V est le foncteur de Deninger-Werner (6.10.1).

Preuve. D’apres 8.20, on a un «-isomorphisme canonique et fonctoriel
Va(FDust = H (05 (F)))ns1 de Rep‘;’plf(m(C, X)) (3.23). L’ assertion résulte
alors de 3.24(1) et 3.25(i1). O]

9. Un énoncé de descente pour les fibrés vectoriels de Deninger-Werner

9.1. Soit 7 un topos et G un groupe fini. Une action de G sur T est la donnée
pour tout g € G d’un morphisme de topos g : 7 — T tels que (id)* = idr et que
pour tous g, & € G, on ait un isomorphisme

Con: 8h* = (hg)*

vérifiant des relations de cocycle pour la composition [23, VI 7.4]. Supposons que
T soit muni d’une telle action de G. Un objet G-équivariant de T est la donnée
d’un faisceau .% de T, et pour tout g € G, d’un isomorphisme

7 F S NP, 9.1.1)

8

https://doi.org/10.1017/fms.2017.7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/fms.2017.7

Transport paralléle et correspondance de Simpson p-adique 71

tels que 'cld = id# et que pour tous g, i € G, on ait

rg‘f = Cpg O h*(tf) o rf’.
Une telle donnée est appelée une action de G (a droite) sur .% . Etant donné deux
objets G-équivariants ., et .%,, un morphisme f : %, — %, de T est dit G-

équivariant si, pour tout g € G, le diagramme

7

rf' rfz
% RAYE ) .
g (F) —— g*(F)

est commutatif. On désigne par 7T la catégorie des objets G-équivariants de 7 .

Soit A un anneau de 7 muni d’une action de G compatible avec sa structure
d’anneau, i.e. tel que les isomorphismes tgA (9.1.1) soient des isomorphismes
d’anneaux. Un A-module G-équivariant est la donnée d’un A-module M de T
et d’une action de G sur M compatible avec sa structure de A-module.

9.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable X et
un revétement étale et galoisien C’ de C = X3. On pose G = Aut(C’/C) et on
note ¥ : C' — C le morphisme canonique. D’apres 5.10, le schéma X est normal.
On reprend les notations de la Section 7 pour X. On note E* le site défini par la
catégorie E - x) (7.1) munie de la topologie induite par le foncteur canonique

Y E/(C’—>X) — E. (921)

Le site E* est alors canoniquement équivalent au site de Faltings associé au
morphisme canonique C' — X (cf. [4, VI.10.1 et VI.10.14]). On désigne par E?
le topos localisé de E en B*(C") = (C' — X)* qui est canoniquement équivalent
au topos des faisceaux d’ensembles sur le site E* [4, VI.10.14] et par

& E' > E (9.2.2)

le morphisme de localisation. En vertu de [6, IIT 2.5], celui-la s’identifie au
morphisme de topos induit par fonctorialité du topos de Faltings [4, VI.10.12]. On
des&gne par E} E* le sous- topos fermé de E % complémentaire de I’ouvert @*(o* (X))
de E* et par

8 Ef — E° (9.2.3)
le prolongement canonique. En vertu de [6, IV 9.4.3], il existe un morphisme de

topos canonique _ ~
&, : Ef — E|. (9.2.4)
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On pose @t = @*(A) (7.8) et, pour tout entier n > 1, @i = @ﬁ / p”@ﬁ qui
est isomorphe a I’anneau @*(%,). Comme 3, est un objet de E, (7.10), on en

. — Lo~ .
déduit que I’anneau A, appartient a E*. Le morphisme de topos (9.2.4) est donc
sous-jacent a un morphisme de topos annelés que 1’on note

@, : (E5, Z) — (E.. B,). 9.2.5)

9.3. Par fonctorialité du topos de Faltings [4, VI.10.12], I’action de G sur C’
induit une action de G sur le topos E #(9.1). En particulier, tout g € G induit un
morphisme g : E* — E* tel que

® > Pog. (9.3.1)

On en déduit que g*(@*(0*(X,))) =~ @*(0*(X,)). L'action de G sur E* induit
alors une action de G sur E*. Pour tout g € G, on a donc un morphisme g; :
E! — E’tel que

&, > D, 0g,. (9.3.2)

On désigne par Enc la catégorie des objets G-équivariants de E? (9.1). D’apres
(9.3.1), ’'image inverse de @ induit un foncteur

®*:E — E.. (9.3.3)

N —t . . .
En particulier, I’anneau %, est muni d’une action de G compatible avec sa
structure d’anneau. Pour tout entier n > 1 et tout g € G, le morphisme de topos
gs est sous-jacent a un morphisme de topos annelés

o (BB — (B, B,
tel que I’on ait un isomorphisme canonique
&b, = D, 0g,.
L’image inverse de @, induit alors un foncteur
®* : Mod(%,) — Modg (%), (9.3.4)

ou Modg; (@i) désigne la sous-catégorie pleine de E ﬁG formée des @i—modules
G-équivariants de E¥ (9.1).

PROPOSITION 9.4. Le foncteur @* : E > Ef; (9.3.3) est une équivalence de
catégories.
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Preuve. Considérons
F— E 9.4.1)

le topos fibré associé au site £ (cf. [22, I13.4.1]) : la catégorie fibre de F au-dessus
de (V — U) € Ob(E) est le topos localisé E ;) de E en (V — U)“ et, pour
tout morphisme 4 : (V' — U’) — (V — U) de E, le foncteur image inverse
h* . E IV = E sy est le foncteur image inverse par le morphisme de
localisation par rapport a 4. On rappelle que F est un champ au-dessus de E (cf.
[22,11 3.4.4)).

Le morphisme @ = (v, id) : (C’ — X) — (C — X) forme un recouvrement
de (C — X) dans E (cf. 7.1(v)) que I'on note (abusivement) encore @w. La
catégorie E = F(C — X) est donc équivalente a la catégorie F(zo) des données
de descente relativement au recouvrement @ .

Comme le morphisme ¥ : C’ — C est un torseur sous G de Etf/c, on a un
isomorphisme dans E

(C" > X)xG~(C' = X) Xy (C'—= X). 9.4.2)

On note encore G le faisceau constant de E de valeur G. Le morphisme
(C" = X)* - (C — X)* est alors un torseur sous G de E [22, ITIT 1.4.1].
Par descente galoisienne (cf. [7, 6.2.B]), la catégorie des données de descente
F(w) relativement au recouvrement @ est équivalente a la catégorie E., d’oula
proposition. 0

COROLLAIRE 9.5. Le foncteur ®* : Mod(%,) — Modg(Z.) (9.3.4) est une
équivalence de catégories.

9.6. Pour tout objet U de Et/x, on pose Uni = U xx C'etl’on note ¢y : Uni — Uy
le morphisme canonique. Considérons le site fibré

#

Ttt=moy :Ej—>Et/X, (9.6.1)

dont la fibre au-dessus de U est le site Etf/U% (9.9.1). Pour tout faisceau ¢ de E LA

on note ¢, sa restriction a Etf/U%. Le topos E? est canoniquement équivalent au
topos de Faltings associé au morphisme canonique (C’ — X). La donnée d’un
faisceau & de E” est alors équivalente 2 la donnée pour tout objet U de Et /x d’un
faisceau &y de Uj (, vérifiant des conditions de comptabilité et de recollement (cf.
[4, (VL.5.11.1)]). Comme ¢ est un torseur sous G pour la topologie étale de Ug,
le topos Uy, ¢, est muni d’une action de G (9.1) induite par fonctorialité. D’apres
[4, VI.5.11], la donnée d’une action de G sur ¥ est équivalente a la donnée pour
tout objet U de Et/ x d’une action de G sur &y compatible aux morphismes de
restriction.
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9.7. Soit ¥ ={U ﬂU}erb(Et/X) un préfaisceau sur E tel que pour tout objet

U de Et/ x, Zy soit un faisceau de Us . Pour tout objet U de E‘t/ x, la fleche
¢u = Uy — Uy est un objet de Etf/uﬁ. Le foncteur ¢y,  est donc un foncteur de
restriction. On en déduit un isomorphisme canonique de préfaisceaux sur E*

F oy > U ¢} (T}, 9.7.1)

ol y est le foncteur (9.2.1). Le faisceau associé a .% o y est isomorphe 2 @*(.F).
Le faisceau ¢y 1(Fy) de U; g est muni d’une action de G induite par ;) ¢
fonctorielle en U. D’apres 9.6, ils induisent une action de G sur @*(F#*) qui
coincide avec celle de @*(F“) induite par @* (9.3.3).

9.8. On désigne par P la sous-catégorie pleine de Et/x formée des schémas
affines. On munit P de la topologie induite par celle de Et/ x. Les objets de la
sous-catégorie P forment alors une famille topologiquement génératrice du site
Et,x. On désigne par

nh EL— P (9.8.1)

le site fibré déduit de ¥ (9.6.1) par changement de base par P — Et/ x- On
munit Eltﬁ de la topologie co-évanescente définie par 5, et on note Eﬁ le topos
des faisceaux d’ensembles sur Ep. D’apres [4, VI.5.21 et VI.5.22], la topologie
de Elj, est induite par celle de E¥ au moyen du foncteur de projection canonique
Ef, — E* et celui-ci induit par restriction une équivalence de catégories

E* > Eb. (9.8.2)

On désigne par E\It, la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur Ep. Comme Ej
est une sous-catégorie topologiquement génératrice de E*, le foncteur ‘faisceau
associé’ sur E} induit un foncteur que 1’on note aussi

El—> E', 7 — F°.

Soit 4 = {W — %y} (W € Ob(Et/x)) un préfaisceau sur E*, % = {U >
%y} (U € Ob(P)) I’objet de E:; obtenu en restreignant ¢ a Elﬁ,. On en déduit un
isomorphisme canonique de E*

@0 > g,
9.9. Dans la suite de cette section, on suppose, de plus, qu’il existe un trait (S,

n’) fini sur (S, n) et un n’-revétement fini, galoisien et a fibres géométriquement
réduites ¢ : X' — Xy (5.4) tels que, en fixant un n-morphisme 7 — n’, X, >~ C’
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et que @7 : X;; — Xj s’identifie au morphisme . On pose X' =X xg Setl’on
note . N .
A:X—>X et 9: X' > X (9.9.1)
les morphismes canoniques.
Pourtout (V — U) € Ob(E?), on pose U’ = U xx X/, U’ U’ Xx X et
U (resp. U 'V 1a cloture intégrale de U (resp U ) dans V. Comme U est fini

sur U, on a un isomorphisme canonique U TV = T". Comme ®* est le foncteur
de restriction, on a @*(£)(V — U) >~ B(V — U). On en déduit par (7.8.1) un
isomorphisme fonctoriel en (V — U)

BV —>0)STT,02,). 9.9.2)

Pour tout U € Ob(Et/x), on pose @Z = (p[*,,fét(gu) (7.8.2) et @fj” =

_I;/ B,/ p”@fj qui est isomorphe a ¢y, w«(PBy.) (1.8.4). En vertu de (9.9.2), on a

un homomorphisme d’anneaux de Uy ¢

, —t
0-.(U" — B, 9.9.3)

—_
ou la source désigne le faisceau constant de valeur ﬁ?,(U ). Comme 1’action

de G sur C’ s’étend en une action de G sur X', ’anneau 6";,( U’) est muni d’une
action de G telle que I’homomorphisme (9.9.3) soit G-équivariant. D’apres 7.8 et

(9.7.1), I’anneau @i est isomorphe au faisceau sur E* associé au préfaisceau
{U— B,,} U eObEty). (9.9.4)

9.10. Comme E’ est isomorphe au topos de Faltings associé au morphisme
canonique C’ — X, on a un morphisme canonique [4, (V1.10.6.3)]

B : Ef - Cia (9.10.1)
qui rend commutatif le diagramme (cf. [4, (VI.10.12.6)])

~

Er—2 S F
B l l B
) o7
Cfet Cfé[ .

Soit 7 un entier > 1. On désigne par 8% : (Nf, @i) — (Cf4» 0,) le morphisme de
topos annelés défini par le composé B* o §* (9.2.3) et le morphisme canonique
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—t C e N P
0, - Bt (#,). Par des arguments similaires a ceux de 8.3, on en déduit un
diagramme commutatif

(B B~ (E.. B,
ﬁgt Lﬂn (9.10.2)

(Cleys 04) ——> (Crars 0,),

s . N . . ~. —f
a isomorphisme prés, qui commute aux actions de G sur (E?, A,) et (Cl,, 0,).

THEOREME 9.11. Soit X une vS-Courbe svemi-stable, X un point géométrique de
X5 et F un fibré vectoriel sur X = X x5 8§ (2.1). Supposons qu’il existe un entier
n = 1, un trait (S, n') fini sur (S, n) et un n'-revétement fini, galoisien et a fibres
géométriquement réduites ¢ : X' — Xy tels que, fixant un n-morphisme 5 — n’
et reprenant les notations de (9.9.1), @' (F,) soit libre de type fini. Alors, on a un
isomorphisme @n-linéaire

Vi 07 (Fn) = BV (F)), (9.11.1)

ou V,(F) est la o,-représentation de ww,(X7,x) associée a F (6.7), o, est le
morphisme de topos annelés (7.11.4) et B est le foncteur (8.6.1).

Preuve. Pour tout objet U de Et/x, onpose U = U xx X', U =U" xgs

et U,]i = U’ xg 1. D’apres (9.7.1) et [4, VI.5.34(ii) et VI.8.9], le @i—module
@ (0 (F,)) estisomorphe au faisceau associé au préfaisceau :

U~ FuU,) ®sy w, @Z U € Ob(Et,y)}, (9.11.2)

ou F,(U,) et 0%, (Uy) sont considérés comme des faisceaux constants de U

. fet
D’apres (9.9.3), I’anneau @in de U;

T e €st une O, (U))-algebre. Pour tout
objet U de P (9.8), on en déduit un isomorphisme G-équivariant de faisceaux
de U. .

7, fét

—t o~ _, , z
Fa(Uy) ®o W) By, = On(F)U)) o, W) ‘@U,n’ (9.11.3)

ou les actions de G sur F,(U,) et O (U,) sont triviales, et @, (F,)(U,) et
05, (U)) sont considérés comme des faisceaux constants de U, munis des

actions de G induites par @;. On note My le but de (9.11.3).
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On pose L, (F) = us(V,(F)) le o,-module localement libre de type fini de

Cis associé a V,(F) (3.29.2). D’apres [4, VI.8.9 et VI.10.9], le @i-module
(B, (F))) =~ (ﬂrf)*((pg(Ln(]:))) est isomorphe au faisceau associé au
préfaisceau

1% * = "
{U — hnyél((pﬁ,fét(L,,(f))) o, %’U,n, U € Ob(Et, x)}, 9.11.4)

ou hy, : Uy — C’ est le morphisme canonique. On pose

5% * —t
Ny = hU,fét(¢ﬁ,fét(L"(f))) ®o, ‘%U,n

qui est muni d’une action de G fonctorielle en U (cf. 9.7).
Comme g, (F,) est un ﬁ?, -module libre de type fini, d’apres (6.7.3) et 6.8, on

a un isomorphisme G-équivariant de o,-modules de Cj,,

@, (F) (X)) = ¢ (L (F)), (9.11.5)
ou @ (F,)(X}) est considéré comme le faisceau constant de Cy,, muni de 1’action
de G induite par ;. On a un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de
6"?, (U})-modules

i FIWU) = T (F)X) @, O, (U)).

On en déduit par (9.11.5) un isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de
0%, (U;)-modules de U7 ¢

@, (F)WU)) = hij 16 (9 0 L (F))) B, O, (U). (9.11.6)

En vertu de (9.11.3) et (9.11.4), on en déduit, pour tout objet U de P, un
isomorphisme G-équivariant et fonctoriel en U de @;n—modules de U

7, fét
My = Ny. 9.11.7)

D’apres 9.7 et 9.8, on en déduit un isomorphisme G-équivariant de @i—modules
@0, (F) = @, (B, Lun(F))). 9.11.8)

Le théoréme résulte alors de 9.5. OJ

REMARQUE 9.12. Pour tout entier | < m < n, on a un isomorphisme @m—
linéaire y,, : *(F,) > B (V,,(F)). En vertu de la preuve, les isomorphismes
Vu €t ¥, sont compatibles.
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10. Fibrés vectoriels et représentations de Weil-Tate

10.1. Soit X une S-courbe semi-stable, x un point géométrique de X5. On reprend
les notations de la Section 7 pour X. Rappelons que I’on a des morphismes de
topos annelés (cf. 7.12 et 7.13)

(Xs,élv ﬁfn) (Ui (Ess @n) ﬁ) (Xﬁ,fét, 01’!)7 Vl’l 2 1

o G omNe o B °
(X O5) < (B, ) > (X} 14, 0).

s,ét?

On reprend les notations de 8.6 pour les foncteurs B, ,é* et 56

On désigne par X le schéma formel complété p-adique de X. Rappelons que
X est de présentation finie sur . = Spf(0) et que I’on a un morphisme de topos
annelés (7.12.4)

T: BV, B) > (X, Ox). (10.1.1)

Pour tout &x-module cohérent .% de X ., et tout entier n > 1, on note .%, =
ZF/p"F que I'on considére comme faisceau de X, ou de X, . D’apres [4,
(II1.11.1.12)], on a un isomorphisme canonique

F*(Fns1) = T(F). (10.1.2)

Le foncteur T, induit un foncteur additif et exact a gauche que 1’on note encore
- 1
T, : Modg(#) — Mod(ﬁx[—]). (10.1.3)
p

D’apres (4.1.2), le foncteur T* induit un foncteur additif que 1’on note encore
(7.15)

1 ~
T : Mod“"h(ﬁx[—D — Mod{j(%). (10.1.4)
p

DEFINITION 10.2. (i) Soit n un entier > 1, F, un fibré vectoriel sur X, et V,
une o,-représentation de 7;(X7, X) (3.18). On dit que F, et V, sont %,-
associés s’il existe un isomorphisme %, -linéaire

o (Fu) = Br(V). (10.2.1)

(ii) Soit .# un ﬁx[%]—module localement projectif de type fini (2.9) et V une

C-représentation continue de 77, (X5, X) (3.18). On dit que .% et V sont @Q-

associés s’il existe un isomorphisme Aq-linéaire

T(F) = BL(V). (10.2.2)
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DEFINITION 10.3. (i) Ondit qu’un ﬁx[i]—module localement projectif de type

fini .7 est de Weil-Tate s’il est @Q—associé a une C-représentation continue
de m (X5, X).
(ii) On dit qu’une ¢-représentation continue V de 7 (X5, X) est de Weil-Tate

relativement a X si elle est @@—associée aun ﬁx[%]-module localement
projectif de type fini.

On désigne par ModWT(ﬁx[l]) la sous-catégorie pleine de Mod™" (O [1])
formée des Ox[+ ] modules de Weil-Tate et par RepQ T/X (1 (X5, x)) la sous-

catégorie pleine de Rep“"'“(nl (X5, x)) formée des €-représentations de Weil-Tate
relativement a X.

REMARQUE 10.4. On dit qu'un fibré vectoriel JF sur X X Xg S (2.1) est de
Weil-Tate si le ﬁx[ ~]-module J-" [ ] est de Weil-Tate. D’apres (10.1.2), il revient
au mé€me de dire qu ’il existe une Q—representatlon continue V de m; (X7, X) et un

isomorphisme %¢-linéaire
& (F)uz)a = BH(V). (10.4.1)

PROPOSITION 10.5. Soit X une S-courbe semi-stable, x un point géométrique

de Xz, n un entier > 1 et F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur X (6.3).
Alors il existe un trait S’ fini sur S, un S’-modéle semi-stable et régulier X' de
X5 (10.15) et un n'-revétement ¢ : X' — Xg tels que @, (F,) et V?,n (F) soient
@;—associés, ou (E . @;) désigne le topos annelé de Faltings associé au schéma
X' au-dessus de S’ et Vi,n (F) est la o,-représentation de w,(X7, X) associée a F
par (6.9.2).

Preuve. Quitte a remplacer S par une extension finie, d’apres 5.11(iii), il existe un
S-modele semi-stable X’ de X5 et un n-revétement ¢ : X’ — X tels que ¢, (F,)
soit trivialisé par un n-revétement semi-stable, fini et galoisien Y’ — X'. D apreés
911,95 (F,) et Vf,” (@* (F)) sont @;-associés. D’apres (5.8), (8.3.13) et (8.3.14),
on peut supposer que X est régulier. La proposition s’ensuit alors compte tenu de
6.10(ii). O

PROPOSITION 10.6. Soit X une S-courbe propre et lisse, X un point géométrique
de X5 et L un fibré en droites de classe appartenant a Pic%/ﬁ(g). Pour tout entier

n > 1, on a associé a L une o,-représentation V, (L) de m,(X7, X) (6.7) et une
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o-représentation continue V(L) de m\(X7, x) (6.10.1). Alors, L, et V, (L) sont

B,-associés ; et E[%] et V(E)[%] (3.21) sont @Q—associés.
Preuve. Soitun entier n > 1. D’apres 6.5 et 9.11, on a un isomorphisme
Va i 00(Ly) = Br(V,(L)), (10.6.1)

d’ou le premier énoncé. En vertu de 9.12, les isomorphismes (y,,),,>1 (10.6.1) sont
compatibles. La proposition s’ensuit compte tenu de (10.1.2). O

PROPOSITION 10.7. Soit X une S-courbe semi-stable et réguliere et X un point
géométrique de X.

(i) La restriction du foncteur T* (10.1.4) a Mod™ " (&' };[%]) se factorise a travers

la sous-catégorie pleine Modgtf(@) (8.5) de Modaf(@).

(ii) Pour tout objet F de Mod" " (Ox[1]), on a un isomorphisme Bo-linéaire,
) Q
canonique et fonctoriel

THF) > By (Ho(T(F))), (10.7.1)

ouWy : Modgtf(@) — Rep™ (1 (X5, X)) est le foncteur (8.14.2).

Preuve. Soit % un objet de ModWT(ﬁx[%]). Choisissons un objet V de

Repy™ (1 (X5, X)) et un isomorphisme @Q-linéaire

T THT) = (V). (10.7.2)

Lassertion (i) résulte alors de 8.7. D’apres 8.17(ii), on a un isomorphisme @Q—
linéaire canonique et fonctoriel

By(V) = By (Ho(By(V))). (10.7.3)
On en déduit, compte tenu de (10.7.2) et (10.7.3), un isomorphisme é@-linéaire
T(F) = By (#o(T*(F))).

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de V et de
I’isomorphisme 7 et qu’il est fonctoriel en .%. Il suffit de démontrer que,
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cont

pour tous objeEs V et V' de Repy™ (1 (X7, X)) et tout morphisme %Q—linéaire
0:pp(V) — ﬁa(V/), le diagramme
BE(V) —— Bs(Wa(By(V)))
al lé@(%(@» (10.7.4)
Ba(V) —— By (Mo (By (V)

est commutatif. D’apres la pleine fidélité du foncteur ,éa (8.8), 0 est I'image

cont

d’un morphisme ¢ : V — V' de Repy" (; (X7, X)) par Bé La commutativité
de (10.7.4) résulte alors de la fonctorialité de (10.7.3). O

COROLLAIRE 10.8. Sous les hypothéses de 10.7, pour tout objet F de
ModWT(ﬁx[i]), la C-représentation continue Wo(T*(F)) est de Weil-Tate

relativement a X. On désigne par Vx le foncteur
1
Yy : ModWT<ﬁx[—:|> — Repy /¥ (71, (X5, X)) (10.8.1)
p
F > Wo(T(F)).

Alors, V3 (F) et F sont @Q-associés.

PROPOSITION 10.9. Soit X une S-courbe semi-stable et réguliere. On note
LP‘f(ﬁx[ﬁ]) la sous-catégorie pleine de MOdCOh(ﬁx[%]) formée des ﬁx[i]—
modules localement projectifs de type fini.

(1) Pour tout objet F de LPtf(ﬁx[%]), le morphisme d’adjonction (cf. [4,
II1.12.1])
F — T,(T(F)) (10.9.1)

est un isomorphisme.

(ii) La restriction du foncteur T* (10.1.4) a LPtf(ﬁx[i]) est pleinement fidéle.

Preuve. (i) D’apres [4, II1.12.4(ii)], on a un isomorphisme déduit du morphisme
d’adjonction

F ®opir) T+(HBo) = T(T(F)). (10.9.2)
L’isomorphisme (10.9.1) résulte alors de I’isomorphisme [4, I11.11.8]

ﬁx[ﬂ 5 T.(By). (10.9.3)
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(ii) Soit ¥ et %, deux Ox-modules cohérents de X, ,, tels que %[i] et
%[i] soient localement projectifs de type fini. Notons ¥ = Zom g, (4, %).

Alors, ¥ [i] est aussi localement projectif de type fini (2.9). Comme ¥, est de
présentation finie, on a un isomorphisme canonique

T(Y) — Hom (T (&), T (). (10.9.4)
Considérons le morphisme composé
T X D) = T (X, T(TH D)) = T(EN  T9)). (10.9.5)

D’apres (i) et 5.16(i), le morphisme f ®z Q est un isomorphisme. On en déduit
la pleine fidélité de T*. O

PROPOSITION 10.10. Soit X une S-courbe semi-stable et réguliere, et X un point
géométrique de X5. Pour toute C-représentation V de Weil-Tate relativement a

X, le ﬁx[ll,]—module T. (,éé(V)) est de Weil-Tate. De plus, on a un isomorphisme

QQ-linéaire, canonique et fonctoriel
By (V) S T(T.(By(V))). (10.10.1)

Preuve. Soit V une €-représentation de 7, (X5, X) de Weil-Tate relativement a X.

Choisissons un ﬁx[%]-module de Weil-Tate .% et un isomorphisme @Q-linéaire
T By(V) = TH(P). (10.10.2)

D’apres (10.9.1), T*(B@(V)) est de Weil-Tate.

En vertu de (10.9.1), on a un isomorphisme @@-linéaire, canonique et
fonctoriel en %

T(F) > T(T.(T(%))). (10.10.3)
On en déduit, compte tenu de (10.10.2) et (10.10.3), un isomorphisme j@—
linéaire

By(V) = THT.(BL(V))).

Montrons que cet isomorphisme ne dépend pas des choix de .# et de
I’isomorphisme 7, et qu’il est fonctoriel en V. Il suffit de montrer que, pour
tous & x[%]—modules localement projectifs de type fini %, .%' et tout morphisme
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@Q—linéaire 0 : T"(F) — T*(F'), le diagramme

TH(F) —— T*(T.(T*(F)))
el lT*(TM)) (10.10.4)
TH(F) — T*(T.(T*(F"))

est commutatif. D’apres la pleine fidélité du foncteur T* 10.9(ii), 6 est I’image
d’un morphisme ¥ : ¥ — %' de LP‘f(ﬁx[%]) par T*. La commutativité de
(10.10.4) résulte alors de la fonctorialité de (10.10.3) en .%. ]

COROLLAIRE  10.11. Sous les hypothéses de 10.10, pour toute C-
représentation V de Weil-Tate relativement a X, le ﬁx[%]—module T, (Bp(V)) est
de Weil-Tate. On désigne par I« le foncteur

Tx : Repy ¥ (1 (X5, X)) — ModWT<ﬁx[lD (10.11.1)
p

Vi T(B5 (V).

Alors, V et I (V) sont @Q-associés.

PROPOSITION 10.12. Soit X une S-courbe semi-stable et réguliere, et X un
point géométrique de Xy. Les foncteurs Vx (10.8.1) et Fx (10.11.1) sont des
équivalences de catégories quasi inverses l'une de I’autre.

Preuve. D’aprés 10.7(ii), pour tout objet .# de ModWT(ﬁx[%]), on a un
isomorphisme @Q—linéaire, canonique et fonctoriel
T(F) = By(Vx(F)). (10.12.1)

Composant I’isomorphisme canonique (10.9.1) et I'image de (10.12.1) par T,, on
en déduit un isomorphisme fonctoriel

F S T (Ve (F)). (10.12.2)

D’autre part, d’apres (10.10.1), pour tout objet V de RepVQVT/X(m (X5, X)), on
a un isomorphisme @Q—linéaire, canonique et fonctoriel

By(V) = T (Tx(V)). (10.12.3)
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Composant I’isomorphisme canonique V > WQ(B(’@(V)) (8.17(i1)) et 'image de
(10.12.3) par #4, on en déduit un isomorphisme fonctoriel

V S Ve (T (V). (10.12.4)

O

10.13. Soit X une S-courbe semi-stable et réguliere, (S', ") un trait fini sur (S,
n) ety : X' — Xg un n'-revétement semi-stable et régulier. Soit X un 7-point
de X5 et X" un 77-point de )E’ﬁ au-dessus de x. On fixe un n-morphisme 7 — n’ et
par suite un S-morphisme S — S’. On désigne par X' le schéma formel complété
p-adique de X xg Setparg: X — X le morphisme de schémas formels induit
par la projection canonique X’ — X . Reprenant les notations de 8.3 pour ¢, on
désigne par

T (EN, %) (X,

s,zar’

Ox) (10.13.1)

le morphisme (10.1.1) relatif & X’. On a alors un diagramme commutatif a
isomorphismes pres (cf. (8.3.14) et [4, I11.(9.11.15)])

Or) ~1— (EN, B) L~ (X% 5)

(X:‘,zar’ 7,fét?
g] Lé l(pﬁ (10.13.2)

(X.v,zara ﬁX) é (’E\:Foy Q) _ﬁ> (AX—No 6)

m.fée
L’homomorphisme canonique 7 (X7, X') = (X5, X) induit un foncteur

Repy™ (1 (X7, X)) — Rep™ (71 (XL, X)). (10.13.3)
PROPOSITION 10.14. Conservons les notations de 10.13. Alors :

(1) l’image inverse d’un O [ﬁ]—module de Weil-Tate par g estun O [%]—module
de Weil-Tate ;

(ii) toute C-représentation continue de Weil-Tate relativement a X de wi(Xy, X)
définit par restriction (10.13.3) une C-représentation continue de Weil-Tate
relativement a X' de (X7, X)),
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(iii) on a des diagrammes commutatifs a isomorphismes pres

Mod""(Fx[1]) —~ Repy "/ (,(X;. ©))
g*t L (10.14.1)
Mod"T (0 [1]) * Rept™ ¥ (m, (X, 7))
et
Repy "/ () (X5, 7)) —~ Mod“ ([ 1])
t E*J (10.14.2)
Repy ™™ (, (X}, 7))~ Mod" (0 [ 1)

ot Vy et Ty sont les foncteurs (10.8.1) et (10.11.1) relatifs a X'.

Preuve. Soit .% un ﬁx[%]-module de Weil-Tate et V une C-représentation de

Weil-Tate associée. Il existe donc un isomorphisme Hg-linéaire

T (F) > By(V). (10.14.3)

v/

En vertu de (10.13.2), on en déduit un isomorphisme @Q—linéaire

T*(g"(F)) > Bg(V), (10.14.4)

d’ou les assertions (i) et (ii).

Comme 75 = T* o #4, la commutativité du diagramme (10.14.1) résulte de
8.15 et (10.13.2). La commutativité du diagramme (10.14.2) s’ensuit par 10.12,
d’oli I’assertion (iii). I

10.15. Dans la suite de cette section, on fixe une K-courbe propre et lisse C et
un point géométrique X de C. On pose c=cC ®x €. Soit §’ un trait fini sur S.
Un §'-modéle de C est la donnée d’un S-morphisme S — S’ et d’une S'-courbe
propre X munie d’un isomorphisme C >~ X X ¢77. Soit X un S’-modele semi-stable
et régulier de C. Reprenant les notations de 5.14, on a un foncteur pleinement
fidele en vertu de (5.15)

Jx LP‘f(ﬁxBD — Vect . (10.15.1)
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DEFINITION 10.16. (i) On dit qu’un fibré vectoriel F sur C est de Weil-Tate s’il
existe un trait S fini sur S et un S’-modele semi-stable et régulier X de C et
un ﬁx[%]—module de Weil-Tate .Z tels que jx(F) >~ F (10.15.1).

(i1) On dit qu’'une C-représentation continue V de 7 (C, X) est de Weil-Tate s’il
existe un trait §’ fini sur S, un §’-modele semi-stable X de C tels que V soit
de Weil-Tate relativement a X.

On désigne par %gT la sous-catégorie pleine de Vect: formée des fibrés
vectoriels de Weil-Tate et par Repy (m;(C,X)) la sous-catégorie pleine de

Repy™ (1 (C, X)) formée des €-représentations continues de Weil-Tate. Soit X
un S-modele semi-stable et régulier de C. La restriction du foncteur jx (10.15.1)

aModV (0 X[i]) induit un foncteur pleinement fidele que I’on note encore

1
Jx ModWT(ﬁx [-]) — U (10.16.1)
p
Soit S’ un trait fini sur S et X’ un $’-modele semi-stable et régulier de C dominant
X . Reprenons les notations de 10.13. En vertu de 10.14(i) et de la définition de
Jx (5.14.2), on vérifie que le diagramme

Mod""(0x[£]) :
g*l K (10.16.2)

Mod""(Ox [1]) > BV
ou jy désigne le foncteur (10.16.1) relatif a X', est commutatif.

LEMME 10.17. (i) Pour tout morphisme f de Q]\CyT, il existe un trait S’ fini sur S
et un S'-modéle semi-stable et régulier X de C tels que f soit contenu dans
I’image du foncteur jx (10.16.1).

(ii) Pour tout morphisme f de RepVCVT(m(C, X)), il existe un trait S’ fini sur S et
un S’-modele semi-stable X de C tels que f provienne de la sous-catégorie
pleine Repy ' (,(C, X)) de Repy " (71,(C, X)).

Preuve. (i) Soit F et F’ deux fibrés vectoriels de Weil-Tate sur C. D’apres 5.8, il
existe un trait S’ fini sur S et un $’-modele X semi-stable et régulier de C tels que
F et F’ soient les images des ﬁx[i]—modules localement projectifs de type fini
par jx (10.16.1). L’assertion résulte alors de la pleine fidélité de (10.16.1).

En calquant la démonstration de (i), on vérifie I’assertion (ii). ]
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10.18. En vertude 10.14 et 10.17, les foncteurs ¥ fournissent un foncteur

Ve 0T — Repy  (1,(C, X)). (10.18.1)
De méme, les foncteurs jx o Z% fournissent un foncteur :

Te : Repy ' (1 (C, X)) — VL. (10.18.2)

THEOREME 10.19. Les foncteurs V¢ (10.18.1) et T (10.18.2) sont des
équivalences de catégories quasi inverses 'une de I’autre.

Preuve. Pour tout objet V de Rep‘gT(m (C, X)), quitte a remplacer S par une
extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C tel que V
soit de Weil-Tate relativement a X. D’apres (10.12.4), on a un isomorphisme

V S Ye(Te(V)). (10.19.1)

Il résulte de la fonctorialité de (10.12.4) et de 10.17(ii) que celui-la est fonctoriel
enV.

De méme, pour tout objet F de U, quitte a remplacer S par une extension
finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C et un objet .% de
ModWT(ﬁx[i]) tels que F >~ jx(F). D’apres (10.12.2), on a un isomorphisme

F = Ta(Ve(F)). (10.19.2)

Il résulte de la fonctorialité de (10.12.2) et de 10.17(i) que celui-la est fonctoriel
en F. ]

THEOREME 10.20. Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C est de Weil-
Tate. De plus, la restriction du foncteur ¥ : %‘g’T — Repy™ (7, (C, X)) (10.18.1)

a la sous-catégorie %gw s’identifie au foncteur de Deninger-Werner V  (6.14.1).
On présentera la démonstration dans 14.5 et 14.6.

COROLLAIRE 10.21. Le foncteur de Deninger-Werner Vi (6.14.1) est
pleinement fidéle.

Preuve. Cela résulte de 10.19 et 10.20. O

PROPOSITION 10.22. Soitww : C' — C un revétement étale connexe, X' un i-point
de C' au-dessus dex, C' = C' Qg Cet w1 =71 Qx €. Alors:
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(1) l'image inverse d’un fibré vectoriel de Weil-Tate sur C par 1 est de Weil-Tate
sur C’;

(i1) toute C-représentation continue de Weil-Tate de m(C,x) définit par
restriction (10.13.3) une &-représentation continue de Weil-Tate de m,(C’,
—
X)),

(iii) le morphisme w induit des diagrammes commutatifs a isomorphismes prés

v 7.
T ——Rep; (1:(C.X))  Repy (mi(C.X) ——=TY" .

R

T
YY" ——Repy ((C', %))  Repy' (m(C', X)) ——= VYT
Cela résulte de 10.14.

11. Correspondance de Simpson p-adique pour les représentations de
Weil-Tate

11.1. On munit S de la structure logarithmique .# définie par son point fermé [4,
I1.6.1], autrement dit A = j*(ﬁnx) N s, ou j: n— S est’'injection canonique.

On munit S et S (2.1) des structures logarithmiques .5 et A, images inverses
de A (cf. [4,11.5.10]).
On associe fonctoriellement a toute Z,,-algeébre A I’anneau (cf. [4, 11.9.3])

b 1:
A’ = lim A/pA (11.1.1)

xX=>xP

et un homomorphisme 6 : W(A”) — A (jf: I’anneau W (A") des vecteurs de Witt
de A’ dans le séparé complété p-adique A de A.
On désigne par p I’élément de (O%)" induit par la suite (pﬁ)n)() (2.1)et’on
pose
£=I[pl—peW(Op), (11.1.2)

ou [ ] est le représentant multiplicatif. On pose
(Ox) = W((Ox)")/ Ker(6)*. (11.1.3)

On a une suite exacte [4, 11.9.5@1v)]

0— > W((Op)) —m W(Or)") —> 0 — 0. (11.1.4)
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Elle induit une suite exacte
0—>0—n ch(Op) —>0—>0, (11.1.5)

ol -£ est induit par la multiplication par & dans % (Og). L’idéal Ker () est un o-
module libre de base £. On le note £ 0 et on note £ ~!o le 0-module dual de £ 0. Pour
tout o-module M, on désigne les o-modules M ®, £0 et M ®, £ 'o simplement
par é M et €' M respectivement.
On pose
(S) = Spec((O)) (11.1.6)

que ’on munit de la structure logarithmique .#, s, définie dans [4, 11.9.8].
L’homomorphisme 6 induit alors une immersion fermée exacte [4, 11.5.22]

is 1 (S, M) — (S), Mops)- (11.1.7)

11.2. Dans la suite de cette section, on se donne une S-courbe semi-stable et
réguliere X que ’on munit de la structure logarithmique .#y définie par sa fibre
spéciale X;. Le morphisme de schémas logarithmiques f : (X, .#x) — (S, #s)
est alors adéquat au sens de [4, II1.4.7]. On notera que X, est le sous-schéma
ouvert maximal de X ou la structure logarithmique .# est triviale. Pour alléger
les notations, on pose

.Q)‘(/S = QJXMX)/(S%). (11.2.1)

On munit X = X xS (2.1.1) de la structure logarithmique //%, image inverse

de Ax. Posons Tys = Home, (ﬁ)lf/s, Ox) et %/f = Jxs Qo 0. Comme X
est une S-courbe, on a alors H*(X,,, Zx/s,) = 0 et H*(X,, Ix/s.;) = 0. Compte
tenu de [35, Section 5, Cor. 2], R? f«(Tx,s) est localement libre de type fini. En

outre, on a R? f.(Ixs), = B*(X,;, Tx5.,) = 0. On en déduit que H* (X, Tx/s) =

0 et HX (X, ‘%/i) = 0. D’apres [29, Prop. 3.14], il existe une (<4 (S), M oy, 5)-

déformation lisse (? , M3) de (X, //%), c’est-a-dire un diagramme cartésien

X, M) (X, M)

l t (11.2.2)

(S, M) —— (G(S), M)
On fixe une telle déformation (? , M3) dans la suite de cette section.
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11.3. On note X le schéma formel complété p-adique de X. On désigne par
3 lﬂx// le complété p-adique du Og-module &~ l.Qif =£7'92} s ®oy Ox et
on pose, pour tout entier j > 0, £~ f.Qx/y = /\ﬁx &~ 1.{2313/5”). On sous-entend
par ﬁx[i]-module de Higgs a coefficients dans é’lféa‘e /5 un ﬁx[%]—module
de H~iggs a coefficients dans S“.Qa'e/y[i] (2.10). On désigne parNMH(ﬁ’x[%],
£7'82%, ) la catégorie de tels modules et par MHCOh(ﬁ’x[i], £7'2%,5) la sous-
catégorie pleine formée des modules de Higgs dont le ﬁx[i]-module sous-jacent
est cohérent. On appelle ﬁx[i]-ﬁbré de Higgs a coefficients dans £ ! 5315 /. tout

ﬁx[i]-module de Higgs a coefficients dans &~ 1[.?31E /5 dont le ﬁx[i]-module
sous-jacent est localement projectif de type fini (2.9).

11.4. On reprend les notations de la Section 7 pour le S-schéma X. Soit .#
un Ay-module adique et de type fini (7.15) et .4 un ﬁx[ﬁ]—ﬁbré de Higgs a

coefficients dans &~ 1.(2315 /- Dans [4, TIL12.10(ii)], Abbes et Gros définissent la
propriété selon laquelle .# et .4 sont associés. On dit que .# est de Dolbeault

s’il admet un fibré de Higgs associé et que .4~ est soluble s’il admet un @Q-
module associé (cf. [4, IT1.12. 11])

On des1gne par ModD"lb(%’) la sous-catégorie pleine de Mod‘m(%) (7.15)

formée des %Q—modules de Dolbeault et par MH“’l(ﬁx[p], E- 1.{23'E /) la sous-
catégorie pleine de MH(ﬁ’x[i], 5‘15315/5,) formée des ﬁx[;]-ﬁbres de Higgs

solubles a coefficients dans 5’153'6 Iz En vertu de [4, 1I1.12.18], il existe un
foncteur

S : Modg™ (%) — MHS°1<@° [p] £ fzx/y> (11.4.1)
D’apres [4, 111.12.23], il existe un foncteur dans I’autre sens

V/:MHS"I(ﬁ [;] £ .Qx//> > Mod2" (). (11.4.2)

THEOREME 11.5 [4, 111.12.26]. Les foncteurs (11.4.1) et (11.4.2) sont des
équivalences de catégories quasi inverses ['une de I’autre.
LEMME 11.6. Soit % un ﬁx[ |-module localement projectif de type fini. Alors,

le @Q—module T*(F) (10.1.4) et le fibré de Higgs (%, 0) sont associés (11.4) et
l’on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

(F,0) > H(T(F)). (11.6.1)
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Preuve. Démontrons que T*(.F) et (%, 0) sont r-associés dans le sens de [4,
II1.12.10(i)] pour tout nombre rationnel » > 0. On désigne par £ la @—algébre

de Higgs-Tate d’épaisseur r associée a (X, M) (cf. [4,111.10.31]), par d la B-
dérivation universelle de €' définie dans [4, (I11.12.7.1)], par £ la catégorie des

p’-isoconnexions intégrables relativement a 1’extension 40 /@ (cf. [4, 111.6.10])
et par &y la catégorie des objets de Z” a isogénie pres (2.16). Dans la suite, on
va construire un isomorphisme canonique fonctoriel

TH(ZF,0) > & (T(F)), (11.6.2)

ol & : Modaf(@) — BhetT: MHC"h(ﬁx[%], 5’1[7316/5,) — &, sont des
foncteurs [4, (I11.12.7.3) et (I11.12.7.8)]. En vertu de (4.1.2), il existe un Ox-
module cohérent ¥ tel que ¥ ~ ¥4 [11)]. Par définition de &" [4, (II1.12.7.2)],
ona

G (T(F) = (E" @, THD. €V @5 T ¥).id, p'd” ®@id)g. (11.6.3)
Compte tenu de la définition de Tt [4, (II1.12.7.6)], on a

THF.0) = (6 @5 T9). ¢ @5 T(¥).id®@ T (), p'd” ® T*(id))q.

(11.6.4)
On prend pour (11.6.2) I’'isomorphisme induit par (11.6.3) et (11.6.4). D’apres [4,
I1.12.17(i)], on en déduit un isomorphisme

(F,0) > H(T(F)).

La fonctorialité de (11.6.1) se déduit de celle de (11.6.2). Le lemme s’ensuit. [

PROPOSITION 11.7. Soit X un point géométrique de X; et V une €-
représentation continue de m,(Xz,Xx) (3.18). Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(a) Le Bo-module B (V) (8.6.3) est de Dolbeault (11.4) et le fibré de Higgs
%(,BV@(V)) est de champ de Higgs nul.

(b) V est de Weil-Tate relativement a X (10.3).

De plus, si les conditions sont remplies, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel de fibrés de Higgs

A BL(V)) = (Tx(V),0), (11.7.1)

ou Ty est le foncteur (10.11.1).
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Preuve. Supposons d’abord que la condition (a) soit remplie. On note F
le ﬁx[ﬁ]—module localement projectif de type fini sous-jacent a 7 (B (V).
D’apres 11.6, on a un isomorphisme canonique

(F.0) = A (T(F)).
En vertu de 11.5, on en déduit un isomorphisme de @@—modules
By(V) > TP,

d’ot 1a condition (b).
Supposons que la condition (b) soit vraie. D’apres 10.10, le ﬁx[i]—module

Tx (V) est localement projectif de type fini. De plus, on a un isomorphisme
fonctoriel en V (10.10.1)

By(V) = T (Tx(V)).

La condition (a) et I’isomorphisme (11.7.1) résultent alors de 11.6 appliqué a
F = Tx (V). O

PROPOSITION 11.8. Soit C une K -courbe propre et lisse, X un point géométrique
de C, V une C-représentation de Weil-Tate de 7,(C, X) et 7 (V) le fibré vectoriel
sur C = C ®x Cassocié a V. On a alors une suite exacte

0 — H'(Cpar, T(V)) = H._(m,(C, %), V) (11.8.1)
— H'(Coar, T(V) ®0, (€7'2% ) = 0,
ou Hiom(m (C,Xx), —) désigne le groupe de cohomologie continue de m\(C, X)
(3.30).

Preuve. Quitte a remplacer K par une extension finie, il existe un S-modele semi-
stable et régulier X de C tel que V soit de Weil-Tate relativement a X (10.3).
Reprenant les notations précédentes pour X, on a un isomorphisme canonique de

A y-modules )
Bo(V) =T (Tx(V)). (11.8.2)

Reprenant les notations de 2.17 pour le topos annelé (ESN‘j, B), d’apres (3.30)
et (7.21), le foncteur B@ (8.6.3) induit un isomorphisme canonique

H}, (71 (C, %), V) = H'(E)", B3 (V). (11.8.3)

https://doi.org/10.1017/fms.2017.7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/fms.2017.7

Transport paralléle et correspondance de Simpson p-adique 93

Par ailleurs, choisissant un Ox-module cohérent .% tel que .F [i] ~ T (V)
(4.1.2), on a une suite exacte

H' (X, R/ T,(T*(F))) = H (EN, T*(F)).
Compte tenu de 5.16(i), on en déduit une suite spectrale
H' (X, R/ T, (T (T (V) = HH(EN, T*(Zx(V))). (11.8.4)

D’apres (11.7.1) et [4, 111.12.34], on a un isomorphisme canonique de ﬁx[i]-
modules ‘ .
RIT.(T(Zx (V) =~ Tx(V) @ay £772% 5.

Compte tenu de 5.16(ii), on a un isomorphisme ¢-linéaire

H (X, Zx(V) ®p, E725,,) 2 H (Coar. T(V) @0, 721 ).

c/e

Comme C est une courbe sur K, ce dernier est nul si i > 2. On en déduit par
(11.8.4) une suite exacte de €-espaces vectoriels

0 — H'(Cars T (V) = HI(EY, T*(T2(V)))

= H(Coar, T(V) ®0, (€7'2},)) = 0. (11.8.5)
La proposition s’ensuit compte tenu de (11.8.2), (11.8.3) et (11.8.5). I

12. Faisceaux de a-modules

12.1. Pour toute o-algebre A, on désigne par Mod(A) la catégorie abélienne
tensorielle des A-modules. Suivant 2.18, prenant pour ¢ : 0 — A = End(idyed(a))
I’homomorphisme structural, on appelle catégorie des o- A-modules et I’on note
a-Mod(A) le quotient de la catégorie Mod(A) par la sous-catégorie épaisse des
A-modules a-nuls. On désigne par

o : Mod(A) — a-Mod(A), M > M, (12.1.1)

le foncteur canonique (2.18.1). Pour tous A-modules M et N, on a un
isomorphisme canonique fonctoriel [3, (1.4.7.1)]

Hom, yoeaa) (M®, N%) = Homygea(a)(m ®, M, N). (12.1.2)
On désigne par o, le foncteur

o, 1 a-Mod(A) — Mod(A), P +— Homy meacs)(A%, P), (12.1.3)
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et par o, le foncteur
0 :a-Mod(A) — Mod(A), P> mQ, o.(P). (12.1.4)

En vertu de (12.1.2), pour tout A-module M, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel
0,(M*) — Hom,(m, M). (12.1.5)

PROPOSITION 12.2 [3,1.4.8]. (i) Le foncteur o, est un adjoint a droite du
foncteur a (12.1.1).

(i) Le morphisme d’adjonction a o o, — id est un isomorphisme.

(iii) Le foncteur oy est un adjoint a gauche du foncteur .

(iv) Le morphisme d’adjonction id — « o oy est un isomorphisme.

COROLLAIRE 12.3 [3, 1.4.9]. Les foncteurs o et o, sont exacts et le foncteur o,
est exact a gauche.

12.4. On appelle a-0-algebre (ou 0*-algebre) un monoide unitaire commutatif de
a-Mod(o) [3, 1.4.11]. On désigne par Alg(o) la catégorie des o-algebres et par
a-Alg(o) la catégorie des a-o-algebres. Le foncteur o étant monoidal, il induit un
foncteur que I’on note encore

a : Alg(o) — a-Alg(o). (12.4.1)

Compte tenu de I’isomorphisme canonique A* — A% ® 4« A%, le foncteur o,
(12.1.3) induit un foncteur que I’on note encore

o, : a-Alg(o) — Alg(o), P +— Hom,.meas) (A%, P). (12.4.2)

En vertu de [3, 1.4.12], celui-ci est un adjoint a droite du foncteur « (12.4.1) et le
morphisme d’adjonction « o 0, — id est un isomorphisme.

12.5. Soit A une o-algebre. On pose A* = «(A) (12.4.1) et on désigne par
Mod(A“%) la catégorie des A“-modules unitaires de «-Mod(0). Le foncteur « :
Mod(0) — a-Mod(o) étant monoidal, il induit un foncteur

o, Mod(A) — Mod(A%).

Celui-ci transforme les «-isomorphismes en des isomorphismes. Il induit une
équivalence de catégories [3, 1.4.13]

a-Mod(A) > Mod(A%).
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On pose A’ = 0,(A%) (12.4.2). D’apres 12.4, on a un morphisme canonique

de o-algébres A : A — A’ qui induit un isomorphisme A® — A™. Pour tous
o“-modules P et O, on a un morphisme o-linéaire canonique

Homg mod(o) (0%, P) ®, Homg mod(o) (0%, Q) — Homg mod(o) (0%, P @o« Q)

défini par fonctorialité et composition. Par suite, le foncteur o, (12.1.3) induit un
foncteur
7, : Mod(A*) — Mod(A").

Composant avec le foncteur induit par A : A — A’, on obtient un foncteur
7, : Mod(A%) — Mod(A). (12.5.1)
On désigne par 7, le foncteur
7, : Mod(A%) — Mod(A), P> m®, 1.(P).

Le foncteur 7, (resp. 7,) est un adjoint a droite (resp. a gauche) de a4 et les
morphismes d’adjonction @y o 7, — id et id — a4 o 7, sont des isomorphismes
(cf. [3, 1.4.13]).

12.6. Dans la suite de cette section, ¢ désigne un site, % la catégorie des
préfaisceaux d’ensembles sur € et € le topos des faisceaux d’ensembles sur %
On note o4 (resp. my) le préfaisceau constant sur % de valeur o (resp. m) et
0 (resp. my) le faisceau associé. On désigne par Mod(o) (resp. Mod(0))
la catégorie abélienne tensorielle des (0.2)-modules de @ (resp. (0z)-modules
de ¥). Prenant pour o0 — End(oy) (resp. o — End(o)) ’homomorphisme
canonique, on appelle catégorie des a-oz-modules (resp. a-0-modules) et I’on
note a-Mod(o) (resp. «-Mod(o)) le quotient de Mod(o) (resp. Mod(0))
par la sous-catégorie épaisse des modules «-nuls.

12.7. On appelle catégorie des préfaisceaux de a-o-modules sur € et I’on note
«-% la catégorie des préfaisceaux sur % a valeurs dans la catégorie a-Mod (o),
i.e. la catégorie des foncteurs de €° a valeurs dans a-Mod (o) [3, 1.4.16].
On dit qu’un préfaisceau de a-0-modules F sur € est séparé (resp. un faisceau)
si pour tout objet X de % et tout crible couvrant % de X, le morphisme canonique

F(X)— lim  F(Y)
Yu)e(€)%)°

est un monomorphisme (resp. isomorphisme) (cf. [3, 1.4.21 et 1.4.24]). On note
a-% la sous-catégorie pleine de «-% des faisceaux de a-0-modules sur €.
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Le foncteur « : Mod(0) — «a-Mod(o) (12.1.1) définit un foncteur exact et
monoidal A
o :Mod(op) — a-%. (12.7.1)

D’apres [3, 1.4.9(1)], celui-ci transforme les faisceaux de o-modules en des
faisceaux de «-0-modules. Il induit donc un foncteur

& : Mod(oy) — a-%. (12.7.2)

Ce dernier transforme les a-isomorphismes en des isomorphismes [3, 1.4.23(iii)].
Il induit une équivalence de catégories [3, 1.4.35]

a-Mod(0,) = a-%. (12.7.3)

On munit &-% de la structure de catégorie abélienne tensorielle déduite de celle
de a-Mod(0y) (2.20) via I’équivalence (12.7.3). - R

En vertu de [3, 1.4.31], le foncteur canonique d’inclusion ¢ : «-% — a-€
admet un adjoint a gauche

a:a-€ — a-F, (12.7.4)

dit foncteur ‘faisceau de «-o-modules associé’. On désigne par i : Mod(oy)
— Mod(o) le foncteur canonique et par a : Mod(o,z) — Mod(o) le foncteur
‘faisceau de o-modules associé¢’. On a alors des diagrammes commutatifs a
isomorphismes pres [3, 1.4.35 et 1.4.36]

Mod(o;) —>Mod(oz)  Mod(07) —— Mod(0,7)
al la al la (127.5)
(X-? a (X-Cg. Ol-cgv : a-(g\.

12.8. Les foncteurs o, (12.1.3) et gy (12.1.4) (pour les o-modules) induisent des
foncteurs que I’on note respectivement

5. 1 a-€ — Mod(0.), (12.8.1)
5 a-€ — Mod(0,). (12.8.2)

En vertu de [3, 1.4.9(1)], 0. transforme les faisceaux de a-o-modules en des
faisceaux de o-modules. Il définit donc un foncteur

5. : a-€ — Mod(0). (12.8.3)
On désigne par o le foncteur

G a-€ — Mod(0) M > mg @, 5. (M). (12.8.4)

https://doi.org/10.1017/fms.2017.7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/fms.2017.7

Transport paralléle et correspondance de Simpson p-adique 97

On notera que o, s’identifie au composé du foncteur o, (12.8.2) et du foncteur
‘faisceau associé” a. D aprés 12.2, le foncteur o, (resp. o) est un adjoint a droite
(resp. a gauche) de @ (cf. [3, 1.4.19]) ; les morphismes d’adjonction @ o 7, — id
et id — @ o 0, sont des isomorphismes. Le foncteur &, est un adjoint a droite de
a et le morphisme d’adjonction & o G, — id est un isomorphisme [3, 1.4.35].

LEMME 12.9. (i) Le foncteur o, (12.8.4) est un adjoint a gauche de a (12.7.2).

(ii) Le morphisme d’adjonction id — a o 0, est un isomorphisme.

Preuve. Soit M un faisceau de «-0-modules sur € et N un oz-module. On a
6((M) = a(@(L(M))).
(i) Par adjonction et (12.7.5), on a des isomorphismes

Hom,_(a(6(t(M))), N) ~ Hom,_(G,(t(M)), i (N))
~ Hom, 2(t(M), a@(i(N)))
~ Hom, (M, &(N)).

(ii) Le morphisme d’adjonction (M) — @(0,(¢(M))) est un isomorphisme.
Compte tenu de (12.7.5), on a des isomorphismes

M = a@@ (M) = &G /(M)). [

12.10. La donnée d’un monoide commutatif unitaire de a-% est équivalente
a la donnée d’un préfaisceau sur ¢ a valeurs dans «-Alg(o) (12.4.1) dont le
préfaisceau de a-o-module sous-jacent est un faisceau (cf. [3, 1.4.40]). On note
Alg(a-%) la catégorie des monoides commutatifs unitaires de «-%’.

De méme, la donnée d’un monoide commutatif unitaire de Mod (o) est
équivalente a la donnée d’une (0y)-algebre de %’. On note Alg(oy) la catégorie
des monoides commutatifs unitaires de Mod(o0.>).

Le foncteur & (12.7.2) étant monoidal, il induit un foncteur que 1’on note encore

a : Alg(oy) — Alg(a-%). (12.10.1)

Compte tenu de 12.4, le foncteur &, (12.8.3) induit un foncteur que 1’on note
encore

5, Alg(a-%) — Alg(0,). (12.10.2)

D’apres [3, 1.4.40], &, est un adjoint a droite de & ; le morphisme d’adjonction
® o0, — id est un isomorphisme et le morphisme d’adjonction id — &, o@ induit
un isomorphisme & — & 0 &, o &.
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12.11. Dans la suite de cette section, on fixe une o-algebre A de:g. On désigne
par Mod(A) la catégorie abélienne tensorielle des A-modules de . Prenant pour
¢ : 0 —> I'(6¢, A) 'homomorphisme canonique, on appelle catégorie des a-A-
modules et I’on note «-Mod(A) le quotient de la catégorie abélienne Mod(A) par
la sous-catégorie épaisse des A-modules a-nuls.

On pose A* = a(A) (12.10.1) et on désigne par Mod(A®) la catégorie des A*-
modules unitaires de «-%. La donnée d’une structure de A*-module unitaire sur
un faisceau de «-o-modules M sur € est équivalente a la donnée pour tout X €
Ob(%) d’une structure de a(A(X))-module unitaire sur M (X) dans le sens de
12.5 telle que pour tout morphisme X — Y de %, le morphisme M (Y) — M (X)
soit linéaire relativement au morphisme de 0*-algebres «(A(Y)) — a(A(X)), ou
o : Alg(o) — a-Alg(o) est le foncteur (12.4.1) (cf. [3, 1.4.41]).

Le foncteur o (12.7.2) étant monoidal, il définit un foncteur

@4 : Mod(A) — Mod(A®). (12.11.1)

Celui-ci transforme les «-isomorphismes en des isomorphismes (cf. [3,
1.4.23(iii)]). Il induit une équivalence de catégories [3, 1.4.41]

a-Mod(A) = Mod(A%).

Dans la suite de cette section, pour tout A-module M, on pose abusivement M* =
a,(M).

12.12. On pose A’ = G,.(A%) (12.10.2). D’apres 12.10, on a un homomorphisme
canonique de o.-algébres A : A — A’, qui induit un isomorphisme & (A) >
ad(A’). Compte tenu de 12.5, le foncteur o, (12.8.3) induit un foncteur (cf. [3,
1.4.41])

7, : Mod(A%) — Mod(A).

Composant avec le foncteur induit par A, on obtient un foncteur
T, : Mod(A®) — Mod(A). (12.12.1)
On désigne par T, le foncteur
7 : Mod(A%) — Mod(A), M > my @, T.(M). (12.12.2)
Pour tous A*-modules M et N, on pose
Hom« (M, N) = Hompeqae) (M, N),

qui est naturellement muni d’une structure de I" (%, A)-module, en particulier
d’une structure de o-module.
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12.13. Soit A — B un morphisme de o-algebres. On note B¢ = &(5) (12.10.1)
et on désigne par Mod(B%) la catégorie des B*-modules de «-%. On a des
diagrammes commutatifs

Mod(B*) — >~ Mod(B) Mod(B*) —% > Mod(B)
Mod(A%) — > Mod(A). Mod(A%) —2> Mod(A).

ou les fleches verticales sont des foncteurs d’oubli, et Tg.., Tp1, Tax €t Tay désignent
les foncteurs (12.12.1) et (12.12.2) relatifs a B et A respectivement. On peut donc
omettre les indices B et A dans les notations de Tg,, Tg1, Tax €t Tar.

LEMME 12.14 [3, 1.4.23]. (i) Pour qu’un morphisme de A-modules f : M —
N soit un a-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme mz ®,. - M —
My Q.- N induit par f soit un isomorphisme.

(i1) Pour tous A-modules M et N, on a un isomorphisme o-linéaire canonique
Hom . (M*, N*) = Homy(my ®, . M, N). (12.14.1)

PROPOSITION 12.15. (i) Le foncteur T, (12.12.1) est un adjoint a droite du
foncteur a4 (12.11.1).

(ii) Le morphisme d’adjonction &4 o T, — id est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur T, (12.12.2) est un adjoint a gauche du foncteur o 4.

(iv) Le morphisme d’adjonction id — @4 o T, est un isomorphisme.

Preuve. Les assertions (i) et (ii) sont démontrées dans [3, 1.4.41].
(iii) Soit M un A-module et N un A*-module. D’apres (ii) et (12.14.1), on a
des isomorphismes

Hom .« (N, M*) = Hom . ((Z.(N))“, M*)
— Homy (mg ®, - T.(N), M)
— Hom, (T.(N), M).
(iv) On notera que, pour tout A*-module M, le «-0-module sous-jacent a

(T(M))* s’identifie canoniquement & &(c,(M)). L’ assertion résulte du fait que
le morphisme d’adjonction id — @ o &, est un isomorphisme (cf. 12.9(ii)). O
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COROLLAIRE 12.16. (i) Les foncteurs d,, T, sont exacts et le foncteur T, est
exact a gauche.

(ii) Les foncteurs a4 et T, transforment les objets injectifs en des objets injectifs.
En particulier, Mod(A%) a suffisamment d’injectifs.

(iii) Le morphisme d’adjonction id — T, o &4 (resp. T, o d4 — id) induit un
isomorphisme a — G4 0 T, 00y (resp. Gy 0 T 00y —> Uy).

Preuve. (i) Compte tenu de 12.15, a4 est exact et T, (resp. T)) est exact a gauche
(resp. a droite). Le o-module mgz étant plat [6, V 1.7.1], I’exactitude de T,
s’ensuit compte tenu de (12.12.2).

(ii) Le foncteur a4 (resp. T,) est un adjoint a droite d’un foncteur exact, d’ou
I’assertion [6, V 0.2].

(iii) En effet, le morphisme composé

&A_)&‘AO?*O&‘A_)&A’

ou les fleches sont déduites des morphismes d’adjonction, s’identifie au
morphisme identique. L’assertion pour 7, s’ensuit compte tenu de 12.15(ii).
La démonstration de I’assertion pour T; est similaire. O

REMARQUE 12.17. Le foncteur &4 ne transforme pas les objets projectifs en
des objets projectifs. En effet, considérons le topos ponctuel et prenons pour A
I’anneau o. En vertu de (12.1.5), pour tout o-module M, on a un isomorphisme
canonique

Hom,« (0%, M*) = Hom, (m, M).
Compte tenu de 3.3, 0 n’est pas projectif dans la catégorie «-Mod (o).
12.18. On désigne par D(Mod(A)) (resp. D(Mod(A%))) la catégorie dérivée de

Mod(A) (resp. Mod(A®)). Les foncteurs exacts &, et T, induisent des foncteurs
exacts entre catégories dérivées

F :D(Mod(A)) — D(Mod(A%)),

G : D(Mod(A®)) — D(Mod(A)). (12.18.1)

PROPOSITION 12.19. Le foncteur G est un adjoint a gauche de F.
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Preuve. D’apres [19, 1.1.12], on a des identités triangulaires

~ A~ ~ TN ~~

aA=aAa&A ‘[!:‘[!QA%;

A T

ol 1 et ¢ désignent les transformations naturelles d’adjonction. Comme &4 et T,
sont exacts, on en déduit des identités triangulaires similaires pour la paire (G, F).
La proposition s’ensuit compte tenu de [19, 1.1.14]. O

12.20. Rappelons que la catégorie abélienne Mod(A®) a suffisamment d’injectifs
(12.16(ii)) et reprenons les définitions de 2.4 pour cette catégorie. Pour tous A*-
modules M, N et tout entier i > 0, on pose

Ext). (M, N) = Extyoq(se) (M, N)

qui est muni d’une structure de o-module.
D’apres (2.3.1) et 12.19, pour tout A*-module M, tout A-module N et tout
entier i > 0, on a un isomorphisme canonique

Ext', (T.(M), N) = Ext',.(M, N*). (12.20.1)

Soit M et N deux A-modules. Le foncteur exact &, induit un morphisme
canonique (2.3.2) . '
Ext,(M, N) — Ext,,(M*, N). (12.20.2)

Composant avec I’isomorphisme Ext',, (M*, N*) = Ext!, (%,(M®), N, on obtient
un morphisme canonique

Ext), (M, N) — Ext,(Z(M*), N). (12.20.3)

On notera que celui-la est induit par le morphisme d’adjonction G o F — id. En
particulier, il s’identifie au morphisme canonique induit par la fleche d’adjonction
T(M*) — M.

LEMME 12.21. Soit M et N deux A-modules de €. Le morphisme canonique
(12.20.2) est un a-isomorphisme de o-modules.

Preuve. 11 suffit de démontrer que le morphisme (12.20.3) est un «-isomorphisme.

En vertu de 12.16(iii), le morphisme canonique f : T,(M*) — M est un «-
isomorphisme de Mod(A). D’apres 2.19, pour tout y € m, il existe un morphisme
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A-linéaire g, : M — T(M®) tel que g, o f = y?idy et f o g, = y?idzue). On
en déduit que le noyau et le conoyau de (12.20.3) sont annulés par y2, d’ou le
lemme. (|

COROLLAIRE 12.22. Le foncteur a4 (12.11.1) induit une équivalence de
catégories
Modg(A) — Modg(A%),

out la source (resp. le but) désigne la catégorie des A-modules (resp. A*-modules)
a isogénie pres (2.16).

Preuve. Par définition, le foncteur est essentiellement surjectif. La pleine fidélité
résulte de 12.21. O

12.23. Soit M un A*-module et N un A-module. En vertu de 12.15(iv), on a des
isomorphismes canoniques et fonctoriels de A*-modules

(TM @40 N)* > M @40 N¥,  (T(M))* @p« N* > M @40 N°.

On en déduit, par 12.14(ii) et 12.15(iii), un isomorphisme canonique et fonctoriel
de A-modules

m(g ®og a(M ®A“ Na) :) mf ®oga(M) ®A N

Compte tenu de I’isomorphisme m ®, m >~ m et de la définition de T, celui-ci
s’identifie a I’isomorphisme

Z(M @40 N*) = T(M) @4 N. (12.23.1)

PROPOSITION 12.24. Soit n un entier > 1 et supposons que p"A = 0. Soit M un
A-module plat sur o, [6, V 1.7].

(1) Pour tout o,-module P et tout entier i > 0, on a un isomorphisme canonique

Ext, (m/p"m, P) = Ext(m, P).

(i) Le foncteur Homy(M, —) : Mod(A) — Mod(o,) transforme les objets
injectifs en objets injectifs.

(iii) Soit Ny et N, deux A-modules. On a un isomorphisme canonique et fonctoriel

HomA(m%: ®0<g: Nl, Nz) :) Homo(m, HomA(Nl, Nz)) (]2241)
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(iv) Pour tout A-module N, on a une suite spectrale

Ey’ = Ext,(m, Ext)(M, N)) = E™/ = Ext,"” (mg @, M. N). (12.24.2)

Preuve. (i) Le foncteur Hom,(—, P) : Mod(0) — Mod(0) s’identifie au foncteur
composé

Mod (o) —2% Mod(o,) — "% Mod(o).

Comme — ®, 0, envoie les objets projectifs sur des objets projectifs, on en déduit
une suite spectrale

Ext, (Tor?(m, 0,), P) = Ext,"/(m, P). (12.24.3)

L’ assertion résulte alors de la platitude de m.

(ii) Posons 0, = 0/ p" 0. Soit P un 0,-module et Py le faisceau associé au
préfaisceau constant de valeur P sur % . Pour tout A-module N, par adjonction [6,
IV 13.4.1], on a un isomorphisme canonique

Hom, ., (P, N) = Hom,, (P, I'(€, N)). (12.24.4)

Soit I un A-module injectif de %. Pour tout o,-module P, on en déduit un
isomorphisme canonique

Hom, . (Pg, #om(M, 1)) — Hom,, (P, Hom,(M, I)).
Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique [6, IV 12.14]
Hom,(Pg ®,, M,I)— Hom,. (Pg, #oms(M,I)).

L’injectivité de Hom, (M, I') résulte de celle de I et de la platitude de M.
(iii) En vertu de [6, IV 12.14], on a un isomorphisme canonique et fonctoriel

Hom,(mg ®,. Ny, N;) > Hom,_(mgz, #om (N, N>)). (12.24.5)
Par adjonction [6, IV 13.4.1], on a un isomorphisme canonique et fonctoriel
Hom,__(mg, #om (N, N»)) = Hom,(m, Hom,(N;, N»)).
(iv) D’apres (iii), le foncteur
Homy, (my ®, - M, —) : Mod(A) — Mod(o,)
s’identifie au foncteur composé

Homu (M,—) Hom,,, (m/p"m,—)

Mod(A) Mod(0,) ———— > Mod(o,).
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Comme Hom, (M, —) envoie les objets injectifs sur des objets injectifs, on en
déduit une suite spectrale

Ext, (m/p"m, Ext), (M, N)) = Ext,” (mg ®, . M, N). (12.24.6)

La suite spectrale (12.24.2) s’ensuit compte tenu de (i). ]

12.25. Soit ¢ : (Cg/, A) — (%7, A) un morphisme de topos annelés. On note

a-%"' la catégorie des faisceaux de a-0-modules de € (12.7) et on pose A™ =

a(A’) (12.10.1). On désigne par Mod(A™) la catégorie des A™-modules de

a-%". En vertu de 12.14(i), le foncteur ¢* : Mod(A) — Mod(A’) envoie les
a-isomorphismes sur des a-isomorphismes. Il induit donc un foncteur

¥ : Mod(A%) — Mod(A™) (12.25.1)

qui s’insere dans un diagramme commutatif

Mod(A) ——> Mod(A")
l L~ (12.25.2)
Mod(A®) —'~ Mod(A™).

Compte tenu de 12.15(iv), pour tout A*-module M, on a un isomorphisme
canonique et fonctoriel

V(M) — (¢ (Ta(M)))". (12.25.3)
Le morphisme adjoint de cet isomorphisme

(Y (M) — ¢"(Ta(M)) (12.25.4)
est un a-isomorphisme en vertu de 12.15(iii). C’est méme un isomorphisme en

vertu de 12.14(ii) et de I’isomorphisme m ®, m >~ m.

12.26. Conservons les notations de 12.25 et supposons que le morphisme ¢ soit
plat, i.e. le foncteur ¢* : Mod(A) — Mod(A’) soit exact [6, V 1.8]. D apres [20,
III.1, Cor. 3], le foncteur v (12.25.1) est exact. En vertu de (12.25.2) et (12.25.4),
pour tout A*-module M, tout A-module N et tout entier i > 0, les isomorphismes
(12.20.1) induisent un diagramme commutatif

Ext'y, (M, N*) —— Ext',,, ( (M), ¥ (N9))
l j (12.26.1)

Ext), (Ta(M), N) - Extly, (Tan (¥ (M), ¢*(N)),
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ou les fleches horizontales sont les morphismes canoniques induits par les
foncteurs exacts ¢* et ¥ (2.3.2).

12.27. Conservons les notations et les hypotheses de 12.26 et supposons de plus
que p"A = 0. Soit M un A-module qui est plat sur 0, et N un A-module. Comme
@* est exact, le A’-module ¢*(M) est encore plat sur o0,. On désigne par E (resp.
E’) la suite spectrale (12.24.2) associée aux A-modules M et N (resp. A’-modules
©*(M) et *(N)). Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales
(cf. 15.5)

u= @’ u"):E—FE (12.27.1)

dont les morphismes
iy’ Ext (m, Ext, (M, N)) — Ext. (m, Ext), (¢* (M), ¢*(N)))
u" Exty(mg @, M, N) — Exty,(mz ®,_, 9" (M), ¢*(N))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* (2.3.2). Compte tenu de
I'isomorphisme canonique me ®,_ M =~ T(M%) et (12.26.1), le morphisme u"
s’identifie au morphisme canonique induit par v :

Extl. (M*, N*) — Extl. (Y (M*), Yy (N%)). (12.27.2)

DEFINITION 12.28 [3, 1.5.3]. Soit M un A-module de ‘gvet y em.

(i) On dit que M est de type y-fini s’il existe un raffinement (U;);c; de 1’objet
final de € tel que, pour tout i € I, il existe un (A|U;)-module libre de type
fini N; et un morphisme (A|U;)-linéaire

N; —> M|U;
dont le conoyau est annulé par y .
(i) On dit que M est de type a-fini s’il est de type y-fini pour tout y € m.
DEFINITION 12.29. (i) On dit qu'un A-module M est plat (resp. a-plat) si,

pour tout morphisme injectif de A-modules f : N; — N,, le noyau de
dy ®f : M Q4 Ny > M ®,4 N, est nul (resp. o-nul).

(i) On dit qu'un A*-module M est plat si, pour tout morphisme injectif de A*-
modules f : Ny - Ny, lenoyaudeidy, ® f : M Qpe N| > M Q@4 N, est
nul.

LEMME 12.30. (i) Pour qu’un A-module M soit a-plat, il faut et il suffit que
M* soit un A*-module plat.
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(ii) Pour qu’'un A®-module N soit plat, il faut et il suffit que T,(N) soit un A-
module plat.

Preuve. (i) Supposons que M soit un A-module «-plat et soit f : Ny — N, une
injection de A%-modules. D’apres 12.16(1), f induit une injection de A-modules
7i(N1) — 7(N,). On en déduit que le noyau de idy T,(f) : M ®4 ©(N,) —
M ®, ©.(N,) est a-nul. Comme le foncteur a4 est exact et commute avec les
produits tensoriels, le morphisme idy« @ f : M* @« N — M Qa0 N, est une
injection ; d’ou la platitude de M*“.

D’autre part, supposons que M“ soit un A*-module plat et soit f : Ny — N,
une injection de A-modules. Posons N = Ker(M ® 4 Ny - M ®4 N,). Comme le
foncteur o4 est exact et M plat, on a une injection de A%-modules M® ® 4« N —
M* ® 40 N5. On en déduit que N* = 0; d’ou I’assertion recherchée.

(i1) La suffisance de la condition résulte de (i) et de I’isomorphisme N >
(T(N))* (12.15(iv)).

Supposons que N soit un A*-module plat. En vertu de (i) et de I’isomorphisme
N = (T.(N))* (12.15(ii)), T.(N) est a-plat. Soit f : Ny — N, un morphisme
injectif de A-modules. Posons L = Ker(7.(N) @ 4« N; = T.(N) ®4« N,) qui est
a-nul. Compte tenu de la platitude de mez sur 02, on amy®, L = Ker(T/(N)® e
N; = T(N) ®« N>). Ce dernier est nul ; d’ot la platitude de T,(N). O

LEMME 12.31. Conservons les notations de 12.25.

(1) Pour tout A-module plat M, ¢*(M) est un A’-module plat.

(i1) Pour tout A*-module plat N, ¥ (N) est un A-module plat.
Preuve. L’assertion (i) est démontrée dans [6, V 1.7.1]. D’apres 12.30(i), le A-
module T;(N) est plat. En vertu de (i), le A’-module ¢*(T4(N)) =~ Tan(¥(N))
(12.25.4) est plat. La A*-platitude de 1/ (V) s’ensuit compte tenu de 12.30(i). O

12.32. On note € le topos des systémes projectifs d’objets de € (2.11). On
pose ogie = (02),>1 (resp. mene = (Me),>1) qui est 1somorphe au faisceau
associé au préfaisceau constant de valeur o (resp. m) de €. Soit A = (A1
une o e -algebre. On note Mod(A) la catégorie des A-modules de £

PROPOSITION 12.33. (i) Soit M un A-module de . On a un isomorphisme
canonique fonctoriel (12.12.1)

T.(M*) > Hom, (mz, M). (12.33.1)
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(ii) Soit M = (M,,)y>1 un A-module de €. On a un isomorphisme canonique
fonctoriel

Hom, . (mene, M) = (Hom, (Mg, M,))n>1

PNreuve. Soit U un objet de € et Ju: %U S Cle morphisme de localisation de
Fenl. _

(i) On a un isomorphisme canonique fonctoriel M (U) > T (G, ji(M)).
Comme @ et o, transforment les faisceaux en des faisceaux (12.7, 12.8), d’apres
(12.1.5), on a un isomorphisme canonique fonctoriel

T.(M*)(U) =~ Hom,(m, M(U)).
Par adjonction [6, IV 13.4.1], on a un isomorphisme canonique fonctoriel
Hom, (m, I'(€)u, ji;(M))) = Hom,, (j(me), j;(M)).

L’assertion s’ensuit. N N
(ii) Soit n un entier > 1. On désigne par , : € — %" le morphisme de
topos canonique défini pour tout faisceau F' = (F}),>; de & par a(F) =F
[4, (II1.7.1.2)]. Le foncteur o admet un adjoint a droit o, (cf. [4, (IIL.7.1.5)]). On
en déduit des isomorphismes :
aZ(%amawo (mgwe, M))(U) x~ L%”omu(gl\,c (mgwe, M) (a,n(U))  (12.33.2)

~ Hom, .1, o), (M la )y Mo, w))-

On note [n] le sous-ensemble ordonné {1,2...,n} de N. On munit CKN/U x [n]
de la topologie totale relative au site fibré constant ‘K/U X [n] — [n] de fibre
% [4, VL.7.1] et on désigne par (%/ )™’ le topos des faisceaux d’ensembles sur
CK/U x [n] (cf. [4,1IL1.7.1]). Le foncteur d’injection canonique io”/y x[n] = CK/U xN
induit un morphisme de topos [4, 111.7.8]

0 (G > (G )™

On note j.n : (€) 0wy — € le morphisme de localisation de %" en
o, (U). D’apres [4, I11.7.9], on a une équivalence canonique de topos

h: ((gu)w - ((gNO)/am(w

telle que jy ) o h soit le composé
~ o on ~ o GV’ o
G B (G =
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On en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

HomOCgNo la,py () (mere |, wys Mla,yw))

— Hom Mgy (g (Mid)i<i<n)- (12.33.3)

(g e

D’apres [4, VI.7.13], on a un isomorphisme canonique fonctoriel
Hom, e (M, yor (i (M1i0) = Homo, (g, i (M,)). (12.33.4)

Compte tenu de (12.33.2), (12.33.3) et (12.33.4), on en déduit un isomorphisme
canonique fonctoriel

(jiﬁom(,Wo (mgre, M)) = Hom, (mz, M,),
d’ou la proposition. O
12.34. Conservons les notations de 12.32. On désigne par a- -GN 1a catégorie des
faisceaux de a-o0-modules de € (12.7). Pour tout entier n > 1, on désigne par
Mod(A"‘) la categorle des A%¥-modules de a- % et par Mod(A®) la catégorie des

A“-modules de @-%"". On note P(Mod(AY)) la catégorie des systémes projectifs
(M) 1, ou M, estun Aj-module et M, ,; — M, un morphisme Aj_ -linéaire.

Soit M = (M,),>1 un objet de Mod(A) et f = (fu)n>1 un morphisme de
Mod(A) Pour que M soit a-nul, il faut et il suffit que, pour toutn > 1, M, soit «-
nul dans la catégorie Mod(A, ). Par suite, le morphisme f est un a-isomorphisme
si et seulement si, pour tout entier n > 1, le morphisme f, est un «-isomorphisme
de Mod(A,). Par suite, le foncteur

a : Mod(A) — PMod(AY)) (M,) — (M) (12.34.1)

envoie les a-isomorphismes sur des isomorphismes. Il induit donc un foncteur
b : Mod(A®) — P(Mod(A%)). (12.34.2)
Les foncteurs (74, : Mod(A%) — Mod(A,)),>; (12.12.1) induisent un foncteur
1 : P(Mod(A%)) — Mod(A) (M,) — (T.(M,)). (12.34.3)

On désigne par 5
s : P(Mod(AY)) — Mod(A%)

le composé du foncteur ¢ et du foncteur canonique o : Mod(A) — Mod(fi"‘).
Les isomorphismes @, o Tx,« — id (12.15(ii)) induisent un isomorphisme

bos—id.
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D’apres 12.33, le foncteur composé
toa: Mod(A) — Mod(A)

s’identifie au foncteur composé Tz, o & ;. En vertu de 12.16(iii), le foncteur & :
Mod(A) — Mod(A*) est isomorphe au foncteur composé

Mod(A) <% P(Mod(A%)) > Mod(A) =5 Mod(A®).
On en déduit un isomorphisme
id > sob.

Par suite, b et s sont des équivalences de catégories, quasi inverses 1’une de 1’autre.

13. Déformations des faisceaux de o-modules

Dans cette section, on se donne un topos 7. On considere toujours 7 comme
muni de sa topologie canonique [6, II 2.5], qui en fait un site.

13.1. Rappelons d’abord la théorie des déformations pour les modules sur un
topos annelé suivant [27, IV 3]. Soit

p:A— Ay

une surjection de o-algebres de 7" dont le noyau I est de carré nul. Soit M,, J
deux Ayp-modules et

M=0—J—> M- M, 0) (13.1.1)
une extension de A-modules. On a alors un diagramme commutatif

I®AMﬁMﬁM®AAOﬁO

j l (13.1.2)

0 J M M, 0.

La fleche verticale de gauche induit un morphisme de Ay-modules

w(M) : I @4, My — J. (13.1.3)
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En vertu de (13.1.2), u(1\7I ) est un épimorphisme si et seulement si le Lnorphisrlle
canonique M ®4 Ay — M, est un isomorphisme. La correspondance M +— u(M)
définit un homomorphisme (cf. [27, IV 3.1.1])

u : Bxty (My, J) — Homy, (I ®4, My, J). (13.1.4)
On a une suite exacte (cf. [27, IV 3.1.4]):
0 — Ext}y (Mo, J) — Ext} (Mo, J)
% Homy, (I ®4, Mo, J) = ExC (Mo, J), (13.1.5)

ou la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

THEOREME 13.2 [27,1V 3.1.5]. Soit My, J des Ag-modules et uy : 1 @, My — J
un morphisme Aq-linéaire. Alors :

(1) il existe une obstruction
d(uo) € Exty (Mo, J) (13.2.1)

dont I’annulation est nécessaire et suffisante pour I’existence d’une extension
de A-modules M de My par J telle que u(M) = uy (13.1.4);

(i) lorsque d(uyg) = 0, Uensemble des classes d’isomorphismes de telles
extensions M est un torseur sous ExtLO(MO, J).

LEMME 13.3 [27,1V 3.1.1]. Supposons que le topos T ait suffisamment de points.
Soit M = (0 - J > M — My — 0) une extension de A-modules telle que le
morphisme canonique M @, Ay — M, soit un isomorphisme. Alors, pour que M
soit plat sur A, il faut et il suffit que M, soit plat sur A et que u(M) (13.1.3) soit
un isomorphisme.

Preuve. Comme T a suffisamment de points, on peut se ramener au cas ou 7 est le
topos ponctuel. L’ assertion résulte alors du critere de platitude [24, 0.10.2.1]. O

REMARQUE 13.4. La suite exacte (13.1.5) peut s’établir par un calcul direct (cf.
[27, 1V 3.1.12]). L’isomorphisme de Cartan

RHom,(M,, J) — RHom,, (M, ®Y Ao, J) (13.4.1)
induit une suite spectrale

E;/ = Ext), (Jor!(My, Ao), J) = B = Ext,”/ (M, J). (13.4.2)
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Comme M, est un Ay-module, on a alors un isomorphisme canonique ﬂorlA (M,,

A) > I ® A, M. La suite exacte des termes de bas degré de (13.4.2) fournit la
suite exacte (13.1.5) (cf. [27, IV 3.1.13]).

13.5. Soitp : (T, A") — (T, A) un morphisme plat de topos annelés [6, V 1.8].
On pose Ay = ¢*(Ag) et I' = ¢*(I). On désigne par

Ey” = Ext), (Jor/ (9" (Mo), Ay), 9" ())) =

B = Ext) (9" (M), 9*(J))
la suite spectrale (13.4.2) associée aux Aj-modules ¢*(M,) et ¢*(J). Le faisceau

90r£ (My, Ay) est calculé par une résolution plate de M. En vertu de 12.31(i) et
de I’exactitude du foncteur ¢*, on a un isomorphisme canonique

9" (Fory(My, Ag)) ~ Jory, (9" (Mo), Ay).
Le foncteur exact ¢* induit un morphisme de suites spectrales (cf. 15.7)
u:B=(EY E)—E = (E E" (13.5.1)
dont les morphismes
uy’ : Bxt, (Jor! (Mo, Ag), J) — Ext"%(yorf/(ga*(Mo), Ay, 9* (),
u" : Ext}, (Mo, J) — Ext}, (¢*(My), ¢*(J))

s’identifient aux morphismes canoniques induits par ¢* (2.3.2). Les termes de bas
degré du morphisme u induisent un diagramme commutatif

0

Ext), (Mo, J) Ext}, (Mo, J)

‘”*L LW*

00— Ext}% (@*(My), ¢*(J)) — Ext}, (¢*(Mo), ¢*(J))

Ext, (Mo, J) ——————Hom,(I ®4, My, J)

Ext) (9" (Mo), ¢*(J)) ——Hom, (I' ® y ¢* (M), ¢*(J))

Homy, (I ®4, Mo, J) Ext (Mo, J)

w*l tw* (13.5.2)
Hom,, (I' ®,, ¢"(Mo). ¢*(J)) —— Ext, (¢" (My). ¢ ()))
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Cela signifie que la théorie de la déformation est fonctorielle par rapport au
morphisme plat ¢.

13.6. On note «-T la catégorie des o-o-modules de 7 (12.7) et I’on pose Aj =
a(Ap) et A =& (A) (12.10.1). Soit M, et J deux Aj-modules. D’apres 12.15(iv),
(12.20.1) et (12.23.1), on a des isomorphismes canoniques

Ext} (T.(My). Ti(J)) = Extl. (Mo, J),
Ext, (%(Mo), T(J)) = Extie (M, J),
Hom, (I ® 4, T(Mo), Ti(J)) = Homyg (I* @4z Mo, J).
On définit des morphismes

u® : Exth. (Mo, J) — Homue (I° @42 Mo, J)
9% : Home (I* @4« Mo, J) — Extig(Mo, J),

par les morphismes u et 3 relatifs aux Ag-modules 7,(My) et 7,(J) (13.1.5). On en
déduit par (13.1.5) une suite exacte

0 — Exty, (Mo, J) — Ext,. (Mo, J)
5 Homys (I @ a5 Mo, J) = Ext (Mo, J), (13.6.1)

oul la premiere fleche est le morphisme défini par restriction des scalaires.

THEOREME 13.7. Conservons les notations de 13.6. Soit My, J des A}-modules
etug: 1" Qg Moy — J un morphisme Aj-linéaire. Alors :

(1) il existe une obstruction
9% (ug) € Extiy (Mo, J) (13.7.1)

dont I’annulation est nécessaire et suffisante pour I’existence d’une extension
de A*-modules M de M, par J telle que u® (M) = uqy (13.6.1);

(i) lorsque 0%(ug) = 0, l'ensemble des classes d’isomorphismes de telles
extensions M est un torseur sous Extkg (My, J).

13.8. Conservons les notations de 13.5. On note «-T" la catégorie des faisceaux
de -0-modules de 7’ (12.7) et I’on pose A = &/(A’) et Ay = a(Ap) (12.10.1).
Le foncteur exact ¢* : Mod(A) — Mod(A’) s’étend en un foncteur exact ¢ :
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Mod(A%*) — Mod(A™®) (12.26). D’apres (12.26.1) et (13.5.2), on a un diagramme
commutatif (2.5.3)

0—= Ext;8 (My, J) Ext. (Mo, J)

g jw

0 —— Extl ( (M), ¥(J)) —= Exth. ( (M), ¥(J)

Extl, (Mo, J) —“—— Hom g (1* @4, Mo, J)

lsl' Ll/f
Extly. (¥ (M), ¥ (J)) —“> Homyg (I ® sx ¥ (Mo), ¥ ()
HOl’IlAg(Ia ®A8 Mo, J) r

wt lx/f (13.8.1)

Hom gz (1" ® 4 ¥ (Mo), ¥ (J)) ——— Exth (3 (M), ¥ (J)),

Exti,g (My, J)

ou les fleches horizontales sont induites par le foncteur exact ¥ (2.3.2). Cela
signifie que la théorie de la déformation pour les o-modules est fonctorielle par
rapport au morphisme plat ¢.

13.9. Soit A une o-algebre (ou Ox-algebre) plate de 7. Pour tout entier n > 1, on
pose A, = A/p"Aet I, = p"A/p* A qui est un idéal de A,,. Le morphisme de
multiplication par p" induit, pour tout entier n > 1, un isomorphisme canonique
de A,-modules I, — A,. Pour tout entier n > 1, on pose A = a(A,) (12.10.1).

Soit n un entier > 1, M, un A,-module et N, un A%-module. L’isomorphisme

I, = A, induit un isomorphisme canonique de A,-modules (resp. A%-modules)
vil,®, M, > M, (tesp. w:I*®u N, — N,). (13.9.1)

On appelle déformation de M, sur A, (resp. déformation de N, sur AS,) toute
extension de A,,-modules (resp. AS,-modules)

M=(0— M, — My, —» M, — 0) (13.9.2)
(resp. N = (0O— N, —> N,, —> N, — 0))

telle que u(M) = v (resp. u®(N) = w) (13.9.1).
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13.10. Pour toute déformation 0 — M, — M,, — M, — 0de M, sur A,,, il
est clair que 0 - MY — MS, — MY — 0 est une déformation de M sur AS,.
D’autre part, si0 — N, — N,, — N, — 0 est une déformation de N, sur A5, la
suite exacte 0 — T,(N,) — T.(Na,) — T(N,) — 0 est une déformation de 7,(N,,)
sur A,, en vertu de 12.16(i) et (12.23.1).

LEMME 13.11. Supposons que le topos T ait suffisamment de points et soit un
entiern > 1.

(1) Soit M, un A,-module plat. Une déformation de M, sur A,, est équivalente
a la donnée d’un A,,-module plat My, et d’un épimorphisme A,,-linéaire
g 1 My, — M, tels que le morphisme canonique M, ® »,, A, — M, soit un

isomorphisme.

(ii) Soit N, un A} -module plat (12.29(ii)). Une déformation de N, sur AS, est
équivalente a la donnée d’un A5, -module plat N,, et d’un épimorphisme A$, -
linéaire g : N», — N, tels que le morphisme canonique N», ® a5, A, — N,
soit un isomorphisme.

Preuve. (i) Soit 0 — M, — M,, — M, — 0 une déformation de M, sur
A,,. Comme v est un isomorphisme, le morphisme M,, ®4, A, = M, est un
isomorphisme (cf. 13.1). D apres 13.3, M,, est plat sur A,,.

D’autre part, soit M,, un A,,-module plat et g : M,, — M, un morphisme tel
que My, ®a,, An = M,. Par platitude de M,,, on en déduit un isomorphisme
I, ®a4,, My, = Ker(g), d’ou I’assertion.

(ii) Soit 0 - N, — N, — N, — 0 une déformation de N, sur AS,. D apres
12.30(ii), T(N,,) est A,-plat. En vertu de (i) et 13.10, T;(N,,) est A,,-plat et I’on
a un isomorphisme T;(Ny,) ®a4, A, = T(N,). On en déduit par 12.15(iv) un
isomorphisme Ny, ® a5 A; =~ N,. La platitude de Ny, résulte de 12.30(i).

D’autre part, soit N,, un A5 -module plat et g : N, — N, un morphisme tel

que Ny, ®ag, Aj > N,. Par platitude de N,,, on en déduit un isomorphisme
I ®ag Noy > Ker(g), d’ou I’assertion. O

13.12. Dans la suite de cette section, on se donne un schéma connexe X et un
point géométrique x de X. Soit un entier n > 1. On note Xy, le topos fini étale
de X et 0, le faisceau constant de valeur o,, de Xy. Le foncteur fibre en x

Mod (X, 0,) — Mod(o,), L +— Lz (13.12.1)
induit une équivalence de catégories (2.14.3)

Mod(Xq, 0,) — Rep, (7(X, T)), (13.12.2)
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ou le but désigne la catégorie des o,-représentations de m(X,x) (3.18). On
désigne par Mod*™ (X, 0,) la catégorie des 0,-modules a-plats de type a-fini
de Xy (12.28, 12.29).

LEMME 13.13. (i) Pour qu’un o,-module 1L de X soit a-plat de type a-fini,
il faut et il suffit que sa fibre It (13.12.1) soit un o0,-module a-plat de type
o-fini.

(i1) Le foncteur (13.12.2) induit une équivalence de catégories (3.23)
Mod“™ (X e, 0,) — Rep (1 (X, X)). (13.13.1)

Preuve. (i) Comme le foncteur (13.12.1) est conservatif, la a-platitude d’un o,,-
module de X est équivalente a la a-platitude de sa fibre en x.

Si LL est de type «-fini, sa fibre Lz est évidemment de type o«-fini. Supposons
que L soit de type «-fini et montrons que LL est de type «-fini. Pour tout y € m, il
existe un o,-module libre de type fini M et un morphisme o,,-linéaire u : M — Ly
dont le noyau est annulé par y. Soit ey, ..., e, une base de M. L’assertion
recherchée étant locale pour X, quitte a remplacer X par un revétement étale, on
peut supposer que (X, x) fixe les éléments u(e;), ..., u(e,) de Lz. Munissant
M de I'unique o,-représentation de m (X, Xx) telle que ey, ..., e, soient fixes,
I’homomorphisme u est alors ; (X, x)-équivariant. Par suite, L. est un 0,-module
de type a-fini de Xy.

(i1) Cela résulte de (i). O

13.14. On désigne par o- Xy la catégorie des a-o-modules de X, (12.7). Soit un

entier n > 1. On pose 02 = &(0,) (12.10.1) et I’on désigne par Mod (X, 02) la
catégorie des o5 -modules de o- X (12.11). On a un foncteur canonique (12.7.2)

o : Mod(X¢e, 0,) = Mod(Xgg, 02).

On désigne par Mod™ (X, o) l'image essentielle de la catégorie
Mod*™ (X4, 0,) dans Mod (X, 0%).

LEMME 13.15. Soit £ un objet de Mod™ (X, 0%).

(i) Le o%-module £ est plat (12.29).

(ii) Toute déformation de L sur o5, (13.11(ii)) est un objet de Mod™ (X, 05,).

Preuve. (1) Cela résulte de 12.30(i).
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(ii) Soit L un o,-module a-plat de type a-fini de Xy tel que L* ~ Z. On
en déduit par adjonction (12.15(iii)) un a-isomorphisme 7,(.¢) — L ; d’ol la -
finitude de 7,(.%). D’apres 12.30(ii), T,(.Z) est 0,-plat. Soit £’ une déformation
de £ sur 05,. En vertude 13.10 et 13.11(i), 7;(-£”) est une déformation de 7,(.%")
sur 0y, et est donc 0,,-plat. Par ailleurs, on a une suite exacte de 0,,-modules

0— T(L)s —» T(ZL)s = T(L)s — 0.

On en déduit par 3.7 et 13.13(1) la a-finitude de T,(.Z"). Par suite, T,(.Z")
appartient 3 Mod*™ (X, 0,,). L’assertion résulte alors de I’isomorphisme .’ >
G (L)) (12.15(iv)). O

13.16. On note XX

t: le topos des systemes projectifs d’objets de X (2.11) et 6

I'anneau (0,),>1 de Xf, . On des1gne par Mod*™" (X}, 8) la sous-catégorie pleine
de Mod(Xfet, 0) formée des 6-modules (L,),>; tels que, pour tout entier n > 1,
I, soit un objet de Mod** (X, 0,) et que le morphisme canonique L, ;| ®,,,,
0, — L, soit un a-isomorphisme. Compte tenu de 3.23, les foncteurs (13.13.1)
induisent une équivalence de catégories

Mod*™ (X%, 5) = Repi™ (7, (X, X)). (13.16.1)

fét >

On désigne par P(Mod (X, 0%)) la catégorie des systemes projectifs (-£,),>1,

ou .Z, est un of-module de o-X¢ et £, — Z, est un morphisme of, -linéaire
(12.34). Rappelons que le foncteur canonique
Mod(X}, , 6) — P(Mod(Xs, 0%))  (Ly)us1 = (L), (13.16.2)
induit une équivalence de catégories (12.34.2)
Mod(X}, 5%) = P(Mod (X, 0%)). (13.16.3)

On désigne par P(Mod“* (X, 02)) la sous-catégorie pleine de P(Mod (X,
0;)) formée des systemes projectifs (Z)n>1 tels que, pour tout entier n > 1,
%, soit un objet de Mod™ (X, 0%) (13.14) et que le morphisme canonique
L1 B, 0OF = %, soit un isomorphisme. On note P(Mod™ (X, 0%))q la
catégorie des objets de P(Mod™ (X, 0%)) a isogénie pres. On désigne par
LLY(XE,, 0) (resp LLE(E (X1, » 6)) la catégorie des 6-modules localement libres de
type fini de X%, (resp. 6-modules localement libres de type fini de X%, a isogénie
pres).

fét fet

LEMME 13.17. La catégorie P(Mod*™ (X, 0%)) est 'image essentielle de la
catégorie Mod“ptf(Xfe[, 0) par le foncteur (13.16.2).
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Preuve. 1l est clair que I'image essentielle de Mod“™" (X%, 5) est contenue
dans P(Mod*™ (X, 0%)). Soit .Z = (Z),>1 un objet de P(Mod™™ (X,
0%)). En vertu de la preuve de 13.15(ii), 7i(.%,) est a-plat de type «-fini.

L’isomorphisme canonique %, Qo 0 — %, induit un isomorphisme

n

T(L)ws1 Ro,.y On S T(Z)) (12.23.1). Lassertion résulte alors de
I’isomorphisme (.£},),>1 > (T(ZLD)))nz1 (12.15(0v)). ]

LEMME 13.18. Le foncteur canonique

LLY(X},, 6) — Mod*™ (X%, 0) (13.18.1)

fét

induit une équivalence de catégories
LL{ (X}, 8) = P(Mod™ (X, 09))q- (13.18.2)

Preuve. D’apres 3.26, 3.27, (3.29.4) et (13.16.1), le foncteur (13.18.1), qui
correspond au foncteur canonique Rep0 (nl(X X)) —> Rep‘)‘p (1 (X, X)), induit
une équivalence de catégories LLY (X}, ) — ModF" (X}, 8), ot le but désigne
la catégorie des objets de Mod"‘p‘f(Xfet, 0) 4 isogénie prés. L’équivalence de

catégories Modg’tf(XW 0) = P(Mod™ (X, 0%))g résulte de 12.22 et 13.17. [

fét >

14. Déformations des représentations et déformations des o-modules
de Faltings

14.1. Soit X un S-schéma propre a réduction semi-stable de fibre générique
géométrique connexe et un entier n > 1. On note (E %) (resp. (E 5 g%’ )) le topos
annelé de Faltings (resp. la fibre spéciale du topos annel¢ de Faltings) associé au
S-schéma X (7.11). On désigne par a-Xj s (resp. a-E;) la catégorie des a-o-
modules de X7 g (resp. E,) (12.7). On pose 0% = a(0,), @a =a(4,) (12.10.1)
et I’on demgne par Mod (X5 ety 02) la categone des o2 modules de a-Xj ¢ et par
Mod(%’n) la catégorie des %’n ~modules de a-E, (12.11).

Comme @n est plat sur o, [4, II1.9.2], le foncteur B : Mod(X5 s, 0,) —
Mod(@,l) (7.13.1) est exact et il induit un foncteur exact (12.26) que I’on note

b, : Mod(X; s, 0%) — Mod(%,). (14.1.1)

Pour tout entier i > 0 et tous o%-modules .Z, " de Xj; 1. celui-la induit un
morphisme canonique (2.3.2)

Ext, (£, Z') — Ext.(b,(Z), b,(L")). (14.1.2)
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PROPOSITION 14.2. Soit L et L deux o,-modules localement libres de type fini
de X Posons £ = 1L* et £ = 1L Alors le morphisme (14.1.2) est un
isomorphisme sii = 0, 1 et un monomorphisme si i = 2.

Preuve. Le foncteur exact B induit, pour tout entier i > 0, un morphisme
canonique (2.3.2)
Ext, (L, L) — Ext (B;(L), (). (14.2.1)

Comme L est un o,-module localement libre de type fini de Xz, on a un
isomorphisme canonique

Bi(Hom,, (L, L)) — Homz (B; (L), B (L)). (14.2.2)

D’apres (2.9.1) et (14.2.2), le morphisme (14.2.1) s’identifie au morphisme
canonique induit par 8

H' (X g, Hom,, (L, 1)) — H (E,, B (Hom,, (L, L))). (14.2.3)

On notera que 7¢om,, (L, L") est un o,-module localement libre de type fini de
X5 Le morphisme (14.2.3) est donc un a-isomorphisme pour i = 0, 1 et un
a-monomorphisme pour i = 2 en vertu de 7.20. Par suite, il en est de méme de
(14.2.1).

Comme L est localement libre de type fini, on a deux suites spectrales (cf.
12.27)

E5/ = Ext,(m, Ext] (L,L)) = E*/ = Ext;}/ (£, ")
By’ = Ext,(m. Ext], (B;(L), B;(L)) = B = Bx(/ (0,(£), b, (L)
et les foncteurs exacts 8 et b, induisent un morphisme de suites spectrales
u= @’ u"):E—E.
D’apres 3.2(iii)-(iv), le morphisme canonique induit par (14.2.1)
uy’  Ext, (m, Ext] (I, L) — Ext,(m, Ext}; (B7(L), B; (L) (14.2.4)

est un isomorphisme si j = 0, 1 et un monomorphisme sii = 0 et j = 2. D’apres
2.6, le morphisme canonique u™ (14.1.2) est un isomorphisme si m = 0, 1 et un
monomorphisme si m = 2. O

PROPOSITION 14.3. Soit un entier m > 1 et £, un objet de Mod™" (X.fet> 05)
(13.14) tels que le morphisme (14.1.2) induit par b,,

Exty, (L, L) = BxXtu (bn (L), bu (L)) (14.3.1)
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soit un isomorphisme pouri =0, 1 et un monomorphisme pouri = 2. Supposons
qu’il existe une déformation M de b,,(%,,) sur % L, (12.31(i1), 13.9). Alors :

(i) il existe une déformation 25, de £, sur 03, telle que by, (Zs,) soit
isomorphe a M en tant que déformation ;

(1) le morphisme (14.1.2) induit par b,,,
EXtig“ (DE/ﬂZm’ w%m) i Ethg" (me (a%m), b2m (o%m)) (1432)
2m 2m

est un isomorphisme pour i = 0, 1 et un monomorphisme pouri = 2.

Preuve. (i) On pose I = p™o/p*™o et I' = p"%B/p* . En vertu de 13.8, le
foncteur b,,, induit un diagramme commutatif

0 Extly, (L. L) Extye (L L)

bmj Lme

00— Ethﬁ"’ (bm (Zn)a bm (zm)) I EXt}@; (bm (gm), bm (gm))

Extyy (Lo, L) Homgy (I @y, Lo, L)

bom j \ b

Extye (0n(Z), bu(Z,)) — > Homge (I @ by (L), b (L))

Homyy (I @5 Lo L) d Ext, (L, L)

me Lb (1433)
Hom@:l (I/a ®@:: bm (gm)a bm (gm)) l) EXt%" (bm (gm)7 bm (gm))

ou la premiere (resp. seconde) ligne est la suite exacte (13.6.1) associée aux of, -
modules .%Z,, et %, (resp. % -modules b,,(.Z,,) et b,,(.Z£,)). Notons w; (resp
w,) 'isomorphisme (13.9.1) associé au 0% -module plat .Z,, de X e (resp. 93,11-
module plat b,,(.%,,)). On a alors b, (w;) = w,.

Comme il existe une déformation M de b,,(.%,) sur @Zm, 0, (wy) est nul d’apres
13.7(1). La derniere fleche verticale de (14.3.3) est injective. Par suite, 0, (w;) = 0.
Compte tenu de 13.7(i), il existe une déformation de .%,, sur 05,. En vertu de
13.7(i1), I’assertion résulte du fait que la premiere fleche verticale du diagramme
(14.3.3) est un isomorphisme.
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(ii) Posons L,, = 1(.%,) et Ly, = 1,(%,). D’aprés (12.25.4) et (12.26.1),
I’hypothese revient a dire que le morphisme induit par g,

Ext,, (L, L) — Ext; (8, (Ln), B, (L)) (14.3.4)

est un isomorphisme pour i = 0, 1 et un monomorphisme pour i = 2. De méme,
il suffit de démontrer la méme propriété pour le morphisme induit par g5,

Ext),, (Low. Lon) = Ext, (B, (Law). B3, (Lay). (1435)

Comme 1, est exact, L,,, est une extension de I, par IL,,. Par dévissage, il suffit
de démontrer que le morphisme induit par g5,

Ext, (L. Ly) — Exty (5 (L), B (Ly) (14.3.6)

est un isomorphisme pour i = 0, 1 et un monomorphisme pour i = 2. Rappelons
que ’on a deux suites spectrales (13.5)

Ey/ = Ext, (Z0r{" Ly, 04), L) =
Eit — Ext':;i (L., L),
B} = Extf@m(for}%’" By (L), B), By (L) =
Eiti — Ext%:; (B, (L), B, (L))
et que le foncteur 85, induit un morphisme de suites spectrales
u= @’ u):E—E.

Comme I >~ o,, I’ ~ @m, on en déduit, pour tout entier j > 2, des
isomorphismes

Jor " (L, o) 2= Jor (L, 0y),
yorj@zm ('B:l (]Lm)’ ﬁm) = yorézm (:3:, (Lm)’ @m)-

j—1

Pour j = 1, 0n a Jor’ (L, 0,) =~ Ly, et Tor > (8% (L), Bn) =~ B (Ly). Le
morphisme u;’ : E;Y — E,* s’identifie alors au morphisme (14.3.4). D’aprés 2.6
et ’hypothese, le morphisme u’ (14.3.6) est un isomorphisme si i = 0, 1 et un

monomorphisme si i = 2; d’ou I’assertion. O

THEOREME 14.4. Soit C une courbe propre et lisse sur K. C=C®xCet Fun
fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C (6.12(1)). Alors, il existe un trait S’ fini
sur S, un S’-modeéle semi-stable et régulier X de C (10.15) et un fibré vectoriel de

Deninger-Werner et de Weil-Tate F sur X = X xg S tel que J5 > F (6.3,10.4).
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Preuve. On fixe un entier n > 1. D’apres 10.5, quitte a remplacer S par une
extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C et un fibré

vectoriel de Deninger-Werner F sur X de fibre générique F tel que 1’on ait un
isomorphisme

Yt 05 (Fn) = BV (F)), (14.4.1)

ou V,(F) est la o,-représentation de ;(C, X) associée a F (6.7). On note L, le
0,-module localement libre de type fini de Cgq associé a V,(F) (cf. (3.29.2)) et
I’on pose .Z, = LL2.

On va démontrer par récurrence que pour tout entier m € {2'n|l > 0}, il existe
un objet .Z,, de Mod™ (Cy,, o) vérifiant I’hypothése de 14.3 et un isomorphisme
de @:—modules

Y+ @HFu)® = bu(L) (14.4.2)

tels que les isomorphismes (y,,) soient compatibles. L’assertion pour m = n
résulte de 14.2 et (14.4.1). Supposons que 1’assertion soit vraie pour m > n et
démontrons-la pour 2m. o

Le %,,-module o5 (F2,) est une déformation de o (F,,) sur A, (13.11(1)).

On T’identifie & une déformation de b,,(.%,,) sur @Zm via le @-isomorphisme y,,
(14.4.2). D’apres 14.3(i), il existe une déformation %5, de .7, sur o0, et un

. . —
isomorphisme de %,, -modules

Yom - (0’2*”1 (F2m))a :) me(e%m)

compatible avec y,,. En vertu de 13.15(ii) et 14.3(ii), %, est un objet de
Mod™ (Cy,, 05,,) et il satisfait I’hypothese de 14.3.

Pour tout entier m > 1, choisissons un entier [ > 0 tel que 2'~'n < m < 2'n et
posons .%,, = Lo, ®0§,n o . On en déduit des isomorphismes compatibles

Vi (0 (Fu))® = bu(L). (14.4.3)
.
fét
EN) (12.7). On pose 6¢ = &(8) (resp. B = &(%)) (12.10.1) et I'on désigne
par Mod(CY', %) la catégorie des 3*-modules de a-CY et par Mod(Z ) la

fét » fét
catégorie des A -modules de a-EY (12.11). Posons F = (Fodms1 et L =
(L)1 € P(Mod"(Cy, 0%)) (13.16) que I’on considere aussi comme un objet
de Mod(CL, 6%) (cf. 12.34). Le foncteur 8* induit un foncteur que 1’on note

fét >
(12.25)

On désigne par a-CY (resp. a-EN) la catégorie des a-o-modules de CL. (resp.

b : Mod(CY’, 3%) — Mod(Z ).

fét >
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Par I’équivalence de catégories Mod(# ) > P(Mod(@f)) (12.34.2), le B -
module b(.Z) correspond au systeme projectif (b,,(-Z,))n>1. En vertu de 12.34,

les isomorphismes compatibles (14.4.3) induisent un isomorphisme de B -
modules

y G (F)* S b(D), (14.4.4)
ol & est le morphisme de topos annelés (7.12.1). En vertu de 13.18, il existe un o-

module localement libre de type fini L de CF; tel que Lo >~ %% dans la catégorie
Mod@(Cfet ,0). En vertu de 12.22, on en déduit par (14.4.4) un isomorphisme de

PBg-modules
& (F)o = (B L))o,

d’ou le théoreme. O

COROLLAIRE 14.5. Tout fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C est de Weil-
Tate (10.16).

PROPOSITION 14.6. La restriction du foncteur (10.18.1)
Ve UL — Repy™(m(C, X))

a la sous-catégorie mgw s’identifie au foncteur de Deninger-Werner V= (6.14.1).

Preuve. Soit F un fibré vectoriel de Deninger-Werner sur C. D’apres 14.4, quitte
aremplacer S par une extension finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier

X de C, et un fibré vectoriel de Deninger-Werner et de Weil-Tate F sur X
de fibre générique F. En vertu de 8.21, on en déduit un isomorphisme de €-
représentations continues de ;(C, X) :

Ve(F) = Ve(F). (14.6.1)

Il reste a démontrer que celui-ci est fonctoriel en F. Soit f : F — F’ un
morphisme Qilgw. En vertu de 5.8 et 14.4, quitte a remplacer S par une extension
finie, il existe un S-modele semi-stable et régulier X de C et deux fibrés vectoriels
de Deninger-Werner et de Weil-Tate F et F' sur X tels que F; >~ F et .7-" L~

F'. D’apres (5.13.1), f s’étend en un morphisme de F a F'. La fonctorlahte de
(14.6.1) résulte alors de 8.21. O
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15. Appendice

15.1. On se donne une catégorie abélienne &7 ayant suffisamment d’injectifs,
un complexe borné inférieurement K* de .o/ et un objet X de 7. Choisissons
L** une résolution injective de Cartan-Eilenberg de K°. La suite spectrale
d’hypercohomologie [24, (0.11.4.3.2)]

E;/ = Ext (X, H/(K*)) = E*/ = H™/ (RHomp,,(X, K*))  (15.1.1)

est la suite spectrale du bicomplexe Hom,, (X, L**®) associée a la filtration
canonique F = (X it jmnizi Homg (X, L**)),cz [24, 0.11.3.2]. Rappelons la
construction de cette derniere. Pour la page 0, on a [47, 5.6.2]

E;/ = Hom,/ (X, L") (15.1.2)
et le morphisme d;;’ : Ej’ — Ej’*" est induit par la différentielle L/ — Li*+!,
Notons, pour tous entiers i et [, Z(L*') (resp. B{(L*"), resp. HI(L*")) le I-
ieéme sous-groupe des cocycles (resp. des cobords, resp. groupe de cohomologie)
du complexe (L’7);cz. Le complexe (Zi(L*"));so (resp. (BY(L*%))i>o, resp.
(Hi(L"")),?O) est une résolution injective de Z/(K*) (resp. B'(K*), resp. H!(K*))
(cf. [24,0.11.4.2]). On a alors [47, 5.6.2]

E;’ = Hom,, (X, H(L*")). (15.1.3)

Le morphisme dy’ . EYY — E™'/ est induit par la différentielle H/ (L*") —
H/(L**"). On en déduit

E,’ = Ext (X, H/(K*)). (15.1.4)

15.2. On se donne de plus une catégorie abélienne .o/’ ayant suffisamment
d’injectifs et un foncteur exact F : o/ — &/'. Soit K'* un complexe borné
inférieurement de &/’ et g : F(K*) — K'* un morphisme de complexes. On
désigne par E' la suite spectrale d’hypercohomologie

E;/ = Ext,(F(X), H/ (K'*)) = E'* = H'*/ (RHomp s/ (F(X), K"*)).

Choisissons une résolution injective de Cartan-Eilenberg L'** de K. On notera
que F(L**®) est encore une résolution de Cartan-Eilenberg de F(K*®) (mais
pas nécessairement injective). Le morphisme g s’étend en un morphisme de
bicomplexes ([24, 0.11.4.2], cf. aussi [9, XVII 1.2])

G: F(L**) — L'**. (15.2.1)
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On en déduit par le foncteur F un morphisme de bicomplexes
Hom,, (X, L**) — Hom,(F(X), L'"*) (15.2.2)
et par suite un morphisme de suites spectrales [24, 0.11.2.3]

u= @’ u):E—E. (15.2.3)

15.3. Le morphisme G (15.2.1) s’identifie au morphisme (ug’j : Ef)’j — Eg’j),v,j
de u (15.1.2) et il induit, pour tout entier j, un morphisme de complexes
(F (H] (L*))iz0 = (H](L"*"))izo. (15.3.1)

Le morphisme composé, induit par celui-ci et le foncteur exact F,

Hom. (X, H{ (L*')) — Hom,(F(X), F(H]{ (L*)))
— Hom, (F(X), H{ (L")

s’identifie au morphisme u’l’ de u (15.1.3). Les morphismes (u"l’j )i,; induisent le
morphisme w5’ (15.1.4)

Ext', (X, H/(K*)) — Ext, (F(X), H (K")). (15.3.2)

En outre, le morphisme de complexes g (15.2) induit, pour tout entier j, un
morphisme de groupes de cohomologie

F(H/(K*)) = H/(F(K*®)) — H/(K"). (15.3.3)

Rappelons que le complexe (H{ (L ))ixo (resp. (H{ (L"*"));>0) est une résolution
injective de H/(K*) (resp. H/ (K'*)). Le morphisme de complexes (15.3.1) étend
le morphisme (15.3.3). Le morphisme u5’ (15.3.2) s’identifie alors au morphisme
composé

Ext', (X, H/(K*)) — Ext, (F(X), F(H'(K*))) — Ext,(F(X), H (K")),

ou la premiere fleche est le morphisme canonique (2.3.2) induit par le foncteur
exact F et la seconde fleche est induite par (15.3.3).

15.4. Le morphisme g et le foncteur exact F' induisent, pour tout entier n, un
morphisme (2.3.2)

E" = Ext) (X, K*) — E" = Ext) ,, (F(X), K,

qui n’est autre que le morphisme u”" de u.
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15.5. Reprenons les notations de 12.27. On considere le cas oll &/ = & =
Mod(o) et on prend pour F le foncteur identique et pour X le o-module m.
Choisissons /* (resp. I'*) une résolution injective de N (resp. ¢*(N)) et posons
K* = Homy (M, I°*) et K" = Homy (¢*(M), I'*). On a alors un morphisme de
complexes ¢*(1°) — I'* et par suite un morphisme de complexes g : K* — K.
On notera que, dans ce cas, la suite spectrale (12.24.2) s’identifie a la suite
spectrale (15.1.1). Appliquant ce qui précede, on en déduit le morphisme de suites
spectrales u (12.27.1) et la description des morphismes 1/2’ etu”.

15.6. On considere le cas dual de 15.2. On se donne deux catégories abéliennes
& et o/ ayant suffisamment d’objets projectifs, un foncteur exact F : &/ —
&’ et X un objet de . Soit K* un complexe borné supérieurement de
&/, K'* un complexe borné supérieurement de /" et g : K* — F(K®)
un morphisme de complexes. En remplagant les résolutions injectives par les
résolutions projectives, on construit un morphisme u# : E — E’ entre les deux
suites spectrales d’hypercohomologie

Ey’ = Ext,,(H/(K*), X) = H'"/ (RHomp ., (K*, X)), (15.6.1)
Ey” = Ext,, (H/(K"), F(X)) = H"/ (RHomp) (K", F(X))).

De méme, les morphismes u5’ et u" s’identifient aux morphismes canoniques
induits par le morphisme g et le foncteur exact F.

15.7. Reprenons les notations de 13.5. On considere le cas ot &/ = Mod(A) et
&/’ = Mod(A’) et on prend pour F le foncteur exact ¢* et pour X le A-module J.
Choisissons P* — Ag (resp. P* — Aj) une résolution projective de A-modules
(resp. A’-modules) et posons K* = My ®, P* et K'* = ¢*(My) @4 P’*. Comme
Ay = ¢*(Ap), on a alors un morphisme de complexes P* — ¢*(P*). Il induit
un morphisme de complexes g : K'* — ¢*(K*). On notera que, dans ce cas, la
suite spectrale (13.4.2) s’identifie a la suite spectrale (15.6.1). Appliquant ce qui
précede, on en déduit le morphisme de suites spectrales u (13.5.1) et la description
des morphismes u5” et u”.
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