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RELEVEMENTS DES STRUCTURES SYMPLECTIQUES
ET PSEUDO-RIEMANNIENNES A DES VARIETES
DE POINTS PROCHES

EUGENE OKASSA

On considere une variété différentielle M, paracompacte de classe C~.
Etant donné une algébre locale A (algébre commutative unitaire de di-
mension finie sur R dont I'idéal maximal m est de codimension 1 sur R),
on rappelle qu’un point proche de x € M d’espéce A est un homomorphisme
d’algebres & de C~(M) [algeébre des fonctions numériques de classe C* sur
M] dans A tel que £(f) = f(x) mod m pour toute fonction fe C=(M) [9]. En
notant M2 I’ensemble des points proches de x d’espece A, M4 = | J, e, M2
est une variété différentielle de dimension n X dimA ol n =dimM. Si
A=RI[T, -, TI(T, ---, T)+, la variété M* s’identifie & la variété des
jets, JEIR*, M), des applications différentiables de classe C~ de R°® dans
M ayant 0<c R® pour source.

Si f est une fonction de classe C” sur M, f*: M*— A est définie par
f4(€) = &(f) pour tout &e M.

§1. Relévement des formes différentielles

On désigne par QM) = Dpey 27°(M) le C=(M)-module gradué des
formes différentielles sur M et X(M) le C~(M)-module des champs de
vecteurs sur M.

ProrosiTiON 1. Etant donné une forme différentielle v de degré p sur
M, il existe une forme différentielle de degré p et une seule w* sur M* a
valeurs dans A telle que

(DA(ale, azX;, Tty asz) = G- - 'ap[w()(l’ Tty Xp)]A

pour tous a,, ---,a, dans A et X,, ---, X, dans X(M); X* désigne le pro-
longement @ M* du champ de vecteurs X sur M.

Démonstration. En chaque point &e M4, les a.X4¢), ol ac A et
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X e X(M), engendrent ’espace T.M4. 1l s’ensuit donc que o* est unique.
Quant a l'existence, elle est immédiate.

Lorsque ¢ € A* est une forme linéaire sur A et o une forme différ-
entielle sur M, on dira que la forme scalaire pow* est une relevée de o
a M4, Si o est une forme différentielle de degré p sur M, si (F,),.; est
une base de A et (F'¥),.; la base duale, on a:

(<P°(UA)(01X14, a2X§49 Tty ang) = ZSD(ax' : ‘apFa)F:f ° [a)(Xl, ) Xp)]A .
a€l

ExempLE. M =R"; A =D Jlalgébre des nombres duaux. Soit
(xy, -+, x,) le systéme de coordonnées canonique sur R”, (y,, ---,¥,) les
coordonnées sur la fibre de M® = TR = R™. Soit (1,¢) une base de D
avec & =0 et (1* ¢*) la base duale. Si w = >, P,dx; est une forme
différentielle de degré 1 sur R*, alors on a;

W = 1®(§Pidxi> + s®[i”§ (iy]. 0P,

Jj=1 axj

)dx. + 3 Pedy]

Propriétés.

1) (0, + w)* = o + i pour tous w, et w, dans Q(M)

i) (0, A\ w)* = of /\ wi pour tous o, et w, dans Q(M)

iii) d(w?) = (dw)* pour tout we Q(M): d est I'opérateur de différ-
entiation extérieure.

iv) Pour tout champ de vecteurs X sur M, pour tout o e 2(M), et
pour tout a € A, on a: 0,y.w?*) = a(@zw)* ou 6 est la dérivée de Lie |par
rapport au champ de vecteurs X.

v) Pour toute dérivation 6 de A et pour tout weQ(M), on a:
0, 0* = — dow* ol 4§, est le champ de vecteurs sur M4 associé alla
dérivation § [5].

On désigne par p,: A X A — A la multiplication dans A.

Prorosition 2. Soit (M, w) une variété symplectique. Etant donné
p € A*, on a rang(po o) = rang(po p,) X dim M.

Démonstration. En chaque point & € M4, montrons que le noyau de
(pow*) (&) est ker(pop,) T M*.
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Soit & un point proche de x, ¢ M d’espéce A. On suppose dim M = 2n.
Soit (x,, - -+, %;,) un systéme de coordonnées locales dans un voisinage U
de x, tel que w/U(9/dx;, 8/6x;,,)=1 pour tout i=1,2, -- -, n et o/U(3/3x;, 3/dx,)
= 0 pour j # i + n. On considére (a,),c; une base de A et (a¥),c; la base
duale. Soit X = 33,_1,....20 A1, @ (0/0x)4(¢) un vecteur de T.M* tel que
(000" (&)X, Y) = 0 pour tout Ye T,M% On a donc

D Aulpo® (e 2 : )@, o 2 : )®) =0

pour tout be A et pour tout j = 1,2, ---,2n. On déduit que

> ziago(aaaﬂb)a;"[e(-i< 9 , 9 ))] =0 pourtoutj=1,2---,2n.
zzle,%,ﬂe,}n U\ ox; 0x;

Pour j=1,2,---,n on a 2,/ 4,,,¢(ab) =0 pour tout beA. Dou
DectA54n @, est un élément de ker(pop,). Pour j=n+1,n+2 ..., 2n,
D eer Aia @, €st un élément de ker(pop,) pour i =1,2,---,n. On conclut
donc que 2 ,cr4w. @, appartient & ker(pop,) pour k=1,2,--.,2n. On
déduit donc que X e ker(po p,)- T.M*.

Inversement, soit Z un élément de ker(pop,) - T.M*. On écrit
Z = Zﬁ]if‘,V, ou f,eker(pop,) et V,e T.M*.

On a donc

z= 2 At

betialin

aii IGE

Pour tout g dans I et pour j =1,2, ..., n alors

eeor@(za( L) O)= 2 wetasme|(ov( )]

a, reI o=fini axj
Z 2 +n,a§0(faaaaﬂ)'
a= ﬁm

Comme f, € ker(po p,), on a

(¢owA)(§)(Z, aﬁ(—a%-~)A($)) =0pour j=1,2---,n

j

De la méme fagon, on a

(50°wA)(5)<Z aﬂ<a )(5))—0 pour j=n+1n+2 ---,2n.

X
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On conclut que (pow*)(£)(Z, Y) = 0 pour tout Ye T.M“. Etant donné un
idéal I de A, on a dim(I-T.M*) = dim(J) X dim M [6]. Comme ker(po y,)
est un idéal de A, alors rang(pe o) = rang(po p,) X dim M. O

LemME. Soit m l'idéal de A et ann(m) Uannulateur de m. Il existe
une forme linéaire ¢ sur A telle que la forme bilinéaire symétrique ¢o p,:
A X A—R soit non-dégénérée si et seulement si dim[ann(m)] = 1.

Démonstration.

Condition nécessaire. Désignons par 7 : A — R 'augmentation. Soit
¢ € A* une forme linéaire sur A telle que ¢opu, soit non-dégénérée et
a € ann(m). Supposons ¢(a) = 0. Pour tout b e A, ab = a.x(b). D’ou
o(ab) = n(b)p(a) = 0 pour tout b€ A. Comme ¢op, est non-dégénérée alors
a = 0. Ainsi la restriction de ¢ & ann(m) est injective: d’ott dim[ann ()]
=1

Condition suffisante. On suppose dim[ann(m)] = 1. Soit ¢ une base
de ann(m) et ¢ € A* une forme linéaire sur A telle que ¢[ann(m)] = 0.
On note h la hauteur de A: (m* == (0) et m**' = (0)). La suite croissante
d’idéaux

mCcm'cmttPCo..cmPCm
induit la suite décroissante
m = ann(m®) D ann(m*~') D ann(m”*~?) D... D ann(m? D ann(m).
Soit @ € A tel que ¢(ab) = 0 pour tout b dans A.

ler cas: b = ¢ base de ann(m).

On a : 0 =¢(ae) = p(z(a)-¢) = n(@)p(e). Comme ¢(e) + 0, alors n(a) = 0.
Donc a e m.

2e cas: beml ! avec aemn.

Ainsi abem” = ann(m). On déduit que ab = 2. Comme ¢(ad) = 0,
alors ab = 0 pour tout b e m”*~!. Donc a € ann(m”*-?).

3e cas: bem”? avec a € ann(m”-Y).

Pour tout cem, (ab)c = a(bc). Puisque bem*? et cem, alors bce
m*~', Comme a € ann(m”~?), on conclut que (eb)c = 0 pour tout cem;
donc ab € ann(m). Ainsi, ab = 2 et ¢p(ab) = 0 pour tout bem* % On a
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donc ab = 0 pour tout bem* % D’oll @ € ann(in*~?%.

Supposons b € m*~ ¢! avec @ € ann(m*~¢). Pour tout ¢ € m, (ab)c =
a(bc) = 0. Ainsi abeann(mn). Comme ¢(ad) = 0 alors ab = 0 pour tout
bemr it Dou ae€ann(m”*%). Lorsque i=~h— 2, on a a € ann(m).
Puisque ¢(a) = 0 alors @ = 0. La forme bilinéaire symétrique pop,: AX A
— R est donc non-dégénérée. O

Remarque. Lorsque dim[ann(m)] = 1, les seules formes ¢ € A* telles
pops: A X A—R soient non-dégénérées sont celles qui ne s’annulent pas
sur ann(m).

ExempPLE. Les algébres locales
R[TI(T"); RIT,, -- -, TI(TY, TS, - - -, T%)
avec k> 1, b, >1, ..., k., > 1 sont telles que dim[ann(m)] = 1.

COROLLAIRE. Soit (M, w) une variété symplectique. Etant donné une
forme linéaire ¢ € A*, la forme scalaire ¢ow* est une forme symplectique
sur M* si et seulement si dim[ann(m)] = 1 et p[ann(m)] # 0.

Soit I un idéal de A. La distribution & —I1.-T.M* est un systéme
différentiel de dimension dim(I) X dim M [6].

PropositioN 3. Soit (M,w) une variété symplectique. Etant donné
¢ € A*, Uorthogonal de I-T,M* par rapport & ¢ow* est I, -T.M* ou I},,
est l'orthogonal de I par rapport & ¢op,.

Démonstration. Soit & un point proche de x, d’espece A, (x,, - - -, %,,)
un systéme de coordonnées locales dans un voisinage U de x, tel que

w/U( 9 R 9 )=1pouri=1,2,-~,n
axi axi+'n

et

a)/U(a, a)=0pourj;ti—1—n.

0x; 0x;

Soit X = 310,000 41.2,(0/0%,)*() un vecteur de T.M* qui appartient a
a€l .

P'orthogonal de I-T.M* par rapport & gowi Ainsi (pow?)(E)(X,Y) =0

pour tout YeI-T.M“ On a donc

> Zago(aaaﬁb)a;“[é(w/U( 9 ,—a~-))] =0 pour tout j =1,2,---,2n.

i=1,2, 00,2
weriper ox,  ox,
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On vérifie que 2,7 A ¢(a,b) = 0 pour tout £ =1,2,---,2n et pour tout
bel On conclut que (po ) (> .er A:ala b) = 0 pour tout b e I, c’est-a-dire
que Y .er A0, appartient a l'orthogonal de I par rapport & ¢op, Le
vecteur X appartient ainsi & I}, T.M*. La réciproque se vérifie facile-
ment. - J

CoroLLAIRE 1. Soit (M, ) une variété symplectique. Si A est une
algébre locale telle que dim[ann(m)] = 1, alors pour toute forme linéaire
¢ € A* qui ne s’annule pas sur ann(m), U'orthogonal de I- T, M* par rapport
a pow® est ann(l).T.M“.

COROLLAIRE 2. Soit (M, w) une variété symplectique, A une algébre
locale telle que dim[ann(m)] = 1 et ¢ € A* une forme linéaire qui ne s’annule
pas sur ann(m). Il n’existe pas sur M* de champ d’éléments de contact
lagrangien de la forme & — IL.T.M* pour ¢oo* lorsque A est de dimension
impaire.

Démonstration. En effet, si A est telle que dimann(m)] = 1, on a:
dim I + dimann(l) = dim A pour tout idéal I de A. Si le champ d’élé-
ments de contact & — I.T.M“ est langrangien, alors ann(l) = I. Ce qui
implique que dim A = 2dim1. Ce qui signifie que A est de dimension
paire.

§2. Relévements des tenseurs symétriques de type (9)

ProrosiTioN 4. Soit g: X(M) X X¥(M) — C=(M) un tenseur symétrique
de type (3) sur M. Il existe un tenseur symétrique de type (3) et un seul
g4 sur M* & valeurs dans A tel que: g4eX*, bY4) = ab[g(X, Y)]* pour
tous a,b dans A et X, Y dans X(M).

La démonstration se fait de la méme fagon que pour la proposition 1.
Si pe A* est une forme linéaire sur A, on dira que ¢pog* est un
relevé de g a M4

ProposiTiON 5. Soit g un tenseur symétrique sur M de type () et de
rang constant. Pour toute forme linéaire ¢ sur A, on a: rang(pog”) =
rang(po p,) X rang(g).

Ceci découle du lemme suivant:

LemmE. Soit g un tenseur symétrique de type (9) sur M, de rang con-
stant et de signature (p, q). Soit ¢ € A* une forme linéaire sur A et (s, t)
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la signature de ¢op,. Alors la signature de ¢og* est (sp + tq, sq + ip).

Démonstration. Soit &€ un point proche de x, et g,, la forme bilinéaire
symétrique sur T, M induite par g et (v,, v,, - - -, U,) une base orthogonale
de T, M pour g,. Soit (a,),c; une base de A orthogonale pour ¢op, et
(a¥),c: la base duale. D’our:

(SD 0 g1 (&)(a,v,, Qg Uj) = 25—_‘1" So(aa apar)a;k[f(gm(via Uj))]
=0 pour i +j ou a + 8
(pogM(®)(a.v;, a,v) = TGZI p(alay) af(§(8,,(vs, v))]

= ¢(a2)&.(Vs, Us)
= (pop)(@., 0.)8.,(Vs, V) .

Il s’ensuit que la signature de ¢op, est (sp + tq, sq + tp).

CoroLLAIRE. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et ¢ € A*
une forme linéaire sur A. Le tenseur symétrique de type (9), ¢ o g4, est une
pseudo-métrique sur M* si et seulement si dim[ann(m)] =1 et p[ann(m)] # 0.

ExEmMPLE. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension
n. Soit A = D, I'algébre des nombres duaux, et (1, ¢) une base de D avec
¢ = 0, (1*, ¢*) la base duale. Si(x, - -, x,) est un systéme de coordonnées
locales de M et (y,, - -+, y,) les coordonnées sur la fibre de M® = TM et
si g(d/ox,, 8/ox,) = g.,, alors

Sy 984 g,

% o oD k=l 9%, '
e¥ogl = .

8i; ‘ 0]

Remarques.

1) La relevée d’une métrique n’est jamais une métrique.

2) Si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne, pour toute forme
linéaire ¢ € D* qui ne s’annule pas sur 1'idéal maximal de D, la signature
de ¢og® ne dépend pas de la singature de g.

ProposiTiON 6 [4]. Etant donné une connexion linéaire V sur M, il
existe une connexion linéaire V* et une seule sur M* telle que: V2,.bY*
= ab(V3Y)* pour tous a,b dans A et X, Y dans X(M).

ProrosiTioNn 7. Soit V une connexion linéaire sur M. Pour tout
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tenseur symétrique g de type (3) sur M, on a: Vig* = (Vg)*. De plus,
V4pog?) = @o(Vg)* pour toute forme linéaire ¢ sur A.

La démonstration ne présente aucune difficulté.

CoroLLAIRE. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et V, la
connexion linéaire sur M déduite de g Si A est une algébre locale telle
que dim[ann(m)] = 1, alors pour toute forme linéaire ¢ € A* qui ne s’annule
pas sur ann(m), (V,)* est la connexion linéaire sur M* déduite de ¢og*.

Remarque. Soit ann(m)!t l’espace des formes lineaires sur A qui
g’annulent sur ann(m) et P(A*/ann(m)L) 'espace projectif de A*/ann(m)t.
Soit (M, ») une variété symplectique (respectivement soit (M, g) une variété
pseudo-riemannienne). Si dim[ann(m)] = 1 et si ¢ € A*, le fait que ¢oo*
ou pog* soit non-dégénérée ne dépend pas de ¢ mais de la classe de ¢
dans P(A*/ann(m)l). De méme si pog4 est une pseudo-métrique sur M4,
la connexion linéaire sur M4 déduite de ¢pog* ne dépend pas de ¢ mais
de la classe de © dans P(A*/ann(m)L).
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