
N. Toda
Nagoya Math. J.
Vol. 49 (1973), 91-100

LE NOMBRE DE COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTION-

NELLES AU SENS DE NEVANLINNA

ET SES APPLICATIONS

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction. Soient / = (/<,, ,/TO) un systeme transcendant

dans le plan \z\ < oo et X — {F} un ensemble de combinaisons des fonc-

tions /0, •• ,/π, lineaires, homogenes a coefficients constants et lineaire-

ment independantes n + 1 a n + 1. Alors, combien de combinaisons

exceptionnelles au sens de Nevanlinna y-a-t-il dans XΊ On sait que 1)

il y en a une infinite denombrable au plus en general ([5]) et 2) si

Γordre inferieur de / est egal a zero, il y en a n au plus ([4]).

Dans ce memoire, on considere sur ce probleme du point de vue

differente; c'est-a-dire, on donne un exemple de / tel que X admet des

combinaisons exceptionnelles au sens de Nevanlinna denombrablement

infini et demontre que s'il y a w + 1 combinaisons F4(i = 0, , n) telles

que d(Fi) = 1 dans X, X admet au plus n + λ + 1 combinaisons excep-

tionnelles aus sens de Nevanlinna y compris F09 , Fn oύ λ est le

nombre maximum de relations lineaires, homogenes a coefficients con-

stants et lineairement independantes. De plus, on considere sur une

generalisation d'un theoreme de Niino et Ozawa (Th. 3 [3]) et, en appli-

quant le resultat ci-dessus, on demontre quelques cas particuliers.

On utilise les symboles usuels de la theorie de Nevanlinna des fonc-

tions meromorphes ([2]) librement.

2. Preliminaires. Soient / = (/„, •••,/„) un systeme transcendant

dans le plan \z\ < oo, c'est-a-dire, les fonctions /0, •••,/« sont entieres

sans zeros communs a toutes et lim,.^ Γ(r,/)/logr = oo, oύ T{r,f) est

la fonction caracteristique de / definie par Cartan ([1]), et a un nombre

admissible pour / (voir [7]). On dit qu'une combinaison lineaire, homo-

gene a coefficients constants:
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92 NOBUSHIGE TODA

F = αo/o + aj, + . . + anfn (=έ 0)

-est

1) lacunaire si F n'admet pas de zero dans \z\ < oo

2) exceptionnelle au sens de Picard si F n'admet qu'un nombre

ίini de zeros dans \z\ < oo au plus;

3) exceptionnelle au sens de Borel si Γordre de N(r, 0, F) est plus

petit que celui de / ;

4) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si

δ(F) = 1 - lim sup N^'Jp- > 0

5) exceptionnelle au sens de ^-Nevanlinna si

On note que 1 ) ^ = ) 2 ) ^ ^ 5) et 3) «=> 5) pour un nombre α:

sufRsamment grand ([7]).

Soit

CJJ) — {a(z); meromorphe dans \z\ < oo et Γα(r, a)

= o(Γα(r, /)) quand r -> oo} ,

ΌU Γ β ( r , / ) = Γ ^ % / ^ ^ etc. (voir [7]).

LEMME 1. Soίent X et λ comme dans Vintroduction, alors, quand

2 = 0, on α

<voir [1], [7]).

LEMME 2. Soίent gQ, , gv9 c0, , c,(i; ^ 1) des fonctίons meromor-

phes dans \z\ < oo ίeίίβs que

1) powr i ^ y quelconque

0 < lim sup Γ«(r>g«/gJ> < oo
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTION NELLES 93

2) pour tout ί,

Na(r, 0, Oi) = o(Ta(r, /)) et Na(r, ffi) = o(Ta(r, /))

et

3) toutes les fonctions c^i = 0, ,y) appartiennent a Ca(f).

Si

i 0

on α

c0 = cx = = cυ = 0

(Lemme 5 [7]).

3. Nombre de combinaisons exceptionnelles. D'abord, on donne le

T H E O R E M E 1. Soίent f — (/0, ,/TO) un systeme dans \z\ < oo

d'order non zero, X = {F} ^n ensemble de combinaisons lineaires homo-

genes des fonctions /0, ,/ n , ά coefficients constants et lίneairement in-

dependantes n + l d n + letaun nombre admissible pour f quelconque.

S'il y a n + 1 combinaisons Ft dans X telles que δa(Fi) = l(ί = 0, , w),

•αZors ie nombre v(f) des combinaisons exceptionnelle au sens de a-

Nevanlinna dans X est au plus egal a n + λ + 1 oύ λ est le nombre

maximum de relations lineaires homogenes a coefficients constants et

lineairement independantes entre les fonctίons fQ, •• ,/7 l.

Demonstration. Quand λ = 0, il n'y a rien a prouver d'apres le

lemme 1. Done, on demontre ce theoreme quand λ > 0. Or, on peut

.supposer que FQ, , Fn_λ sont lineairement independantes et toutes les

autres combinaisons dans X sont representees par Fo, , Fn_λ a coeffi-

cients constants. Soient λa le nombre maximum de relations lineaires

homogenes independantes a coefficients meromorphes contenus dans Ca(f)

et Go, -' ,Gn_λa une base de {FJf=0 sur Ca(f). Alors, on peut supposer

que {Go, , Gn_λa} c {Fo, , Fn_λ}. Representons Fn+ι_λ, . . , Fn par

{Fo, •• ,Fn_ i} et {Go, ,Gn_λa}. Alors, d'apres le lemme 2, pour tout

y (j = 0, . ,n), il existe un et un seul fc^ tel que Fj/Gkj e Cβ(/)

•comme dans [2, p. 113]. On dit que Fj appartient a la classe [kd].

Cela veut dire que quand on represente Fj par F o, , Fn_λ, tous les

coefficients sauf eels de combinaisons a la classe [kj] sont egals a zero.
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94 NOBUSHIGE TODA

Soit ccj le nombre de combinaisons dans {F^}^=n+1_^ appartenant a la

classe [j] (j = 0, ,n — λa). Alors,

a0 + aγ + + an_λa = Λ .

D'autre part, soit F eX telle que 3β(F) > 0, et

( 1 ) F = a0F0 + + αn_ aFn_ 2 .

Alors, il existe au moins une classe (soit [/0]) dans les classes [0], •••,

[n — λa] telle que tous les coefficients des elements appartenant a la

classe [/0] sont egals a zero a (1).

En effet, d'abord on note que

ii) \imr^TXr,F)/Ta(r,G) = l

o ΰ F = (F o , • ,Fn) et G = (Go, ,Gn_ia).

Comme i) est visible des definitions de T(r,f) et Ta(r,f), on demontre

ii). La relation {Go, •••, Gn_x}c {Fo, •••,Fn_x) entraine que

Ta(r, G) ^ Ta(r, F)

D'autre part, Γinegalite suivante

max log I Fj | = max (log|G^| + log
Gk

< max + log+

Gk

max(log|G fc,|) + Σ log+

G,

donne Γinegalite

T(r, F) ^ T(r, G) + Σ ™>(r, Fj/Gkj) + 0(1)
.7=0

done on a

T£r,F)<Ta(r,G)

Cela veut dire que

0(1).

1 < lim inf
r,G)

Ta(r, F)
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COMBINAISONS LINEAIRES EXCEPTIONNELLES 95

parce que Fj/GkjeCa(f). On a ii).

Or, s'il existe au moins un coefficient avj Φ 0 tel que Fvj/Gj e Ca(f)

pour tout j = 0, ,n — λa a (1), soient l(j) le nombre des coefficients

av. ψ 0 tels que FVJ./GJ appartient a Ca(f) et

I = Z(0) + 1 ( 1 ) + ••- + l ( n - λ a ) ( ^ n + l - X ) ,

alors, comme F o, , Fn_j sont lineairement independantes, du lemme 1

et utilisant ii), on a

Σ W
CLjφO

Par consequent, on a

δa(F) = 0 ,

qui est contraire a Γhypothese: δa(F) > 0. Cela veut dire qu'au moins

une classe (soit [j0]) telle que tous les coefficients α, oύ Fj/GJoeCa(f)

sont egals a zero a (1).

S'il existe μ(> X) combinaisons H19"-fHμ dans X differentes de

{FJJU telles que 3β(ff<) > 0 (i = 1, ,μ), d'apres ce qui est donne

maintenant, pour chaque i, si Γon represente Hi par Fo, , Fn_λy il

existe au moins une classe [fcj, 0 <* kt <z n — λa> telle que tous les co-

efficients de Fj appartenant a la classe [fcj sont egals a zero. Soit βj

(j = 0, , n — λj le nombre de combinaisons dans {#<}?=! telles que

tous les coefficients de Fvj oύ Fv./Gj e Ca(f) sont egals a zero. Alors,

A, + A + + βn-x. ̂  μ

Comme μ> λ, il existe au moins un y0 tel que ̂ 0 > ajo(0 ^ jQ ^n — λj.

Alors, λ — aJo + βjo(^ λ + 1) combinaisons dans {Fn+1_i9 , Fn, Hί9 , ίί^}

admet le zero comme coefficient d'une combinaison dans {F^'Q

appartenant a la classe |j0] quand on represente par Fo, , Fn_λ. Soient

i 0, , Iλ λ + 1 telles combinaisons, alors elles sont representees par

{F09 , Fn_λ} — {Gjo}. Cela veut dire qu'il existe λ + 1 relations lineaires

homogenes independantes a coefficients constants entre n + 1 combinai-

sons {/0, , Iλ, Fo, , Fn_J — {Gjo}, qui est absurde. Cela veut dire

qu'il faut

On a le resultat.
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COROLLAIRE. Le nombre de combinaisons F dans X qui sont excep-

tionnelles au sens de Borel on δ(F) = 1 est au plus egal a n + λ + 1

(N.B. 4 [7]).

On obtient ce corollaire du theoreme 1 en utilisant la note donnee

dans §2.

N.B. 1. Si le nombre de combinaisons F dans X telles que δa(F) —

1 est au plus egal a n, le theoreme 1 n'est plus vrai. Par exemple,

soient f(z) une fonction entiere qui admet une infinite denombrable de

valeurs exceptionnelles au sens de Nevanlinna, fo(z) = fλ(z) = =

/»(*) - 1 et

X = {wnf(z) + wn~ιf{z) + . + wf(z) + 1 w Φ oo} U {/(«)} .

Alors, il y a n combinaisons lacunaires et une infinite denombrable de

combinaisons exceptionnelles au sens de Nevanlinna dans X.

N.B. 2. On peut donner quelques generalisations de ce theoreme.

Par exemple, quand les coefficients des combinaisons dans X sont des

fonctions rationnelles, on a v(f) ^ n + λp + 1 oύ λp est le nombre

maximum de relations lineaires, homogenes independantes a coefficients,

rationnels entre les fonctions /0, ,/ n .

4. Theoreme de Niino-Ozawa. Soit f(z) une fonction algebroϊde

entiere transcendante a trois branches. Alors, Niino et Ozawa ([3]) ont

demontre le

THEOREME A. Si f{z) admet cinq valeurs finies et distinctes a19 a2>

α3, &!, &2 telles que

alors, au moins deux valeurs entre les aly a2, α3, b19 b2 sont exceptionnelles

au sens de Picard.

Dans ce paragraphe, on considere sur une generalisation de ce

theoreme. D'abord, on donne le

LEMME 3. Soient f = (/0, ,/n) un systeme transcendant dans

\z\ < oo,F0, « , F n , Gu •• ,Gn_ 1 2n combinaisons lineaires des fonctions

fo>''',fn> homogenes a coefficients constants et lineairement indepen-

dantes n + 1 a n + 1 telles que
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(2) £ δa(Fi) + δa(Gj) >n + l (j = 1, • ,n - 1)
i = 0

et λ le .nombre maximum de relations linέaires, homogenes independantes

a coefficients constants entre les fonctions /0, ,/ n . Si λ ^ n — 2, alors

X = n •— 1 necessaίrement.

Demonstration. Supposons que λ = n — 2. Alors, on peut supposer

que F o, , F n , G1? '9Gn_λ sont representees par F o, ί\ et F 2 :

F, r= aoiFo + aιiFι + «2 iF2 (i = 3, . , n)

0" = 1, -,n - 1) .

D'apres le lemme 1 et en utilisant que F09 F1 et F2 sont lineairement

independantes, (2) entraϊne que pour tout i et j au moins un des aoi,

aH,a2i et au moins un des β0j,βlj,β2j soient egals a zero. D'autre part,.

"I — n — 2!f entraϊne qu'il y ait un % et un j tels que deux des aQi, alir

a2i et deux des βoj9βij,β2j sont differents de zero et de plus lα^l + \βkj\ Φ

0 (k = 0,1,2). Par exemple, soient aoi Φ 0, aH Φ 0, βxj Φ 0, β2j Φ 0y

c'est-a-dire,

( 3 ) Ft = a«F0 + aiiFi + 0

( 4 ) Gj = 0 + β^F, + β2jF2 .

En eliminant Fx de (3) et (4), on a

Ici, ίV Ĝ  et F2 sont lineairement independantes et leurs coefficients

sont differents de zero. Done, du lemme 1, on a

δa(F0) + δa(Gj) + δa(F2) + 3β(F4) ^ 3 .

D'autre part, de (2), on a

δa(F0) + δa(Gj) + δa(F2) + δβ(Fi) > 3 ,

qui est absurde. Cela veut dire que λ ^ n — 1. Maintenant, / est

transcendant, par consequent λ ^ n — 1. C'est-a-dire, λ = n — 1.

THEOREME 2. Soiβnί / , F 0 , , F n , Gx, ,Gn_! βί ^ comme dans le

lemme 3. Si λ^ n — 2 et δa(F0) = 1, αZors, o^ δien

1) il y a n — 1 combinaisons dans {Fi}?=1 (soient Flf , F n - 1 )
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98 NOBUSHIGE TODA

Fι = CLIFQ (ί = 1, , n — 1, at Φ 0, constante)

et

Gj = bjFn (j = 1, - ',n — l,bj Φ 0, constante),

(par consequent

δa(Ft) = 1 (i = 1, ,n - 1) e t 3 β ( F n ) = a β (G,) > i . 0 ' = 1, - ,n - 1))

ou Men

2) ί\ = a t F w (i = 1, , n — 1, ar* ^ 0, constante) ,

Gy = jSyF0 0' = 1, , n — 1, j8j• φ 0, constante) ,

/par consequent

δa(Gj) = 1 0 1 = l , , w - l ) eί ί ^ ) = . . .

Demonstration. En utilisant le lemme 3, Γhypothese "λ^n — 2"

entraίne que λ = n — 1. Par consequent, on peut supposer que Ft et

Gj sont representees par / 0 et fx:

Fz = ^z/o - 2/</i (i = 0, , n)

Gj = %n+jfo - Vn+jfi (J = 1, , n - 1)

Brievement, on ecrit Gό — Fn+j (j = 1, ,n — 1).

Soient x j ^ = ^ (i = 0, , 2n — 1) et fjfo = flr oύ ̂  = oo si yt = 0.

Alors, # est transcendante,

( 5 ) 3.CFJ = ^αfe,^) (ί = 0, ,2n - 1)

et zt — Zj (i ̂  ") signifie que FJFj = constante.

Or, on introduit une relation " ~ " entre Fo, •••, F2n_1: Ft ~ Fj si

et seulement si FijFj = constante. C'est une relation equivalente dans

{FJ^ό1. On classifie {FJ^ό1 par cette relation. Soient Xp(p = 1, . . , c)

toutes les classes obtenues. On demontre que c — 2 et chaque . classe

comprend n elements. Soit X1 la classe comprenant Fo. En utilisant

(5), (2) devient
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( 6 ) Σ 3.(18,, g) + δa(zn+j, g)>n + l (j = 1, , n - 1)
i = 0

En appliquant la proposition 4 ([6]), pour chaque /, il y a au moins
un i(j) tel que z0 = ziU).

Quand zQ = £„+/;/ ^ 1), on peut demontrer facilement que z0 = zn+1 =

. . . = z2n et zx = z2 = = zn c'est-a-dire, c = 2 et Xλ = {Fo, G19 -,

Quand zQ Φ zn+j (j — 1, , n — 1), il y a n — 1 valeurs dans {̂ }?=1

qui sont egales a 2;0 (soient zly ,^_i) et zn = ^w+1 = = ^ 2 n - 1. En

eίFet, s'il n?y a que p(<£ w — 2) valeurs dans {«*}?„! qui sont egales a ̂ 0

(soient ^ , ,zp), Fp+ι, -,F2n_1 ne sont pas contenues dans une classe.

En effet, si le contraire est vrai, Γ(r, /) = 0(1) parce que 2n — 1 — p ;>

n + 1. C'est une contradiction a Γhypothese. Par consequent, il y a

unj(l<.j<^n — 1) tel que Fp+1, - -,Fn, Fn+j ne sont pas contenues
dans une classe. De (6), on a

( 7) <5α(2p+i, £ ) + • • • + δβ(s», flr) + a^n+i, d)> n -p .

Soient ^(ΐ = 1, , ϊ, I ̂  2) les valeurs distinctes dans {zp+1, , zn, zn+j},

alors, on a de (7)

( 8 ) Σ « . ( ^ ί ) > l .
i = l

D'autre part, ^ f̂c «0 (i = 1, . . . , Z) et ^α(^05 ff) = 1. Done, de (8) on a

δa{z,, g) + Σ a ^ o flO > 2 ,
ί = l

qui est absurde. Cela veut dire que p — n ~ 1 parce que / est

transcendant.

Par consequent, on a de (6)

««(s<» 0) + 3β(sn, ΰ) + δβ(«n+i, flr) > 2 ,

ici, £0 ̂  zn, zn+j (j = 1, . ,n — 1). Cela veut dire qu'il faut que zn =

zn+j(j = 1, '",n -1):

Zn = i^w + i = = ^271-1

D o n e , o n a c = 2 e t l , = {Ft, •••,Fβ_,}, Z 2 = { F r e , ( ? „ • • • , G n _ , } . O n a

l e r e s u l t a t .
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COROLLAIRE 1. Dans le theoreme 2, si δa(F0) = . . . = δa(Fn) = 1, on

a λ — n — \ et la meme conclusion.

En eίfet, du theoreme 1, on obtient que λ = n — 1 parce que

3β(F<) = 1 (i = 0, , n) et 3β(Gy) > 0 (i = 1, . . , n - 1). Done, on a le

resultat tout de suite du theoreme 2.

COROLLAIRE 2. Quand n = 3, si F o esί lacunaire (resp. exception-

nelle an sens de Picard, etc.), on pent conclure qu'il y a an moins deux

combinaisons lacunaires (resp. exceptionnelles au sens de Picard, etc.)

dans {F19F2,F3,G19G2} sans restriction que λ ^ l .

En effet, d'apres le lemme 1, (2) entraίne que Λ ̂  1 = 3 - 2.
Done, on a le resultat tout de suite du theoreme 2.

N.B. Ce corollaire contient une ameriolation du theoreme A.
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