
H. Umemura
Nagoya Math. J.
Vol. 79 (1980), 47-67

SUR LES SOUS-GROUPES ALGEBRIQUES PRIMITIFS

DU GROUPE DE CREMONA A TROIS VARIABLES

HIROSHI UMEMURA

Au 19e siecle le terme de geometrie algebrique designait exclusivement
la geometrie birationnelle. Aujourd'hui on n'accepterait pas cette defini-
tion, parce que Γobjet de la geometrie algebrique est celui des invariants
bireguliers plutόt que birationnels. Quelle que soit la definition adoptee,
il est interessant de connaitre la structure de groupes des automorphismes
birationnels. Mais celle-ci est tres peu connue (Mumford [10]). La ques-
tion suivante a ete posee depuis longtemps; determiner a conjugaison pres
tous les sous-groupes algebriques connexes et maximaux du groupe de
Cremona Crn. Le groupe Crn est, par definition, le groupe des automor-
phismes du corps des functions rationnelles a n indeterminees. Si n = 1.
(>! coincide avec le groupe des automorphismes de P1# Enriques a resolu
ce probleme pour n = 2 (Enriques [5]). On croit generalement (par exemple
Godeaux [8]) que Enriques et Fano Γont fait pour n = 3 (Enriques et Fano
[6]). Apres avoir collabore avec Enriques, G. Fano a travaille seul sur
ce probleme et il a laisse des resultats tres interessants dont la plupart
des demonstrations ne semble pas rigoureuse. Demazure [4] a etudie les;
sous-groupes algebriques de rang maximum n de Crn. II a demontre qu'il
y a une correspondence bijective entre les sous-groupes algebriques de rang
maximum n de Crn et les systemes dΈnriques. Puisque les derniers sont
de nature combinatoire, c'est un dictionaire geometrique-combinatoire.
Mais il y a des sous-groupes algebriques maximaux dans Crn dont les rang
sont < 72, par exemple (PSO59 quadrique c P4) dans O 3 (voir la remarque
(3.15.2) et [14]).

Nous reprenons, dans cet article, le cas oύ n = 3 et G est primitif et
retrouvons le resultat de Enriques et Fano [6] et Fano [7]. Une operation
algebrique (G, X) est dite primitive si G ne laisse meme localement aucun
feullitage analytique invariant. Nous classifions birationnellement les
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operations algebriques primitives (G, X) oύ X est une variete algebrique
rationnelle de dimension 3. Toute telle operation est birationnellement
isomorphe a une sous-operation algebrique de (PGL4, P3) et (PSO5, quadrique
C P4) (theoreme 3.4 et corollaire 3.14). En particulier, les operations
(PGLA, P3) et (PSO5, quadrique C P4) determinent des classes de conjugaison
maximales de sous-groupes algebriques connexes de Crz. On peut demontrer
directement la maximalite des operations algebriques (PGLi9 P3) et (PSO5,
quadrique C P5). D'ailleurs le theoreme 3.4 est indipensable quand on
etudie les sous-groupes algebriques imprimitifs de O 3 (Umemura [14]).

Pour donner une demonstration au gout du jour, il faut distinguer les
notions locales et globales ainsi que les notions analytiques et algebriques.
Pour cette raison, aux premier et second paragraphes, nous rappelons les
definitions connues pour rendre claires les termes utilises. Notre classifi-
cation birationnelle repose sur le theoreme de Lie (Kapitel 7, § 36, Lie [9])
ainsi que la classification de Enriques et Fano [6]. D'abord, utilisant le
theoreme de Lie (la classification analytique locale), nous etablissons la
classification analytique globale. Puis nous demontrons que tout isomor-
phisme analytique global est algebrique.

§1. Definitions analytiques

DEFINITION 1.1 (Bourbaki [3]). On appelle groupuscule analytique un
systeme (G, e, θ, m) verifiant les conditions suivantes:

( i ) G est une variete analytique complexe;
(ii ) eeG;
(in) θ est une application analytique d'un voisinage de e dans G;
(iv) m est une application analytique d'une partie ouverte Ω de G

X G dans G;
( v ) pour tout g e G, on a (e, g) e Ω, (g, e) e Ω, m(e, g) = m(g, e) = g;
( vi ) pour tout g e G tel que θ(g) soit defini, on a (g9 θ(g)) e Ω, (θ(g), g)

e Ω9 m(g, θ(g)) = m(θ(g\ g) = e;
(vii) Si g, h, k sont des elements de G tels que

(g, h) e Ω , (Λ, k) e Ω , (m(g, ft), k) e Ω , (g, m(h, k)) e Ω ,

alors

m(m(g, h), k) = m(g, m(h, k)) .

L'element e s'appelle Γelement neutre de la groupuscule analytique.
On ecrit gh au lieu de m(g, h), et g'1 au lieu de θ(g).
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DEFINITION 1.2. Soient Gl9 G2 deux groupuscules analytiques, d'elements
neutres eu e2. Un morphisme de groupuscules analytiques / de Gί dans
G2 est une application analytique d'un sous-ensemble ouvert Ux contenant
βj dans G2 verifiant les conditions suivantes:

( i ) f(e1) = et;

(ii) Si g, h dans Uί sont tels que gh soit defini et gh soit un element
de Ul9 alors f(g)f(h) est defini et egal a f(gh).

Le compose de deux morphismes de groupuscules analytiques est un
morphisme de groupuscules analytiques. L'ensemble des groupuscules
analytiques forme une categorie. Elle est equivalente a la categorie des
algebres de Lie de dimension fine.

DEFINITION 1.3. On dit que deux groupuscules analytiques Gl9 G2 sont
localement isomorphes s'il existe deux morphismes de groupuscules analy-
tiques /: Gί -+ G2 et /': G2 —> Gj tels que / et f sont des applications reci-
proques Γune de Γautre aux voisinages des elements neutres.

Soient (G, e, θ, m) un groupuscule analytique, X une variete complexe
connexe.

DEFINITION 1.4. On appelle morceau de loi d'operation analytique a
gauche de G dans X une application analytique ψ d'une partie ouverte Ω
de G X X contenant {e} X X dans X verifiant les proprietes suivantes:

( i ) pour tout x e X, on a ψ(e, x) = x;
(ii) il existe un voisinage Ωx de {e} X {e} X X dans G X G X X tel

que, pour (g,g',x)eΩu les elements m(g,g'), ψ(g',x), ψ(m(g, g'\x%
Ψ(g, Ψ(g', x)) soient definis et ψ(g, ψ(g', x)) = ψ(m(g, g')9 x).

On ecrit gx au lieu de ψ(g, x).

Soit U Φ φ un sous-ensemble ouvert connexe de X. Alors (G, X) induit
sur (G, U) une structure de morceau de loi d'operation analytique.

DEFINITION 1.5. Un morceau de loi d'operation analytique a gauche
est dit operation analytique a gauche si G est un groupe analytique et ψ
est une application analytique de G X X dans X.

On ecrit gx au lieu de ψ(g, x). Bien que la definition d'un morceau
de loi d'operation depende de ψ, nous utiliserons la notation (G, X) sans
preciser -ψ . Puisque dans la suite on ne considere que des morceaux de
lois d'operation analytique a gauche, on les appelle simplement morceaux
de lois d'operation analytique.
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DEFINITION 1.6. Soient (G19 Xt)9 (G2, X2) deux morceaux de lois d'opera-

tion analytique. Un morphisme de morceaux de lois d'operation analytique

(ou un morphisme analytique local) (<p9 f) de (Gl9 Xt) dans (G2, X2) consiste

en un morphisme de groupuscules analytiques φ de Gλ dans G2 et une

application analytique / d'un sous-ensemble ouvert non vide de X1 dans X2

verifiant la condition suivante: si geG, xeXi tels que gx,φ(g), f(x),

φ{g)t{x) et f(gx) soient definis, alors f(gx) = φ(g)f(x).

On dit que (Gί9 XJ est isomorphe a (G2, X2) en tant que morceaux de

lois d'operation analytique s'il existe un morphisme local (/, φ) de (Gl9 Xt)

dans (G2, X2) tel que φ soit un isomorphisme local et / soit un isomorphisme

d'un ouvert de Xί sur un ouvert de X2.

Soient (Gl9 X^9 (G2, X2) deux operations analytiques. Un morphisme

d'operations analytiques (ou morphisme analytique global) (φ9f) est un

morphisme analytique local (φ9f) tel que φ soit morphisme de groupe

analytique, / soit une application holomorphe et f(gx) = φ(g)f(x) pour tout

g 6 Gί9 tout x e Xu

Puisque Γon ne peut pas toujours definir le compose de deux mor-

phismes analytiques locaux, Γensemble des morceaux de lois d'operation

analytique ne forme pas de categorie. Pour la meme raison, la notion

d'isomorphisme local ne definit pas de relation d'equivalence.

Soit (G, X) un morceau de loi d'operation analytique. Alors il induit

un morphisme de Γalgebre de Lie g de G dans Γalgebre de Lie des champs

de vecteurs holomorphes sur X et inversement un morphisme de g dans

Γalgebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes sur X defini un

morceau de loi d'operation analytique (voir Bourbaki [3]).

DEFINITION 1.7. Un morceau de loi d'operation analytique (G, X) est

dit effectif si le morphisme de g dans Γalgebre de Lie des champs de

vecteurs holomorphes sur X est injectif.

PROPOSITION 1.8. Soit (G, X) un morceau de loi d'operation analytique.

II existe un morceau de loi d'operation analytique effectif (G\ X) et un

morphisme de morceaux de loi d'operation analytique de (G, X) dans (G', X).

C'est une consequence du theoreme 6 III, § 4 Bourbaki [3].

Soit (G, X) une operation analytique. Nous aurons besoin de la con-

dition suivante:

CONDITION 1.9. L'homomorphisme de G dans Aut X de groupes induit

par operation est injectif (cf. definition 1.7).
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PROPOSITION 1.10. Soit (G, X) une operation analytique. II existe une

operation analytique (G\ X) satisfaisant a la condition (1.9) et un morphisme

d'operatίons analytiques de (G, X) dans (G\ X).

II suffit de considerer (G/N, X) oύ N est le noyau de G -> Aut X (cf.

remarque (2.22).

DEFINITION 1.11. Soit (G, X) un morceau de loi d'operation analytique.

On dit que (G, X) est imprirnitif s'il existe un morceau de loi d'operation

analytique (H, Y) et un morphisme de morceaux lois d'operation analytique

(φ,f) de (G,X) dans (H, Y) satisfaisant aux conditions suivantes: (1) il

existe un point x e X tel que Γapplication / soit deίinie en x et la matrice

jacobienne de / ne s'annule pas en x. (2) dim X > dim Y > 0. On dit que

(G, X) est primitif lorsque (G, X) n'est pas imprimitif.

Par calcul, S. Lie [9] a classiίie tous les morceaux de lois d'operation

analytique eίfectif (G, X) a relation d'equivalence engendree par iso-

morphisme local pres, si la dimension de X < 2. C'est un des principaux

travaux de Lie. Lorsque la dimension de X est egale a 3, il a donne la

liste exhaustive des morceaux de lois d'operation primitifs. De plus, il a

etudie certains morceaux de lois d'operation imprimitifs de dimension 3.

THEOREME 1.12 (Lie [9]). Soit (G, X) un morceau de loi d'operation

analytique effectif. Si (G, X) est primitif et la dimension de X est 3, alors

(G, X) est localement ίsomorphe a un des morceaux de lois d'operation

analytique suivants:

(1) (PGLi9P3);

(2) (GTAZ,AZ);

(3) (SGTAS,A3);

(4)

(5)

(6) (GTEZ,A3);

(7) (GSZ,A3);

(8) (PSOs, {xl + x\ + x\ + x\ + x\ = 0} c P4).

On trouve ci-dessous la definition des groupes: GTAZ est le groupe

des transformations affines. Autrement dit, c'est le sous-groupe de PGL^

forme des matrices ί * ) oύ x e C\ A e GLZ. GTAZ est un sous-groupe

algebrique de PGL4. Ainsi GTAZ opere sur Pz laissant invariant le plan
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infini et done sur P3 — le plan infini = Az. Signalons que Az est Γorbite

ouverte de P3 et Az est un espace homogene. SGTAZ est le sous-groupe

de GTAZ forme des matrices (} °^°) e GTAZ telles que A e SLZ. SOn est

le sous-groupe de GLn forme des matrices laissant invariant la forme

quadratique x\ + x\ + + xl L'operation (PSp,, P3) (resp. (PSO,, P3))

est l'operation projectifiee de la representation naturelle de degre 4 du

groupe symplectique (resp. orthogonal). GTEZ est le groupe des trans-

formations euclidiennes. C'est le sous-groupe de SGTAZ forme des matrices

x A ) t e ^ s q u e ^ 6 ^ 3 * ^^ 3 e s t * e ^ r o u P e ^ e s similitudes. C'est le\x A )

sous-groupe de SGTAZ forme des matrices ί . telles que AeGm- SOZ.

L'operation projectifiee (PSO5,P4) de SO5 laisse invariante la quadrique

{xo + xl + xl + xl + xl + xl = 0} a P4. Ainsi le groupe PSOb opere sur la

quadrique de dimension 3. Cette operation se note (PSO*,, {x2

0 + xl + xl +

x\ + x\ = 0} C P4) oύ (PSO5, quadrique C P4).

§2. Definitions Algebriques

Remplaςant des applications analytiques par applications regulieres,

on obtient la definition de groupuscule algebrique. Toute variete algebrique

est definie sur un corps algebriquement clos k. Tout groupe algebrique

est suppose connexe. D'ailleurs on considere des sous-groupes algebriques

qui ne soient pas toujours connexes.

DEFINITION 2.1. On appelle groupuscule algebrique un systeme (G, e9

θ, m) veriίiant les conditions suivantes:

( i ) G est une variete algebrique irreductible;

(ii) e est un point ferme de G;

(iii) θ est une application rationnelle reguliere a un voisinage de e;

(iv) m est une application rationnelle de G X G dans G reguliere a

une partie ouverte Ω de G X G;

Les memes conditions (v), (vi) et (vii) que celles de la definition 1.1.

Comme au cas analytique, on ecrit gh au lieu de m(g, h), et g'1 au

lieu de d(g).

DEFINITION 2.2. Soient Gl9 G2 deux groupuscules algebriques d'elements

neutres el9 e2. Un morphisme de groupuscules algebriques / de Gx dans G2

est une application rationnelle de Gx dans G2 verifiant les conditions

suivantes:
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( i ) / est reguliere a eί et /(βj) = e2

(ii) Si g, h dans Gί sont tels que gh soit defini et / soit defini a gh,

alors f(g)f(h) est defini et egal a f(gh).

Le compose de deux morphismes de groupuscules algebriques est un

morphisme de groupuscules algebriques. L'ensemble des groupuscules

algebriques forme une categorie.

DEFINITION 2.3. On dit que deux groupuscules algebriques sont bira-

tionnellement isomorphes s'il existe un morphisme de groupuscules

algebriques qui est birationnel.

THEOREME 2.4 (Weil [13]). Soίt G un groupuscule algebrique. Alors

il existe un groupe algebrique Gf birationnellement ίsomorphe a G.

La version analytique du theoreme de Weil est le troisieme theoreme

de Lie dont nous n'aurons pas besoin.

D'autre part, on a le theoreme d'unicite.

THEOREME 2.5 (Rosenlicht [11]). Soίent Gu G2 deux groupes algebriques.

Si Gx est ίsomorphe a G2 en tant que groupuscules algebriques, Gj est ίso-

morphe a G2 en tant que groupes algebriques.

DEFINITION 2.6. Soient (G, β, θ, m) un groupuscule algebrique, X une

variete algebrique irreductible. On appelle pseudo-operation algebrique

(a gauche) de G sur X une application rationnelle ψ de G X X dans X

verifiant les conditions suivantes:

( i ) pour un point general x e Xu Γapplication ψ soit reguliere a

(e, x) et ψ(β, x) = x.

(ii) pour deux points generaux g,greG et un point general xeX,

on a ψ(g, (g\ x)) = ψ(m(g, g'), x).

Lorsque G est un groupe algebrique, on dit que (G, X) ou parfois X

est une pseudo-operation algebrique du groupe algebrique G sans preciser ψ.

On ecrit gx au lieu de ψ(g, x).

Une pseudo-peration algebrique (G, X) est dite morceau de loi d'opera-

tion algebrique si ψ est reguliere sur une partie ouverte Ω de G X X con-

tenant {e} X X

Soient (G, X) une pseudo-operation algebrique (resp. un morceau de

loi d'operation algebrique) et U Φ φ un sous-ensemble ouvert de X. Alors

(G, U) porte la structure de pseudo-operation algebrique (resp. morceau

de loi d'operation algebrique) induite par (G, X).

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924


54 HIROSHI UMEMURA

DEFINITION 2.7. Un morceau de loi d'operation algebrique est dit

operation algebrique si G est un groupe algebrique et ψ est un morphisme

de varietes algebriques de G X X dans X.

DEFINITION 2.8. Soient (Gu Xt), (G2, X2) deux pseudo-operations alge-

briques (resp. morceaux de lois d'operation algebrique). Un morphisme

de pseudo-operations algebriques (resp. morceaux de lois d'operation

algebrique) (φ, f) de (Gu Xt) dans (G2, X2) consiste en un morphisme de

groupuscules algebriques φ de Gx dans G2 et une application rationnelle f de

XΪ dans X2 veriίiant la condition suivante; si geGu xeXt tels que gx,

φ(g), f(x), φ(g)f(x) et f(gx) soient definis, alors f(gx) = φ{g)f(x).

On dit que (Gu Xt) est isomorphe en tant que pseudo-operation alge-

brique (resp. morceau de loi d'operation algebrique) ou birationnellement

isomorphe a (G2, X2) s'il existe un morphisme de pseudo-operations algebri-

ques (resp. morceaux de lois d'operation algebrique (φ,f) tel que φ et f

soient birationnels.

Soient (Gl9 Xι), (G2, X2) deux operations algebriques. Un morphisme

d'operations algebriques (<p, f) de (Gl9 X^) dans (G2, X2) est un morphisme

de morceaux de lois d'operation algebrique de (Gl9 X^ dans (G2, X2) tel que

φ soit un morphisme de groupes algebriques, / une application reguliere

et f(gx) = φ(g)f(x) pour tout geGl9 tout xeXt.
Le theoreme suivant reduit Γetude des pseudo-operations algebriques

et morceaux de lois d'operation algebrique en celle des operations algebri-

ques.

THEOREME 2.9 (Weil [13]). Soit (G, X) une pseudo-operation algebrique.

Alors il existe une operation algebrique (G\ Xf) telle que (G, X) soit bira-

tionnellement isomorphe a (G\ X;).

Pour Γunicite de {G',Xf), on a le resultat suivant:

THEOREME 2.10 (Rosenlicht [11]). Soient (Gί, Xx\ (G2, X2) deux opera-

tions algebriques. Si (Gu Xx) est isomorphe a (G2, X2) en tant que morceau

de loi d'opέration algebrique, alors, pour chaque i, il existe une partie ouverte

UtΦ φ de Xi telle que Ut soit invariante par G£ et (G1? UJ soit isomorphe

a (G2, U2) en tant qu'opέrations algebriques.

Soit X une variete algebrique. On designe par Aut birat X le groupe

des automorphismes birationnels de X. C'est le groupe des &-automor-

phismes du corps des fonctions rationnelles k(X). En generale, Aut birat X
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n'est pas un groupe algebrique. Mais on peut parler d'un sous-groupe

algebrique de Aut birat X Pour definir correctement un sous-groupe

algebrique de Aut birat X, il faut interpreter Aut birat X comme un foncteur

de la categorie des varietes algebriques sur k dans la categorie des groupes

(Demazure [4]).

DEFINITION 2.11. Soit G un groupe algebrique. Done G est un fonc-

teur de la categorie des varietes algebriques sur k dans la categorie des

groupes. Un homomorphisme algebrique ψ de G dans Aut birat X est un

morphisme de foncteurs de G dans Aut birat X On dit que G est un

sous-groupe algebrique de Aut birat X si Γhomomorphisme φ est injectif,

i.e. G est un sous-foncteur de Aut birat X

PROPOSITION 2.12 (Demazure [4]). 77 exίste une correspondence bijective

entre les homomorphίsmes algebriques de G dans Aut birat X et les pseudo-

operations algebriques de G sur X

PROPOSITION 2.13 (Demazure [4]). Soit ψ: G —> Aut birat X un homo-

morphisme algebrique. Le noyau N de φ est un sous-groupes algebrique

de G.

COROLLAIRE 2.14. Soit (G, X) une pseudo-operation algebrique d'un

groupe algebrique G. 27 exίste une operation algebrique (G\ X) d'un groupe

algebrique Gf definίssant un sous-groupe algebrique de Aut briat X et un

morphisme d'opέratίons algebriques de (G, X) dans (G7, X).

Soit N le noyau de Γhomomorphisme G —> Aut birat X II suffit de

considerer Γhomomorphisme algebrique G' = G/N-+ Aut birat X

Soit (G, X) une pseudo-operation algebrique d'un groupe algebrique G.

CONDITION 2.15. L'homomorphisme de groupes abstraits de G(C) dans

Aut birat X(C) est injectif.

Si (G, X) est une operation algebrique, cette condition est equivalente a

CONDITION 2.16. L'homomorphisme de groupes abstraits de G(C) dans

AutX(C) est injectif.

COROLLAIRE 2.17. On suppose k = C. Un homomorphisme algebrique

G —> Aut briat X defini par une operation algebrique (G, X) est injectif si et

seulement si (G, X) satisfait a la condition 2.16.
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En effect, tout groupe algebrique en caracteritique 0 est reduit et le
noyau N est trivial si et seulement si N(C) est trivial.

On suppose desormais k = C. D'apres le corollaire 2.17 il suffit de
considerer les pseudo-operations algebriques des groupes algebriques
satisfaisant a la condition ensembliste 2.15 au lieu de sous-groupes
algebriques de Aut birat X

PROPOSITION 2.18. II existe une correspondence bijective entre les classes

de conjugaison des sous-groupes algebriques de Aut birat X et les classes

d'isomorphisme birationnel des operations algebriques (G, X') satisfaisant a

la condition 2.16 telles que Xf soit birationnellement ίsomorphe a X.

Soit (G, X') une operation algebrique satisfaisant a la condition 2.16
telle qu'il existe un isomorphisme birationnel /: Xf —> X. L'isomorphisme
birationnel / define une pseudo-operation algebrique de G sur X done un
sous-groupe algebrique de Aut birat X. Si Γon remplace / par un autre
isomorphisme birationnel /', le sous-groupe algebrique de Aut birat X defini
par f est conjugue a celui defini par /. D'apres le theoreme 2.9 et la
proposition 2.12 tout sous-groupe algebrique est ainsi defini. Deux sous-
groupes algebriques G1? G2 de Aut birat X sont conjugues si et seulement
si les pseudo-operations algebriques des groupes algebriques (Gu X), (G2, X)
sont birationnellement isomorphes.

Soit X une variete algebrique (sur C). On designe par Xan Γespace
analytique associe a X. Soit / un morphisme de varietes algebriques. Le
morphisme analytique associe est note par fan. Soit (G, X) un morceau
de loi d'operation algebrique (resp. une operation algebrique). Alors, le
morceau de loi d'operation analytique associe (resp. Γoperation analytique
associee) est designe par (Gan, Xan).

PROPOSITION 2.19. Soient G un groupe algebrique et (G, X) un morceau

de loi d'operation algebrique. Si (Gan, Xan) est primitίf, alors, pour tout

morceau de loi d'operation algebrique (G, Y) birationnellement isomorphe a

(G, X), (Gan, Yan) est prmίtif.

En effect, soit (φ, f): (G, X) -> (G, Y) un isomorphisme birationnel. Le
morphisme fan est un isomorphisme d'une partie ouverte de X dans une
partie ouverte de Y. La proposition resulte de la definition 1.11 et du fait
que toute partie ouverte non vide pour la topologie de Zariski est dense.

DEFINITION 2.20. Soit (G, X) une operation algebrique definissant une
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classe de conjugaison C de AutbiratX Lorsque Γoperation analytique

(Gα\ Xan) est primitive, on dit que la classe de conjugaison C est primitive.

Tout sous-groupes algebrique dans C est dit primitif.

Si Γoperation analytique (Gan, Xan) est primitive, alors d'apres la

proposition 2.19, pour toute operation algebrique (G, Y) definnissant la

classe de conjugaison C, Γoperation analytique (Gan, Yan) est primitive.

PROPOSITION 2.21. Soient (Gi9 Xt) (i = i, 2) deux operations algebriques

(sur C) satisfaisant aux condition suivantes:

(1) (Gi9 Xi) (i = 1, 2) satisfont a la condition 2.16;

(2) il exίste un ίsomorphisme d'operatίons analytίques (φ'9f) de

(Gϊ^Xr) dans (Gξn, Xfn)

(3) le morphisme fest algebrique) il exίste un ίsomorphisme f de varietes

algebriques de Xx dans X2 tel que fan = f'\

(4) il existe un complete equiυariant (G2, X2) de (G2,X2)l Xi est une

υariέte protective lisse et il existe une immersion ouverte i:X2-^X2

telle que (Id,i): (G2, X2)-> (G2,X2) soit un morphisme d'operations

algebriques.

Alors, Γopέration (Gu -Xi) est isomorphe a (G2, X2) en tant qu'operation

algebrique.

Posant gxx2 = fgιf'\x^ pour gxeGu x2eX29 on obtient une operation

algebrique. II suffit, done, de montrer que (Gu X2) est isomorphe a (G2, X2)

en tant qu'operation algebrique. Puisque Γoperation (G}n, X2

an) est iso-

morphe a (Gξn, X2

an), la loi d'operation (Gl9 X2) se prolonge a une operation

analytique (Gfn, X2

an). On en conclut que le morphisme de varietes algebri-

ques ψ(gu x2) ι-> gίX2 de Gx X X2 dans X2 se prolonge a un morphisme de

varietes analytiques ψ(gu x2) »-> gxx2 de {Gx X X2)
an dans X2

an. Le morphisme

ψ est algebrique parce qu'il coincide au morphisme algebrique ψ sur

Γouvert pour la topologie de Zariski Gx X X2 de Gx X X2. Puisque la

variete X2 est projective, AutX2 est un groupe algebrique. Done, on a

montre que (Gu X2), (G2, X2) sont des sous-operations de (Aut X2. X2). Les

groupes algebriques Gu G2 sont des sous-groupes algebriques du groupe

algebrique AutX2 et les ensembles des points rationnels GX(C) et G(C) se

coincident. Puisque Gj et G2 sont reduits, Gj coincide avec G2. Done,

Γoperation (Gl9 X2) est isomorphe a (G2, X2) en tant qu'operation algebrique.

Remarque 2.22. On ignore si la condition 4 de la proposition 2.21 est

necessaire. La proposition 2.21 se resute plus facilement de Γenonce
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suivant sans supposer la condition 4:

2.23. Soient G19 G2 deux sous-groupes algebriques de Aut birat X. Alors,

1 intersection G1 Π G2 est un sous-groupe algebrique de Aut birat X

Ou plus generalement,

2.24. Soient G{ £ = 1, 2 deux groupes algebriques et ft: Gt -> Aut birat X

i = 1,2 deux morphismes de foncteurs. Alors le produit fibre Gt X

Autbriatx G2 est representable.

On croit que 2.24 est vrai mais on n'a pas reussi a montrer.

§3. Classification Algebrique

Soient G, G deux groupes analytiques, φ: G —> G un morphisme de

groupes analytiques, H un sous-groupe analytique ferme de G. Soient g

Γalgebre de Lie de G, g Γalgebre de Lie de G, ϊj Γalgebre de Lie de H. ίj est

une sous-algebre de g et φ induit un morphisme φ*\ g —> g d'algebres de Lie.

LEMME 3.1. Si tout sous-groupe analytique ferme H de G tel que Γalgebre

de Lie de H soit φ*1^) est connexe, alors (i) tout H coincide avec φ'ιH\ (ii)

il existe un morphisme (φ,f):(G,G/H)-+(G,GIH) d3operations analytiques]

(iii) G/H est isomorphe a G/H en tant que varietέ analytique.

Le premier enonce est trivial. G opere sur G/H par morphisme <p.

Soit K le stabilisateur de G k He G/H. On a un morphisme d'operations

analytiques de (G, GjK) dans (G, G/H) et G/K est isomorphe a G/H en

tant que variete analytique. Comme Γalgebre de Lie de K est φ^ίfy), il

resulte de Γhypothese que K — H.

Soient Gu G2 deux groupes analytiques. Soit Ht un sous-groupe analy-

tique ferme de Gt pour £ = 1, 2. S'il existe un isomorphisme (<p, f):(Gu GJH^

—> (G2, G2IH2) de morceaux de lois d'operation analytique, on peut supposer

que / est defini a ^ e G/H, et f(Hx) = H2.

LEMME 3.2. Soient Gt (i = 1, 2) un groupe analytique, Ht un sous-groupe

analytique ferme de Gi,(φ9f):(GuG1IH1)->(G2,G2IH2) un isomorphisme de

morceaux de lois d'operation analytique tels que f soit defini a Hx et f(Hι)

— H2. On suppose qufil existe un groupe analytique G, des morphismes de

groupes analytiques: φ^G-^Gi tels que φ2* — <p*°<p!* et φx satisfasse a la

condition du lemme 3.1. Si, pour chaque i, {Gu GiJH^ satisfait a la condi-

tion 1.9, (Gu GJHi) est isomorphe a (G2, G2/H2) en tant qu'operation analytique.
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En vertu de la demonstration du lemme 3.1, il existe un morphisme

d'operations analytiques (φ,fi):(G,G/Hί)->(Gi,Gί/Hi) pour chaque i oύ

Ht = ψτ\Hτ).

II resulte de Γhypothese <p2* = φ* oφ^ que Γalgebre de Lie de Hx

coincide avec Γalgebre de Lie de H2. D'apres hypothese sur ψt et Hi9 on

a Ήx = H2 = m = HI On posera Hi = #2° = H. Done G/fl, = G/ff.

D'ailleurs, si Γon pose pour chaque iKt — noyau de φi9 (G/Ki9 (G/K^KH/Ki))

est isomorphe a (Gi9 Gi/Hi) en tant quΌperation analytique. Puisque

(Gίf Gi/Hi) satisfait a la condition 1.9 et ft est bijectif, Kt = noyau de

morphisme de G dans Aut G/Hi induit par operation de G. Puisque nous

avons montre que Hx = H2, done Kx = K2 que nous noterons K. Par con-

sequent (Gi, Gi/Hi) est isomorphe a (G/K, (G/K)I(H)K)) en tant quΌperation

analytique.

LEMME 3.3. Soient Gl9 G2 deux groupes analytiques, Soit Ht un sous-

groupe analytique fermέ de Gi pour 1 < ί < 2. On suppose que (Gί9 GJH^

est isomorphe a (G2, G2jH2) en tant que morceau de loi d'operation analy-

tique. Soient g, ϊ) les algebres de Lie de Gif Ht. Soit G le groupe analy-

tique simplement connexe dfalgebres de Lie g. Si tout sous-groupe analy-

tique fermέ H de G d'algebre de Lie § est connexe, et si, pour i = 1, 2,

{Gu Gi/Hi) satisfait a la condition 1.9, alors (Gl9 GJH^ est isomorphe a

(G2, GJH2) en tant qu'operations analytiques.

En effet, e'est un cas particulier du lemme 3.2.

Soit (G, X) un morceau de loi d'operation algebrique. D'apres le

theoreme 2.9, il existe une operation algebrique (G', X') et un isomorphisme

birationnel (φ, f): (G, X) —> (G7, X7) de morceaux de lois d'operation algebri-

que. Si pour tout point general x de X et g e G, on pose ψ(x) = f~1oLg<>

f(x){1\ ψ est un homomorphisme de groupes de G' dans le groupe

Autbirat(Z) des automorphismes birationnels de X. Le groupe, Γimage

de Gf dans Autbirat(X), depend de / mais il est bien determine a con-

jugaison pres.

Le groupe des automorphismes birationnels de Γespace projectif de

dimension n s'appelle groupe de Cremona et se note Crn. Le probleme

suivant est classique; classifier a conjugaίson pres les sous-groupes alge-

briques connexes maximaux de Crn.

D'apres la proposition 2.18, si n~3, le probleme est equivalent a la

(1) Lg est Γautomorphisme de X defini par operation de g.
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classification birationnelle des operations algebriques satisfaisant a la

condition 2.16 sur les varietes algebriques rationnelles et de dimension 3.

THEOREME 3.4. Soient G un groupe algebrique, X une variete ration-

nelle de dimension 3 sur C, (G, X) une operation algebrique satί§faίsant a

la condition 2.16. Si Voperation analytique associee (Gan,Xan) est primitive,

alors (G, X) est biratίonnellement ίsomorphe a un des morceaux de loίs

d'operation algebrique figurant dans la lίste ci-dessous.

(1) (PGL49P3),

(2) (GΓA.,4),

(3) (SGTA3AZ),

(4)

(5)

(6) (GTE3,A3),

(7) (GS3,A3),

(8) (PSOs, {xl + x\ + xl + x\ + x\ = 0} c P4),

(9) (SO4, SOJK), oil K est le sous-groupe algebrique forme des matrices

0 0 0\

de SO,.

Puisque (Gan, Xan) est primitif, (Gαn, Xan) est generiquement transitif.

(G, Γorbite ouverte) est birationnellement isomorphe a (G, X). On peut

supposer que (G, X) est un espace homogene (G, G/H). D'autre part,

(Gan, Xan) est isomorphe en tant que morceau de loi d'operation analytique

a un des (1), (2), . , (8) du theoreme 1.12.

Cas 3.5 oύ (Gan, Xan) = (Gan, (G/H)an) est isomorphe, en tant que

morceau de loi d'operation analytique, a (1), (4) ou (8) du theoreme 1.12.

Alors G est semi-simple et H est un sous-groupe parabolique. Puisque

tout sous-groupe parabolique d'un groupe de Lie semi-simple est connexe,

il resulte du lemme 3.3 que (Gan, (G/H)an) est isomorphe a Γune operations

analytiques (1), (4). (8) du theoreme 1.12. D'autre part, on sait que tout

homomorphisme de groupes de Lie semi-simples est algebrique (voir 3.10).

Π en resulte que (G, G/H) est isomorphe en tant qu'operation algebrique

a Γune des operations algebriques (1), (4). (8) du theoreme 1.12.
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Cas 3.6υ oύ (Gan, Xan) = (Gan, {GjH)an) est isomorphe, en tant que
morceau de loi d'operation analytique a un des (2). (3), (6), (7) du theoreme
1.12. Puisque la demonstration est identique, on peut supposer que
(Gan, Xan) = (Gan, (G/H)an) est isomorphe a (6) du theoreme 1.12 en tant
que morceau de loi d'operation analytique. Soient G1 le groupe des trans-
formations euclidiennes GTE3, & son algebre de Lie, Hx le stabilisateur de
G, a '(0, 0, 0) e Az (ou a £(1, 0, 0, 0) e P3), lj l'algebre de Lie de Hx. (Gl9 A3) est
isomorphe, en tant qu'operation algebrique a (Gu GJH^. L'algebre Qt est
une sous-algebre de sί± des matrices x e s£4 telles que xυ = 0 pour 1 < j
< 4 et (Xij)ij^2 β SO3 et ή la sous-algebre de & des matrices xeg, telles
que xn = 0 pour 1 < ί < 4.

Afin de pouvoir appliquer le lemme 3.3, montrons d'abord quelques
lemmes.

LEMME 3.7. Tout sous-groupe analytique ferme L de Gx tel que l'algebre

de Lie de L soit ή est connexe.

En effet, par hypothese

L° = {xeG1\ xu = l,xu = Xn = 02<£<4, ( x , , ) ^ >2 e SO3} .

Supposons par absurde que L n'est pas connexe. Alors il existe un element

tel q u e O ^ ^ e C\ Soit x = β °B°)e L° L e P r o d u i t yχ

= ( Λβ ) de deux elements de L est un element de L. II en resulte que,

quel que soit C e SOZ, ( „ ) est un element de L. D'autre part, si

D e SO39 le produit

/ I 0 0 0 \ / l 0 0 0 \ / l 0 0 0 \

\0 D )\z C ) \D )\Dz DC )

de deux elements est un element de L. Par consequent, quels que soient

E, Fe SO3, ί rr π) est un element de L. Done, quels que soient A, B, A',

Bf e SO3, le produit

/I 000\/l 000\ /I 000\
\Bz A )\B'z A') \Bz+B'z AAΊ

est un element de L. Cela montre que le groupe analytique L a un para-
metre dans la premiere colonne, ce qui est impossible.

1) Une demonstration plus simple se trouve dans Umemula [15].

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924


62 HIROSHI UMEMURA

Le groupe analytique Gx est homeomorphe a C3 X SO3. Π en resulte

que le groupe fondamental TΓ^GJ) est isomorphe a Z/2Z. Si G designe le

revetement universel de Gl9 la projection ψx est un morphisme de groupes

analytiques de degre 2.

LEMME 3.8. Tout sous-groupe analytique ferme H de G tel que Γalgebre

de Lie de H soit #"*(!}) est connexe.

Le groupe algebrique φ^H) est connexe et egal a Hx d'apres le lemme

3.7. On a done φΐ\H^ 3 H. II existe un morphisme de varietes analyti-

ques

~ ~ a ~ ~ B
CITJ0 y CITT \ C*\ ~^(Ί-f\ CIΊ-Γ

D'autre part (G1/£Γ1)
α7ϊ est homeomorphe a C3 done simplement connexe.

II en resulte que le degre de β o a est 1. Autrement dit H° = H = ^f 1(iϊ1).

c.q.f.d.

On peut appliquer maintenant le lemme 3.3 et on en conclut qu'il

existe un isomorphisme d'operation analytiques: (φ,f):(Gan,(GIH)an) =

(Gαn, Xan) -* (Gϊn, (GJHd™) = (GTE3J A3). II faut algebriser Γisomorphisme

analytique (9,/). D'apres la proposition 2.21, il suffit de montrer que /

est algebrique. Soit R le radical de G. Puisque le radical de GTEZ est

commutatif, R est commutatif. Done R est isomorphe au produit G^X Gs

a,

r, s e N en tant que groupe algebrique. Le groupe analytique Ran est iso-

morphe au radical de GTEZ qui est isomorphe a <?|. On en conclut r = 0

s = 3 et R est isomorphe a Gl en tant que groupe algebrique. La variete

algebrique X est un espace homogene de R = G3

a. Si Γon restreint Γiso-

morphisme analytique (φ,f) a (R, X), on obtient (φ,f)\iRtX):(Ran,Xan) =

{{Gl)an, (Gl)an) -> ((<ji)αn, Λ?n). On en conclut que / est une transformation

affine done algebrique.

II ne reste qu'a faire la verification dans le cas 3.9 oύ (Gan, Xan) est

isomorphe a (PSO4, P3) en tant que morceau de loi d'operation analytique.

Rappelons le fait suivant:

3.10. (a) Tout group analytique semi-simple est algebrique.

(b) Soient A un groupe algebrique semi-simple, B un groupe algebrique.

Alors on a HomαZ, (A, B) = HomαTO (Aα\ Ban) oύ HomαZέΓ (,) (resp. Homαn (,))

designe Γensemble des homomorphismes de groupes algebriques (resp.

analytiques).
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Voir chap. VIII, Serre [14].

Si x designe le point '(1, 0, 0, 0) e P3, Γorbite de x est de dimension 3. Le

stabilisateur H de x est forme des matrices

0 0 0χ

telles que ( - l ) Ά e S O 8 .

Soient E un espace vectoriel sur C, Q une forme quadratique non

degeneree sur E. On sait que le groupe orthogonal special SO(Q) n'est

pas simplement connexe. Le revetement universel de SO(Q) est le groupe

de Clifford special C+(Q) qui est un revetement de degre 2 de SO(Q). πQ

designera la projection de C+(Q) sur SO(Q). Pour la definition de C+(Q),

voir chapitre 9, Bourbaki [2].

PROPOSITION 3.11. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur

un corps k et Q une forme quadratique sur E. Soient Eί9 E2 deux sous-

espaces de E tels que E1 et E2 soient orthogonaux, la restriction Qx de Q

sur JEΊ soίt non degenere, E soίt la somme directe de Ex et E2. Alors

Γίnclusίon i de Ex dans E ίnduίt Γhomomorphίsme canonique de groupes

ί+iC+iQi)-* C+(Q) et Γhomomorphisme de groupes V: SO{Q,) -> SO(Q) tels

que πQ o i+ = if o πQx.

L'homomorphisme if est defini par

La proposition resulte de la definition et des proprietes elementaires

de Γalgebre de Clifford (voir § 9, n° 3, Bourbaki [2]).

Appliquons maintenant la proposition: nous poserons

E = C 4 , Ex = {«(*o, xl9 x2i x3) € E\ x0 = 0} ,

E2 = {ι(x0, xl9 x2, xs) eE\x1 = x2 = x3 = 0} ,

Q((x0, xl9 x2, xj) = xl + x\ + x\ + x\ .

COROLLAIRE 3.12. Si Von ίdentifie SOiQJ a son image dans SO(Q),

Γίmage reciproque π-Q1(SO(Q1)) est connexe.

πQ: KQXiSOίQj))—> SOiQ^ est un revetement de degre 2. D'autre part,

πQl: C+(Qi) -> SO(Q) est aussi un revetement de degre 2 et on a πQ = π^oi*.
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II en resulte i+ est un isomorphisme de C+(Qi) sur πQ^SOiQJ). Puisque

C+(Qi) est connexe, πqXSOiQJ) l ' e s^ aussi.

On a morphisme de groupes analytiques de C+(Q) dans Gan. Puisqu'il

s'agit des groupes analytiques simples, ce morphisme est algebrique. Done

X est un espace homogene algebrique de C+(Q). II en resulte que la

classification algebrique de Γespace homogene (G, X) est reduite a la

determination de tous les sous-groupes algebriques H de C+(Q) dont les

composantes connexes de Γ element neutre sont

/I 0 0 0\
10
10 SO3

LEMME 3.13. πe(H) a au plus deux composantes connexes. Plus

prέcisement, KQ(H) est egal a

,1 oo Ox r / ( - i y oo Ox,

o . o
ou a (-lYAeSO3,£eZ\ .

0 SO3 "•"* 0
0̂ ' ^ 0

Le raisonnement du lemme 3.7 montre que Γexistence d'un element

(b{]) e πQ(H) tel que le vecteur (612, b13> bu) soit different de zero, constitue

une contradiction. Le lemme en resulte.

D'abord examinons le premier cas

/I 0 0 0\

°
0 SO2

^0
est connexe d'apres le corollaire 3.18, on en conclut

/I 0 0 Ox

so,

Done (G, X) est isomorphe en tant qu'operation algebrique a

(
/I 0 0 0x\ / /I 0 0 0
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Par hypothese 2.11, (G, X) est isomorphe a

SO,, SO4/

Si E designe la representation irreducitible de degre 4 de SO,,

so.

se realise comme une orbite de '(1, 0, 0, 0) de E. (G, X) est birationnelle-

ment isomorphe au cas (9) du theoreme. On suppose maintenant

que nous poserons H'. II en resulte, comme dans le premier cas, que

(G, -X") est isomorphe en tant quΌperation algebrique k (C+(Q), C+(Q)/^ρ1(iϊ/))>

(SO,, SOJH') ou (PSO,, PSOJH") oύ H" est Γimage de Hf par la projec-

tion canonique de SO, sur PSO±. Parmi les trois espaces homogenes, seul

le dernier satisfait a la condition 2.11. Done (G, X) est isomorphe en tant

quΌperation algebrique a (PSO,, P3), ce qui acheve la demonstration du

theoreme.

La demonstration du theoreme montre que la classification analytique

globale coincide avec la classification algebrique globale (dans le cas

primitif et d i m X = 3 ) / On peut montrer plus generalement: Soient

(Gi9 GJHί) (i = 1, 2) deux operations algebriques telles que (GΓ, (GtIHt)an)

soient primitives. Alors deux conditions suivantes sont equivalentes. (1)

(G?n, (G.jH.Y71) est isomorphe a (G2, (G2/H2)
an) en tant quΌperations analy-

tiques. (2) (Gl9 GJHJ est isomorphe a (G2, G2/H2) en tant quΌperations

algebriques. Voir [15].

Le theoreme 3.4 permet de classifier a conjugaison pres les sous-groupes

algebriques primitifs de O 3 .

COROLLAIRE 3.14. Tout sous-groupe algebrique connexe primίtifs de Crz

est, a conjugaison pres, un sous-groupe de (PGLA, P
4) ou (PSOb, {x2

0 + x\ +
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*i + x\ + x\ = 0} C P4). l?n partίculίer, les operation algebriques (PGLi9 Pz)

et (PSOif {xl + x\ + x\ + x\ + 4̂ = 0} C P4) determinent des classes de con-

jugaison maximales de sous-groupes algebriques connexes de Crz.

En effet, les operations (2). (3), (4). (5), (6), (7) du theoreme 3.4 sont

des sous-operations de (PGLi9 P3). L'operation (9) est une sous-operation

de (PSO5, {xl + x\ + x\ + xl + xl = 0} C P4). La derniere assertion resulte

du fait qu'une operation algebrique primitive n'est jamais une sous-operation

d'une operation algebrique imprimitive.

Remarques 3.15.1. On peut montrer la maximalite des classes de

conjugaison de sous-groupes algebriques definies par (PGLi9 P3) et (PSOb,

{xl + x\ + xl + xl + x\ = 0} = X a P4) directement. II est facile de voir

que Aut P3 = PGL4 et Aut X = PSO5. Alors la maximalite resulte des

theoreme 2.9, theoreme 2.10 et de la projectivite des espaces homogenes.

3.15.2. Le raisonnement de 3.15.1 montre: Soient G un groupe algebrique

semi-simple et P un sous-groupe parabolique de G. Soit n la dimension

de la variete rationnelle G/P. On designe par Aut0 GjP la composante

connexe de Γelement neutre de groupe algebrique Aut G/P. Alors

(Aut0 G/P, GjP) determine une classe de conjugaison maximale de sous-

groupes algebriques connexes de Crn.

3.15.3. Le theoreme de Borel-Weil nous permet de determiner Aut0 GjP.

Signalons qu'il y a des cas oύ Aut0 G/P ~$L G, par exemple l'operation (4)

du theoreme 3.4.

BlBLIOGRAPHIE

[ 1 ] Borel, A., Linear algebraic groups, Benjamin, New York 1969.
[ 2 ] Bourbaki, N., Algebre, Chapitre 9, Formes sesquilineaires et formes quadratiques,

Hermann, Paris 1959.
[ 3 ] , Groupes et algebres de Lie, Chapitre 3, groupes de Lie, Hermann, Paris 1972.
[ 4 ] Demazure, M., Sous-groupes algebrique de rang maximum du groupe de Cremona.

Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 4e serie, t. 3 (1970), 507-588.
[ 5 ] Enriques, F., Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane nel piano, Rendic.

Accad. dei Lincei, 1893, 468-473.
[ 6 ] Enriques, F. e Fano, G., Sui gruppi di trasformazioni cremoniane dello spazio,

Annali di Matematica pura ed applicata, s. 2a, to. 15 (1897), 59-98.
[ 7 ] Fano, G., I gruppi continui primitivi di trasformazioni cremoniane dello spazio,

Atti R. Ace. di Torino, 33 (1898), 221-271.
[ 8 ] Godeaux, L., Les transformations birationnelles du plan, Memorial des Sciences

Mathematiques, n° 122, Gauthier-Villars, Paris 1953.

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924


GROUPE DE CREMONA 67

[ 9 ] Lie, S., Theorie der Transformationsgruppen, dritter und letzter Abschnitt,
Teubner, Leipzig 1893.

[10] Mumford, D., Mathematical developments arising from Hubert problems, Proceed-
ing of symposia in pure mathematics, 2S (1974), 44-45.

[11] Rosenlight, M., Some basic theorems on algebraic groups, Amer. J. of Math., 78
(1956), 401-443.

[12] Serre, J. P., Algebre de Lie semi-simples complexes, Benjamin, New-York 1966.
[13] Well, A., On algebraic groups of transformations, Amer. J. Math., 77 (1955),

355-391.
[14] Umemura, H., Maximal algebraic subgroups of the Cremona group of three vari-

ables—imprimitive algebraic subgroups of exceptional type, preprint.
[15] Umemura, H., Un article sur le groupe de Cremona, en preparation.

Nagoya University

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018924



