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make N2 + aN a square integer, where a is a given constant. For
putting the expression equal to y2

and the problem is reduced to that of finding the least square of an
even number which added to a2 will make it an integral square.

If a is an even number, N is obviously an integer. If a is odd,
J(a? + 4y2) is also an odd number, and therefore N is again an

integer.

Sur un Lieu G6om6triqu.e.

Par M. PAUL AUBERT.

Par un point fixe A d'une circonfe'rence donnie on mene deux
cordeg AB et AC dont le produit a une valeur constante m2, puis on
joint BC. Trbuver V le lieu du pied D de la bissectrice de Vangle
A du triangle ABC ; 2° le lieu des centres des cercles inscrits et ex-
inscrits a ce triangle.

FIGURE 14.

1°. Soit H le point ou la bissectrice AD rencontre la circonfer-
ence circonscrite au triangle ABC.
On sait que AD x AH = AB x AC ;
done on a AD = m!/AH.

Le lieu du point D est la figure inverse de la circonference lieu de
H, le p61e d'inversion etant en A, la puissance d'inversion m2_
C'est done la perpendiculaire XY au diametre AO ; elle coupe la
circonference aux points F et G tels que

2°. Si on mene BK parallele a XY, les arcs AFB et ACK sont
egaux, d'oii L ACB = L AB'C.
Les droites BC et B'C sont aJors anti-paraJJeJes, et AD est
bissectrice de Tangle B'DC. Par suite le cercle inscrit au triangle
ABC est aussi inscrit au triangle AB'C, et il en est de m&ne du
cercle ex-inscrit dans I'angle A. D'ailleurs on a manifestement

AB' = AC, AC' = AB,
d'oi AB 'xAC =ma.

Le probleme revient done a considerer les triangles tels que

& : •
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AB'C, dont la base glisse sur XY de maniere que Ton ait toujours
la relation AB' x AC = m2.

Soient I et I' les centres du cercle inscrit et du cercle ex-inscrit
dans l'angle A a ce triangle.

Le quadrilatere B'IC'I' est inscrit dans le cercle de diametre
II', et Ton a

A I x A r = AB'xAO' = m2,
car les points B et C sont aussi sur cette circonference. Si main-
tenant E, E' sont les positions de I et I' qui correspondent au
triangle isftcele FAG, on a de meme

AExAE' = m2

d'ou AI x AI' = AE x AE'.

Ainsi les points E, E', I, I' sont sur une meme circonference;
je dis que cette circonference est invariable et a pour diametre EE'.
En effet, la polaire du point A par rapport a cette circonference
passe par le point P de XY puisque les points E, E' sont conjugues
harmoniques des points A et P. De meme, le faisceau B'(ADII')
etant harmonique, B'D est la polaire de A par rapport a Tangle
IBT, et D appartient a la polaire de A par rapport a la circonfe-
rence EII'E'. Cette polaire est done la droite XY, et par suite le
centre'de la circonference considered est sur la perpendiculaire AP
a cette droite. Son diametre est done EE' et les points I, I' se
deplacent sur cette circonference invariable qui est le lieu demandc.
On voit en passant que AF et AG sont tangentes a cette circonfe-
rence aux points F et G, ce qui confirme que le centre est a Textremite
V du diametre AO.

3°. Remarquons maintenant, a l'egard des cercles ex-inscrits dans
les angles B et C, que si Ton fait tourner le triangle ABC autour de
AH de 180°, il viendra s'appliquer sur le triangle AB'C Dans ce
mouvement la bissectrice exterieure de Tangle A se recouvre elle
meme, en sorte que si I2 et I3 sont les centres des cercles ex-inscrits
situe's sur cette bissectrice, leurs positions I" et I'" apres la rotation
seront precisement les centres des cercles ex-inscrits au triangle
AB'C.

Or AIs = AI"et AI3 = AI'";
done le lieu des points L_ et I3 est homothetique inverse du lieu des
points I" et I'" par rapport au centre d'homothe'tie A, le rapport
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d'homoth^tie etant l'unite. Nous sommes done encore ramends a
considerer les triangles tels que AB'C.

Cela pose, prolongeons C'A d'une longueur AB/ = AB', et joignons
F'B,'. On a

180°-A . 180° - B ' l A + B'L BjT'T' = L AI'"B' = 180° - f 1 8 0 ° ~ A +
L 2 2 J 2

Or L B/C'I" = (A + B')/2 ; done /. B / I ' T = L. B/O'I".

On en dfkiuit AI" x AI'" = AC x AB/ = m\

Si done M et M' sont les positions de I" et I'" qui correspondent au
triangle isocele FAG, on a

AM! = ro!,ouAM = AG.

Done I" et I'" se trouvent sur une circonfe'rence dont le diametre est
la perpendiculaire sur le milieu" A de MM'. Je dis que eette circon-
fe'rence est invariable.

En effet, si L d&igne le point d'intersection de I 'T" avec XY,
le faisceau B'(LAI"1'") est harmonique. Done le point L est sur la
polaire d,u point A par rapport a la circonfe'rence en question. Oette
polaire devant etre perpendiculaire au diametre qui passe en A est
done XY, et inversement AM est la polaire du point P.

Done PM est tangente en M a la circonference consideree, dont
le centre est par suite en un point fixe V defini par la relation

MA! = APx AV.

Mais on a dej a MA2 = AP x AV ;

done AV = AV.

Ainsi les points I" et I'" se meuvent sur la circonference de cercle
V ainsi de'terminee.

On voit en passant que A et P sont les points limites de Poncelet
relatifs aux cercles qui ont avec V et V le meme axe radical MM'.
On deduit de la remarque faite precedemment, que les points I2 et
I3 se deplacent sur la circonference VMM'concentrique a la premiere
circonference lieu des points I et I'. II y a lieu d'observer que tous
les points de ces circonfe'rences ne font pas partie du lieu geome'trique,
inais seulement certaines portions qu'un examen un peu attentif de
la figure permettra de separer facilement.

https://doi.org/10.1017/S0013091500030753 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0013091500030753

