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Abstract. The Mellin transform of the fibre integral is calculated for certain quasihomogeneous
isolated complete intersection singularities (above all, unimodal singularities of the list by Giusti
and Wall). We show the symmetry property of the Gauss—Manin spectra (Theorem 3.1) and shed
light on the lattice structure of the poles of the Mellin transform that are expressed by means
of some topological data of the singularities (Theorem 4.3, Theorem 5.2). As an application
of these results, we express the Hodge number of the fibre in terms of the Gauss—Manin spectra.
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0. Introduction

Ici on calcule concrétement le systéme de Gauss—Manin de 'intégrale-fibre associée
aux singularités isolées d’intersection compléte (SIIC) quasihomogeéne.
D’abord nous fixons la situation. Pour les deux variétés complexes

X = (C"*,0), 5 = (C",0),
on regarde une application quasihomogéne d’intersection complete,

[ X—S (0.1)
telle que

Xyo=A{(x1, - -+ Xna) € X5 1(X) = 51, - -, f1(X) = 8¢}

*Travail réalis¢ par le soutien financier d’homme d’affaires M. Mikhail S. Gavounas
(Moscou, Russie) et du Max Planck Institut fiir Mathematik.
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C’est a dire que fi(x), . .., fr(x) sont des polyndomes quasihomogenes par rapport a un
poids et dim Xy = n > 1. On suppose en plus que f possede une singularité isolée a
Porigine, i.e. df(x) = 0 pour x € X si et seulement si x = 0.

Dans ce travail, notre but est de décrire les solutions explicites du systéme de
Gauss—Manin associé a SIIC quasihomogénes pour certains cas de courbe espace,
i.e.n =1,k = 2. Icinous nous servons de la transformée de Mellin d’intégrales-fibres
parce que elle permet de mieux visualiser les propriétés importantes de singularités
SIIC. Cette situation a incité certains auteurs comme C. Sabbah [21, 22], D. Barlet
[6], F. Loeser [16] a poursuivre des recherches sur la transformée de Mellin
d’intégrales fibres qui étaient, entre autres, motivés par une idée de P. Deligne rep-
roduite dans [20].

Le plan de cet article est le suivant. Dans le §1, selon Greuel et Hamm [12], on
introduit les espaces vectoriels sur lesquels le systéme de Gauss—Manin associé a
SIIC quasihomogene de dimension arbitraire sera défini et représenté au moyen
des matrices implicitement définies. Les résultats du §2 montrent le calcul concret
du systeme de Gauss—Manin associé aux singularités isolées simples d’intersection
complete (SISIC) Sy, Uy, Ty, Wy, Z,, (u = 5) de la liste de M. Giusti [10]. Je tiens
a noter que le calcul effectu¢ par S. Guzev [13] sert a I’¢tablissement de résultats
de cette section.

Dans le §3, les spectres du systéme de Gauss—Manin associé a SISIC sont définis et
la symétrie entre eux est établie. On note que la symétrie des spectres de la structure
de Hodge mixte sur la cohomologie relative d’'une SIIC a été démontrée par
W. Ebeling et J. Steenbrink [9]. Notre approche est différent de celui de Ebeling—
Steenbrink, puisque nos objets principaux sur lesquel la transformation de
monodromie agit sont les espaces V' et ® de Greuel-Hamm. Dans le §4, la trans-
formée de Mellin de I’intégrale-fibre est décrite au moyen des spectres mentionnés.
Pour cela, on résout une équation aux différences finies. L’interprétation de
Iintégrale-fibre comme fonction hypergéométrique généralisée au sens de
Mellin—Barnes—Pincherle est donnée. Les poles de la transformée de Mellin donnent
des informations sur la b— fonction en 2-variables introduite par Sabbah [21]. Dans
le §5, en se servant du caractére assez universel des calculs pour SISIC, on généralise
des résultats des §2 et §3 aux séries des singularités ‘non-resonantes’ et unimodales.
Dans le §6, on exprime le nombre de Hodge de la fibre de Milnor #79(X;) au moyen
des spectres de Gauss—Manin obtenus dans §3, §5.

1. Les espaces vectoriels V' et ® de Greuel-Hamm

1.1. On reprend la situation et les notations de §0. Dans cette section, on prépare
quelques lemmes sur I'intersection compléte

Xyo=A{(x1, ..., xm) € X; f1(x) = 51, ..., fr(x) = si},
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de dimension n=m —k >0 qui est définie par une collection de polyndomes
quasihomogeénes fi(x), ..., fi(x).

D’abord on commence par munir nos objets des poids quasihomogénes. Dés que
f1, ..., /i sont des polyndmes quasihomogenes, on peut attribuer aux variables
X1, ..., X, les poids quasihomogénes. Notons les poids de ces variables par

wW(X1) = Wi, oo, W(Xm) = Wi, (1.1.1)

ou wy, ..., w, sont les entiers positifs de pgdc égal a 1. On utilisera la notation
w(f1) = p1, ..., w(fx) = px, en sorte que p; = py = --- = pi. Il est naturel de définir
le champ d’Euler

0 0
E=wxi—4 -+ WXy —, (1.1.2)
x| 0X;,

de telle sorte que
E(f) =pfi pourj=1,... k.

On peut associer a une fonction ou une forme holomorphe quasihomogéne £ son
poids quasihomogéne et on le note par w(&).

1.2. Pour calculer le systéme de Gauss—Manin associ€¢ aux singularités notées
ci-dessus, nous introduisons les deux espaces vectoriels V' et F,

Qn+l
F:= X =, (1.2.1)
dfi Ay + -+ dfi A QY +iE(Q)
ou ig signifie contraction avec le champ d’Euler E défini par (1.1.2).
Ql’l
X (1.2.2)

V.= .
dfi AQy " 4+ dfi AQYT O HAQY - + /D

L’espace V a été, par exemple, introduit par Greuel-Hamm [12]. Ils s’en servirent
afin de calculer le nombre de Milnor p et le polyndme caractéristique de la
monodromie de Picard-Lefschetz pour f, une singularité isolée d’intersection com-
pléte quasihomogéne. Du lemme 3.6 de [12] on déduit que rangc V est égal au nombre
de Milnor p de la singularité. Dans leur formule, Py (1) = u pourlecasn > 0. Le Satz
3.1 de [12] donne la série de Poincaré Py (1),

Py (1) = Res;—

—mtk=11{ _m 1 Mk
i [ i (1.2.3)

ERUNES T T+ TEL
i= j=1

Quant a ’espace F, on doit sa définition essenticllement a S. Guzev [13].
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1.3. Par les propositions suivantes, on voit I'utilité de I’espace F pour le calcul de
Gauss—Manin. Introduisons un autre espace vectoriel ®:
d: = @y .
dfi Ao Adfi A+ AQY -+ QY

On introduit un espace vectoriel ) qui est évidemment isomorphe a ®:

(i) = OX/(j(f)’fl’ s ’ﬁ€>7
ou J(f) I'ideal jacobien des mineurs d’ordre k:

Sf1s - - )

8()6,'1, ...,X,‘,‘,)’

J(f)i=<

1< <"'<ik<n+k>.

Pour ¢;(x) € ®, on a ¢;(x)dx € ®. Nous notons par
Cr(f):={x e X;dfi(x) A --- Adfi(x) =0},

I’ensemble défini par I’idéal J(f).
Selon la construction de Brieskorn—Greuel [11], introduisons un module

m
QX

H = f£,Q0/dfi A A dfi AL gdf A df A
VA Adfy -

qui est identifi¢ a un Og— module du rang u (Proposition 2.6 [11]). En fait,

LEMME 1.1. Si fi, ..., fx sont des polynomes quasihomogenes qui définissent SIIC,
lespace vectoriel ® est isomorphe a un autre espace vectoriel "H/(f1, . . ., fx), le réseau
de Brieskorn.

Démonstration. Prenons o un élément non nul de Qy admettant la décomposition

k
a=w+Zfiqo,-+dﬁA---/\dkadlp,
i=1

1

avec Yy € Q’)’fl, @; € QY, pour

w=dfi A--- Adfi A D,
avec ¢ € Q.

Alors,

k
o=Y_fig;+dfi A-o Adfi A Y+ ).
i=1

L’énoncé du lemme se réduit a la nullité de « dans "H /(fj, . . ., fx).On peut supposer la
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décomposition de la forme ¢ € Q) selon le poids quasihomogene
L L
b= wiep) (dip +ird)(¢) = ¢,
=1 =1

ou w(¢;) = (c1j + cp)/c avec ¢, co, c1, les entiers strictement positifs. Avec cette
notation, la forme o s’écrit

k L
o= Zf,-(pi +dfi A Adfi A |:<dl// + Z w(qu)fl(diE + iEd)¢j):|
i=1

j=1

=dfi A Adfi A [d<lp + XL; w(¢j)1iE(¢j)> + ig (i: w((pj)ldqu)]

J= J=
= iw(@)“dﬁ A== Adfi Aip(dg)),
o
= (=1 [XL; w(g)"'dfi A Adfi A d¢j:| =0 dans "H/(fi,....fi).
e

cardﬁA-~~AdﬂAd¢jeQ’;+1%0. O

De ce lemme il suit que rang® = p. Nous notons les ¢léments de la base de @ par
¢;(x)dx, 1 <j<p Ici et par la suite on utilise la notation x = (xi,...,Xn),
dx =dx; A--- Adx,,. Notons aussi la base de I’espace F par a;, 1 <i < pu.

Nous soulignons ici le caractére topologiquement invariant des espaces F et ®.

14.

PROPOSITION 1.2. Si on définit le champ d’Euler comme (1.1.2), l'application ig
donée par la contraction avec E, ig: F — V induit un isomorphisme entre les deux
espaces vectoriels F et V.

Démonstration. (1) Surjectivité. Si on prend une forme quasihomogéne w € V, en
vertu de la quasihomogénéité de w,

w(w)w = ig(dw) + d(igw).

Cela veut dire, pour do/w(w) € F,

iE< do ) =w dans V.

w()

Ici on note w(w) le poids de la forme w.
(2) Injectivité. Supposons pour w € F,

ig(w)=dfi A+ +dfi A+ dY + fror + - + frox,
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avec @, ..., ¢, ¥ € Q’,’(l, o1, ..., 0 € Q. ¢Ca veut dire,
dig(w) = dfi A(d¢; +w1)+ -+ dfi A(dy + wi) + fidws + - - + fidwy
= w(w)w — ig(dw).
Ou bien
b

(fidoy + - - + fydwy) dans F.

D’autre part, puisque

pifido; = ig(dfi Adwy) + dfi Aig(dwy),
on a

fidw; =0 dans F.
D’une fagon analogue,

fidw; =0 dans F,2<i<k. ]
1.5. En tenant compte de la Proposition 1.2, nous notons une base de V' par w; telle
que w; = ig(®;), 1 <i<pu Dans la suite on entend par @; une forme concrete
quasihomogeéne telle que (dig + igd)(®;) = ¢;w;, avec le poids quasihomogéne
¢i=w(w;) qui figure dans les termes de la série de Poincaré (1.2.3),
Pr(t) = Py(7). On se sert de la méme convention pour la base ¢;(x)dx € ®. Clest

a dire o; est une forme représentant une classe d’équivalence, pas une classe
d’équivalence elle méme.

PROPOSITION 1.3. Pour chaque ®;, on a la décomposition suivante:

¢ n
@i ndfi A Yondfe =) PO(Gdx mod(dfi A Adfi AdQYT),  (15.1)

j=1
avec
PO eClfi,... i et ¢(x)dx € "H/(fi, ... fi) =@,
pour
¢ k
I<ij<pl<e<k e dfin-Y-adfi=/\df
i£0

Démonstration. D’apres la condition d’intersection compléte sur f, pour chaque
a € Q" il existe la décomposition:

o =P(fi,....fodx+dfi A---Adfi A B,
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pour certain polynome P(si,...,sx) € C[sy,...si] et € dQ’;l. L’unicité de la
décomposition découle du fait que "H est un Og-module libre de rang u engendré
des générateurs Zﬁnis (Korollar 4.9, [11]). On applique ce raisonnement 4 la forme

o= a@; Adfi A -Y- A dfi. La conclusion se déduit immédiatement de I'isomorphisme
entre ”H/(fl, o fr) et ©. O

1.6. Nous abordons le calcul du systéme de Gauss—Manin a la manicre de Greuel [11]
pour w; € V. Nous notons d’ailleurs par y; une n-forme méromorphe telle que

dfi A Adf A, = g(0)dx, 1 <i<p,

pour une base ¢;(x)dx € "H/(f1, ..., fx) = ®. Alors on peut déduire de la Proposition
1.3 la relation suivante:

d(,()j = dlE((;)]) Ejd)j

L u u
) (Z PRafi by =D P Ay e (DY P A %>
q=1 q=1

q=1
mod((dfy, ..., dfi)ds ™). (1.6.1)
Pour obtenir (1.6.1), on utilise la relation déduite de la Proposition 1.3:

d@; =0 mod((dfi. ..., dfi)dQy),

et Lg(w;) = ¢;0; pour Lg, la dérivée de Lie de E avec ¢£;: = w(®;), le poids de la forme.
La relation (1.6.1) implique que la dérivée de la forme w;,

doj = dfi AV +dfs A BY + -+ dfi A B mod((dfi, ..., dfi)dQT),
(1.6.2)

avec des formes méromorphes B_;i) qui posseédent leurs poles le long du lieu critique
Cr(f) ={x e X;dfix) A --- Adfi(x) = 0}.

La relation (1.6.2) est une expression du systéme de Gauss—Manin a la Greuel
p- 249 [11] adoptée a notre situation. Pour le voir, on remarque:

B = (-1y7' [Z P}j])lpq} mod(dQy ).
q=1

L’énonce sur les poles des formes ﬁ}i) découle du fait que dfi A --- Adfi A Y, € QY.
Voir le lemme 1.12 et la discussion a la p.249 de [11].

1.7. Dés que I'expression (1.6.1) ne donne que la relation entre dowy et y;, elle est peu

convenable pour le calcul concret du systéme de Gauss—Manin. Il est donc
souhaitable d’établir la relation entre dnp, et zpj, ou bien dw; et w;. Dans ce but,
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on va chercher des relations entre w; et ;. Si on applique ir du coté gauche au (1.6.1),
ip(dw;) = ig dig(w;) = (ip d + dig)ie(@;) = {jw;
~ Gir(@) = Y1 [pf > g~ 3P din wq)]
i=1 g=1 ¢=1

mod((dfi, ..., Q% (fi, .. .. fi)dQE ™). (1.7.1)
Ici on a utilisé la formule ig(ig(w)) = 0.
1.8. La situation ci-dessus se simplifie si I’on regarde la relation entre des intégrales
j;,(s) Y, au lieu de celle entre des formes. On définit I'intégrale-fibre Iy, ., prise le long

d’un cycle évanescent y dont ’ambiguité dans ’homologie H,(X) ne sera precisée
qu’ultérieurement (voir §4 Théoréme 4.3),

N - Lk dfi A Adfi A Y,
T, () = 96) Vo= (27”') /&y(x) (i =s1) - (e = 5)

(1 k ¢,dx
B (%) /8",'(s) (fl _Sl)~ (fk _Sk)7

ou dy(s) € H,(X \ X;) est un cycle obtenu a I’aide de 9, 'opérateur de cobord de
Leray. Quant a 'opération de Leray, on renvoie au livre de F. Pham [19], ou bien
a celui de V. A. Vasiliev [26].

(1.8.1)

1.9. De (1.7.1) on déduit:

H k . e
¢ f Kh Z[Z(—1)’-1p,-s,-P};>(s)]1¢q,y(s). (1.9.1)
(s g=1L i=1

Cette relation est une conséquence immédiate d’application de la définition de
I'intégrale-fibre (1.8.1) a (1.7.1):

k
1)/3 dfin---ndfe Adfi Aip(p) = 0.

dfi Nig(y;) = ( wo) 1 =51+ (fie = s%)

%) 2

D’une fagon analogue,

dfi Ao Adfk o . _
/a«,x(s)(fl ) G —s ViAW) =0 2Sisk,

/ dfi A--- A dfi
By(s)(fl _Sl)“-(fk_sk)

Afido) =0, 1<j<k oeQy!'
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On fait comparaison entre la relation

L k . .
d /( : w; = Z [Z(_l)z—lp;;)(s)dsi:| I(bq’y(s), (1.9.2)
s =1 L=l

obtenue de (1.6.1) avec la relation (1.9.1). Pour dériver (1.9.2) de (1.6.1), on utilise
I’égalité:

d(Dj
, b=1,... k.
0s¢ /(v) /(s) df

Voir [11].
En resultat nous obtenons les équations suivantes entre Iy (s) et (3/dse)y,,
1 < ¢ <k (on se passe de préciser le cycle y(s) sinon des cas exigés):

n
Z[Z( 1)~ lp,s,P“}B/Bsﬂzpq
q=1

(1.9.3)

H 9 )
=Z((ﬂj—pz)P§§>—pm D GV e N B AT

q=1 i#L

C’est un systeme d’équations qui donnent la connexion (systeme) de Gauss—Manin.

1.10. Pour énoncer la proposition dans une forme plus simple, nous introduisons les
notations suivantes:

I, = (/wl,-“,fﬂ)u)ahb = (Lp,(8), - L, ().

On introduit les u x p matrices définies comme suit: Ly = diag(¢y, ..., £,) avec
1 k .
t=ww), PUs)=EP)..... PP =CPP6s), 1<) g<pn

THEOREME 1.4. (1). Pour une application quasihomogéne f:X — S aux singu-
larités isolées d’intersection compleéte de dimension n, le systeme de Gauss—Manin
pour Ly est décrit par les systemes suivants

k k
d [Z(— 1)~! pisiP([)(s)Iq):| =Ly [Z(—l)i_lP([)(s)dsi:| Io, (1.10.1)

i=1 i=1
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ou bien,
k ‘ _ 3
(Z(—l)'—‘pisip“)(s)) —Iop
i=1 dse
o D (S 1yt p
= | LyPO(s) — — —1) ! pis; PC Iy,
VPO =g (LD P00 ) o

(1.10.2)

I1<e<k.
(2) La valeur critique D de déformation X est donné par D = {s € S: A(s) = 0} avec

k
A(s) = det<Z(—1)"—1 p,-s,-P<">(s)>. (1.10.3)

i=1
(3) Le systeme (1.10.1) est un systeme holonéme d’équations différentielles.

Démonstration. (1) Dans I’expression introduite, la démarche notée ci-dessus peut
étre interprétée comme suit. La relation (1.9.2) signifie

k
dly = <Z(—1)”—1P<">(s)ds,-)1q,. (1.10.4)

i=1

En revanche la relation (1.9.1) entraine

k
Lyly = (Z(_l)i_lpisip(i)(s)>lcl)~ (1.10.5)

i=1

En prenant la dérivée de (1.10.5) et comparant celle-ci avec (1.10.3), on obtient la
relation entre I et dlgp dont on peut déduire (1.10.1) et (1.10.2).

(2) I est établi par Greuel que le systeme de Gauss—Manin associé a X possede son
pole le long de la valeur critique de ’application f. D’autre part, il est clair que
(1.10.1) et (1.10.2) s’écrivent comme des systémes de Pfaff avec le pdle D =
{s € C5; det(XX (1) pisi PO(s)) = 0}.

(3) Des énonncés ci-dessus, il est évident que la variété caractéristique de
I’équation (1.10.1) est un fibré cotangent:

THS = {(s,0) € T*S; A(s) = 0, (o, grad A(s)) = 0}.

Puisque dim T}, S = k, (1.10.1) est un systéeme holondme avec une variété caracteéris-
tique lagrangienne. O

Il faut remarquer ici que le systeme de Gauss—Manin est complétement déterminé
par les matrices P?(s), 1 <i < k introduites dans la Proposition 1.2.
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2. Liste des systemes de Gauss—Manin pour les singularités isolées simples
d’intersection compléte de courbe espace

Dans cette section, on calcule le systeme de Gauss—Manin associé€ aux singularités
isolées simples d’intersection compléte, dans le cas important celui de la courbe
espace, i.e. n =1,k =2,m = 3. La forme normale des singularités isolées simples
d’intersection compléte (SISIC) a été obtenue par M.Giusti [10]. Par la suite, on
établit une liste des notions nécéssaires pour décrire le systeme de Gauss—Manin
associé aux SISIC comme (1.10.1) et (1.10.2).

(0) Polyndmes f; et f3,
(1) Poids des variables,
wir=w(xy), war=w(xz), wy=wlxs),  pr=wlfi), pr=w(f),
(2) Lespace vectoriel F,
(3) Lespace vectoriel ® défini dans 1.3,
(4) Les matrices PV et P®,
(5) La fonction définissant la valeur critique A(s) pour la déformation Xj.

Pour la description de la matrice P (s) du 4. ci-dessus, on se sert d’une expression
comme suit:

PO(s)=0@s) x V x Z, (2.1)

ou les matrices composantes sont dans GL(u, C[s]). Notamment, Q(s) indique une
matrice diagonale avec les éléments monomiaux en les variables sy, s5; V' est une
matrice diagonale d’¢léments rationnels,

g 0 0 O

0 oo 0 O
> =

0 0 .0

0 0 0 opn

Ici on a noté par oy € SL(vk, Z), 1 < k < m la matrice de permutation d’ordre v,

00 -~ 01
1 0 - 00
or=10 1
S 00
0 0 1 0

telle que ¢;° =id,,. Dans la suite, on décrit P?(s) par les données Q(s), V' et
VI, V2, ...,V telles que Y7 vy = . Dans les cas ci-dessous, les matrices PV et
P® sont toutes les deux matrices semblables a des matrices diagonales. On a choisi
la numérotation de la base de @ de sorte que P soit une matrice diagonale.
Par la suite, nous notons tout simplement dx;dx,,dx,dx;, etc., au lieu de
dx; A dx,, dx; A dxsz afin d’économiser les colonnes.
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Le cas Sy,13,m > 1.

0. fi(x1,x2,x3) = x} + x5 +x3" =0,
Sa(x1, x2, x3) = x2x3 = 0.

Low)=m, w)=m, wi3)=1,  pi=w(fi)=2m,
pr=wfa)=m+1,

2. m

F = {x3dx;dx,, x3dx3dxy, xgdx3dx1, e, x%’"_ld)qul, dxdx;,,

m

dxsdxg, x%dxgdxl, e x%’”_zd)@dxl, dx,dxs)}.

3. m+1 m

T 2 2m 3 2m—1
D={1,x3,...,x3", X0, X3, X3, ..., X3 ", X1},

m+1 m

w(¢j):{0,2,...,2m,m,1,3,...,2m—1,m}.

4. 2m+1
e e,
PY = diag(s», 1,1,...,1,0),
m m—1
Q0 =diag(l,5,,...,85,1,15,...,5,1), vi=v,=m+1, v;=1.

. m m+1
V =diag(2m,2,...,2,2m,2,...,2)

_ m+1 o\ m 2
oA

Le cas Sy;14,m > 1
2 2 2m+1
0. fi(xr, x2,x3) = x] + x5 + 3" =0,

Sa(x1, x2, x3) = x2x3 = 0.

L owkx)=2m+1, wk)=2m+1, ws)=2, pri=w(f1) =2C2m+ 1),
pr=w(fr) =2m+ 3.

2' m
F = {x3dx;dx;, x3dx3dxy, xgd)gdxl, A x%m’IdX3dx1,

m+1

dx1dx;, dxsdxy, x%d)qul, e x%’"dx3dx1, dx,dxs).

3. m+1 m+1

= {1, x3,.... 3" x2, x5, x5, ..., 3" ),

m+1 m+1
w(g) =1{0,4,....4m,2m+1,2,6,...,22m+1),2m + 1}.
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4. 2m+-2
PO = diag(s», 1, 1,..., 1, 0),
m m
deiag(l3s23"'7S211319s23"'1S27 1)1 V1:2m+3, V2:1.
m m+2

. e e
V =diag@m+1,2,...,2,2m+1,2,...,2).

5. 51 2m+3 S2 2m+1
A) =5 (— 2 .
() =5 <<2m ¥ 3) +(2m ¥ 1)

Le cas 77.

0. fi(x1,x2,%3) = x] + 33 +x3 =0,

Sa(x1, x2, x3) = X003 = 0.

w(x) =3, wx2) =2, wlx;)=2, pri=wfi) =6, pr=w(fr)=4.
F = {x3dx;dx,, x%d)gdxl, dxidx;, x3dx3dx, xodx;dx,, dxsdx;, dxodxs}.
®={1,x3, %, %3, 53, 33, x1}.  w(¢;) =1{0,6,2,4,4,2,3}.

PY = diag(s», 1,1, 1,1, 1,0),

0 = diag(s3, 1, 1,5, 1,5, 1,5, 1),

Vi=v=v3=2 wv=1,

V = diag(3,3,3,3,3,3,2).

5. A(s) = 5587 — 4s3)°.

B

Le cas Tk.
0. filx1, x2,x3) = x% +x§ +x‘3‘ =0,
fa(x1, X2, x3) = x2x3 = 0.
Lo wlx)=06,(x2) =4, wlx3)=3,  pu=w(fi)=12, pr=w(f)=T.
2. F = {x3dx;dx,, x_%d)@dxl, dx1dx;, x3dxs3dx;, xodx1dx;, dxsdxg, x*;d)qul, dx,dxs).
® = {1, xg, X2, x%, x%, X3, xg‘, X1},
w(¢;) =1{0,9,4,6,8, 3,12, 6}.
4. PY =diag(s»,1,1,1,1,1,1,0),
Q0 =diag(l, 3, 1,50,5, 1,83, 1), vi=7, wn=1,
V =diag(4,3,4,3,4,3,3,1).
5. A(s) = s3(334%s] — 7751,

Le cas Ty.
0. fi(x1,X2,X3) =] +x3 +x3 =0,
Sr(x1, X2, x3) = x2x3 = 0.
L owx1) =15, w(x) =10, w(x3) =6, pri=w(fi) =30, pr=w(f)=16.
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2. F= {X3dx1dxz,x§dX3dx1,xzdxldxz,dX3dx1,
xgdxgdxl, dx;dx;, x3dx3dx;, x;‘dx3dx1, dx,dxs).
3. &= {1,x§, x%,x3, xg,xz, x%, xg, X1},
w(¢;) = {0, 18, 20, 6, 24, 10, 12, 30, 15}.
4. PV =diag(s>, 1,1,1,1,1,1,1,0),
0 =diag(l, 53,52, 1,52, 1, 50,83, 1), v =8, wmn=1I,
V =diag(s,3,5,3,3,5,3,3,2).
5. A(s) = 52(5°3%% — 224509,

Le cas U;.
0. fi(x1,x2, X3) = x7 + x2x3 =0,

(X1, X2, X3) = X1 + x3 = 0.
L wx) =4, wlx) =5, wlxs)=3,  pr=wlfi) =8, pr=w(fH)=9.
2. F = {x3dxpdx; +x1dx3dx1,x§dx3dx1 + x1dxpdx;,

x%dxzdx3 + x1x3dxsdxg, dxsdxy, dx,dxs, dxdx,, x3dxsdx}.

® = {1, %133, x3,x1, %2, 53, x1x3}, w(@) = {0,10,3,4,5,6,7}.
4. PY =diag(s;, 1,51, 1,1,1,1),

Q =diag(l, s, 1,1,1,1,1), v =7,

V =diag(3,4.3,1,2,1, 1.
5. A(s) =275 — 3155,

Le cas Us.
0. fi(xlv X2, x3) = x% =+ Xox3 + X; = 0’

S2(x1, x2, x3) = x1x2 = 0.
1o wx) =3, wx)=4, wx3)=2, pi=w(fi)=6, pr=w(f)=7T.
2. F = {x;dx2dx3, x1x3dx3dx; — %dxldxz,
x1x3dxpdxs, dxsdxy, dxpdxs, x3dxsdx; — %dxldxz, x1dxsdxy, dxjdx,}.
® = {1, x{x3, x3,x1, 32, ¥1x3, 51, 53}, w(g) = {0,8,2,3,4,5,6,4}.
4. PY =diag(ss, 1,5,1,1,1,1,0),
0 =diag(l,s,1,1,1,1,1,1), vi=7, wv,=1,
V =diag(2,3,2,1,2,34, 1,3).
5. A(s) = 552*3%s] = 7755).
Le cas Us.

0. fi(x1,x2,x3) = X] + Xax3 = 0,

(X1, X2, X3) = X1X2 + x5 = 0.
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L owx) =5, whn)=7 wx3)=3,  pu=w(f/i) =10, pr=w(f) =12
2. F = {x3dxpdx; + x;dxsdx;, xgdx3dx1 + x1dxpdx;, xgdxzd)q + xlxgd)qu],
x3dx3dxy, dxpdxs, dxdx,, x%dxgdxl, x%dX2dX3 + x1x3dx3dxg, dxsdxy, }.
3. &= {1, xlxg, x%, X1X3, X2, xg, xlxg, X3, X1},
w(¢;) ={0,14,6,8,7,9,11, 3, 5}.
4. PY =diag(s;, 1,s1,1,1,1,51, 1),
Q0 =diag(l, s, 1,1,1,1,1,1,1), vi=4, wv=35,
V= diag(S,%, 3,1, 8,}1, 1,3, 1)
5. A(s) = (555 — 243653)°.

Le cas Ws.
0. filx1, X2, X3) = X3 4+ x1%3 = 0,

fr(x1, X2, x3) = x% + xg =0.
L wl) =6, wx)=5 wls)=4,  pu=w(fi))=10, pr=w(f)=12.
2. F = {3x1dxpdx3 + 2x3dx;dxy, x%dxzd)q + x1dx;dx;,

3x1x3dxodxs + 2x§dx1dX2, dx,dx;, dx;dx,, x3dx,dxs, dxsdxg, x3dxsdx;}.

3. &= {1, xlxg, X3, X1, x%, X1X3, X2, XoX3},

w(¢;) = {0,14,4,6,8, 10, 5,9}.
4. PV = diag(6s,, 5, 65, 1,1,2,0,0),

0 =diag(l,s, 1,1,1,1,1,1), vi=6, v, =v3=1,

V = diag(5, 1, 5%% 1,1,2).
5. A(s) = 55(5°s° — 223%)).

Le cas Wy.
0. fi(x1, X2, x3) = X3 4 x1x3 =0,
fr(x1, X2, x3) = X] + x2x3 = 0.
L wx)=5 wh)=4, wkx3) =23,
pri=w(fi) =8, prr=w(f2) =10.
2. F = {x1dxpdx3 + x3dx;dxs, xox3dxadx; + xpdxydxs, x1x0dxadx; + xpxzdx dxg,
dxsdxy, x3dxodxs, 2x1dxsdx; + xodx;dx,, dxodxs, dx;dx,, xodx,dxs).
3. @ = {1, x;x2x3, x2,x§, Y13, X3, X1, X2X3, X1 X2),
w(;) ={0,12,4,6,8,3,5,7,9}.
4. PV =diag(2s:, 4,251, 1,2,51,2,2,2),
Q =diag(l,s2,1,...,1), v =5 v,=4,
V =diag(2,1,2,2,1,5,1,1,1)
5. A = 5277 - 5°5)°.
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Le cas Zo.

0.

Le

S1(x1, X2, x3) = x% +x§ —i—xg =0,

Sa(x1, x2, x3) = x1x2 = 0.

wlx) =3, wlx2) =3, wlx3) =2,

pi=w(f1) =6, pr=w(f)=6.

F = {x;dx,dxs, x;dx3dx;, dx,dxs, dxsdxy, x;x3dx,dxs,
X1X3dX3dX1, X3dX2dX3, X3dX3dX1 , dxldxz}.

®= {l,x%, X2, X1, X3,X%X3, X2X3, x1X3,x§},

w(¢;) =1{0,6,3,3,2,8,5,5,4}.

PY = diag(sy, 1,1, 1,5, 1,1,1,0),

O =diag(l,sp,1,1,1,5,1,1,1), vi=w=vi=w=2, vs=1,

V =diag(2,2,2,2,2,2,2,2,1).

A(s) = 53(s7 — 4s3)".

cas Zj.

fi(x1, x2, x3) = x% + xpc% =0,

fr(xy, x2,x3) = x% + xg =0.

wx) =7, wx) =6, w(3)=4, pri=w(f1) =14, pr=w(f) =12.

F = {3xpdx3dx; + 2x3dx;dx;, x;dxodxs + x3dxdx;, x3dxsdxy, dxjdx,, dx;dxy,
x1x2dx2dxs + xox3dx1dx;, 3xx3dx3dx; + 2x§dx1dxz, 2x§dx3dx1
+ xpdx1dx;, dxpdxs, X3dX2dX3}.

® = {l,xg, X2X3, x%, X2, xzxg, X3, xzxg,xl, X1X3},

w(¢;) =1{0,12,10,8,6,18,4,14,7, 11}.

PY = diag(6s,, 3,2,3,2,3,6s,7,0,0),

Q0 =diag(l,s;,1,1,1,s1,1,8,1,1), vy=8, wv=vi=1.

V =diag(7,2,1,2,1,2,7,2,1,1).

A(s) = s7s5(77s8 — 283350,

3. Les spectres du systéme de Gauss—Manin

Pour les singularités simples SISIC, on peut mettre en évidence les informations
topologiques sur la singularité a partir des systemes (1.10.1) et (1.10.2). Nous
formulons ce fait comme suivant.
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3.1.

THEOREME 3.1. (1) Le systéme de Gauss—Manin pour 1y associé aux singularités
isolées simples d’intersection compléte de courbe espace s’écrit sous la forme suivante:

, a1 , 9
P(l)(s1)<s11d,,aS1 —qu))I@ :%SgP(z)(sz)a—SlI@, (3.1.1)

ou P'V(sy), une matrice diagonale, et P'®(s,), une matrice semblable a une matrice
diagonale.

1 .
p—qu) =diag{ii, ..., 4}, 4 = w(lﬁ,)pl.
D ’une fag¢on analogue:
@) g 9 1 gy 0
P I ()| $2idy — — — Lo )lo = p1p2s1 P (s1) —lo. (3.1.2)
ds2 P2 0s2

(2) (la symétrie des spectres). Notons ¢ € S, la permutation telle que:

Al</12< </l;u

alors il existe un nombre rationnel  tel que

10—/1,‘:1'“_[—;10, 1<i<u.

DEFINITION 1. Nous appelons les rationnels {/fl, cee }:u} € (1/p1)Z > ¢ les spectres
du systéme de Gauss—Manin (3.1.1). D’une fagon analogue,

- -] 1
{’lzl,...,’lzﬂ} e—Z-y
P2 P2 P2

les spectres du systéme (3.1.2).

Remarque 1. La propriété de symétrie des spectres de la structure de Hodge mixte
de la cohomologie relative associée a SIIC a été démontrée par W. Ebeling et
J. Steenbrink [9]. Les calculs concrets ont été achevés par ce dernier pour les
singularités isolées unimodales d’intersection compléte [24].

Notre approche est différent de celui de Ebeling—Steenbrink, puisque nos objets
principaux sur lesquel la transformation de monodromie agit sont les espaces V'
et ® de Greuel-Hamm. En général la dimension de la cohomologie relative est plus
grande que le nombre de Milnor de la singularité X car une structure supplémentaire
intervient dans la cohomologie relative. Notamment ils regardent une déformation
d’une SIIC dépendant de deux paramétres:

(f, 2): (X5, x) — (C%,0),
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en sorte que la fonction g définisse une singularité isolée d’hypersurface non-
dégénérée. C’est la cohomologie de la fibre de Milnor de g qui intervient dans la
cohomologie relative.

3.2. Démonstration. (1) D’abord on observe la possibilité d’étendre la connexion de
Gauss Manin sur un module plus grand que F. On regarde un module

F[1/f1,1/f5] au lieu de F, et choisit sa base o/, (1 <i< p) de telle sorte
que la relation suivante analogue a (1.10.5) ait lieu pour Ip = (f(s) ip(@)), .

f”»f'(S) IE (wﬂ))
Lelp = (p15iPV(s1) — pas: PP (s2)o, (3.2.1

ou Lp = diag(¢, ..., ), et £; = w(wy)).
Pour le voir, on définit les formes w;’, comme suit:

. 1 2
. @ PGs) 1 P} ’(s)
= o o € Clsi, 5], et ,7

ViVES 5i'8) sT's)

8 =0,1,2,....

; Clsa, 551,

Nous nous servirons des notations

PD(s)) = diag(sf"‘sz_‘sl, e s;”“sz_‘s") x PD(s1, ),
P'I(s;y) = diag(sl_"‘s;‘sl, o sl_n"s;(s") x P (s1, 7).

C’est a dire:

PD(s)) = diag(si“, .. sl") X dlag(p(l) . ,le)) (322
P(s,) = diag(sgl, ey sl“) x diag(p'?, ... ,plz)) z,

ou p“) (1 <i<u,£=1,2)sont des rationnels et £ une matrice comme dans (2.1).
Cette opération est faisable pour toutes les P, P@ calculées dans §2 car il existe
au plus des entiers uniques ji, j» € [1, u] tels que

@; Adfi = PP, 0dx, @y Adfy = PR, (x)dx

pour chaque j € [1, y].

En bref, on arrive a I’expression (3.2.1), si on multiplie la matrice
diag(s; sy, . .., sf"“s;‘s“) du coté gauche a (1.10.5). On obtient par une maniére
analogue a (1.6.1):

B]
—Ip = PD(s)ly. (3.2.3)
3S1
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D’autre part, ayant différentié I’expression (3.2.1), on obtient:

ey S / 9
ig(@/) = Z(PIPU('I) +pis1 aSIP,_-;l))Id),"‘
=

Past Sy
- /(1) 2) 9
+ ]Ezl <p131Pl~/ (s1) —pgSzPU (Sz)) o5 I‘f’i’

c’est-a-dire,

Lp

9 9
Ip = (p PV —PW)I
a5, <p1 (s1) +p1s1 . ot

) (3.2.4)
+ (p151P'V(s1) — pas PP (s2)) a_sll“”

En suite, on remarque que la relation suivante:

- ¢.dx; Adxy Adxs
G X riaan( )
1<%:<u y dfi Adfa

_ Z P’.(.Z) A de ¢jdX1 Adxy A dX3
v dfi A dfa

I<ij<up
donne une relation entre les éléments de matrices Ly, Ly et P'(D;

E(Pj") E/(P}")
Lp ;= W +p1+ Loy = W +p2+ Loy,
ici

E d n d
= p1S] — Sy —,
* PHaS1 p22852

le champ d’Euler sur S. Ce dernier entraine

i

Y (~Lpi+pi+ LopPy + E(PY) =0, €=1.2.

j=1
Autrement dit,

PY(Le — L +py - id,) + E(PV) =0 (3.2.5)

PO (Lo — Lp + p2 - idy) + E(P) = 0. (3.2.6)

En somme, (3.2.3), (3.2.4), et (3.2.5) nous menent a conclure (3.1.1).
La démonstration de (3.1.2) est parallelle a celle de (3.1.1), en tenant compte de
(3.2.6).
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(2) Nous introduisons ici la notation
wli:=wy +wry+ws et |pl:=p1+pa

Puisque

1
4j ZP—I(W(d?,) + Ipl — [wl),

il suffit de démontrer la symétrie entre les poids des éléments de I’espace ®.
On peut déduire de [2, 3], 3.4 que la série de Poincaré Pg(7) de I’espace vectoriel ®
s’écrit comme suit:

(1= )1 =)
(1= )1 — )1 — )

Py(r) = 771" (1 — fri=Ivly (3.2.6)

I1 est facile de voir que le polynome Py (¢) a coefficients symétriques par rapport au
terme central ¢PI=1", O

4. L’expression explicite de la transformée de Mellin de ’intégrale-fibre

Dans cette section, nous essayons d’établir une expression explicite de la transformée
de Mellin de I'intégrale-fibre au moyen des invariants topologiques de singularités.

4.1. LEDF ET SES SOLUTIONS EXPLICITES

D’abord on établit les équations aux différences finies (EDF) pour la transformée de
Mellin M¢/(Zl’ 22) de Id)j(sl, Sz)l

M1,z = [ o155 5 dsnds,

pour un certain y qui évite les poles de Ij(si,s2) (on note M;(z) et I;i(s) au lieu
de My (z1,22), Iy (s1,52) pour alleger Pécriture). Il est évident que lintegrale
Mj(zy, z2) est bien définie pour Rz;, Rzo >> 0, [Jz(], [Sz2] >> 0 grice a la régularité
de tous ses points singuliers y compris I’infini de 1’équation différentielle satisfaite
par les intégrales Ii(s;, s2) (voir Théoréme 3.1). Cette démarche est bien formulée
dans [16] §1, sous le terme de ‘transformation de Mellin algébrique’.

On applique la transformation de Mellin a la relation (3.1.1). Alors on en tire
I'EDF entre Mj(zi, z). A Taide des 7, Sk définis dans (3.2.2) et v introduit dans
le §2, elles s’expriment comme suit:

(21 4 71 + 2 + DMy(z1 + i, 22) = ezt My (21 — 1, 22 + 1+ 8, (4.1.1)
ou

Vee Qi+t o+ v +H 1 <k<vi4 F vy,
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et

k—1=k—=1sivi+v+-+vu,+1l<bk<vi+-+vpui1,
et

k—1l=vi+vat- - +vmu
si

k=vi+va+-+v,+1

L’équation (4.1.1) se déduit du fait que I'intégrale I;(s1, s2) est lice a ’autre intégrale
I (s1, $2), par une relation non-triviale si et seulement si

vl+vZ+...+vm+lSk,k/<V1+"'+vm+la

i.e. si et seulement si elles sont toutes les deux d’un bloc de taille v,,, ;. Nous disons
que la relation de récurrence (4.1.1) se ferme pour

¢‘"1+Vz+~~+vm+l(x)’ o ¢V|+"~+Vm+1 (x)

On va représenter par le signe * I'une des singularités simples d’intersection compléte
de courbe espace, i.e. x =Sy, Uy, Ty, Wy, Z, (1= 5).

Pour chaque singularité *, on désigne par d; la coordonnée du point d’intersection
du diagramme de Newton du facteur irréductible du discriminant A(s) avec I’axe
z,j=1,2.

Par récurrence, on obtient de (4.1.1) une EDF pour M(z1, z;). Quant aux cas S,
nous renvoyons les lecteurs a [4].

LEMME 4.1. Soit * une des singularités de la liste de Giusti (i.e. SISIC courbe
espace). Alors pour chaque singularité x, la transformée de Mellin My(zy, z2) de
lintégrale -fibre Ii(sy, s3) avec vi + vy + -+ vy, + 1 <k < vy + -+ vy, satisfait
I"EDF suivante:

My(z1 + di, 20 — db)

Vit Vg 1 k=1 1
S (NS [ S
i Leskgiz) L0 Lix kg 21) (4.1.2)
Vm+1
x| |1 +)Mi(z1, 22),
j=1
ot V= [[vrmtnit . produit d’éléments de la matrice diagonale V =
m = =y gttt Vio P 8 =

diag(vi, ..., v, de la liste de §2.

L, ke, jizi)) =21+ 4+ —k) + 0 ydi, k<j<vi+-+ Vg,
z’(*vk’j;zl)zzl+)°j+0_k)+vi11+1+1: Vit v, 1 <]<k_1,
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avec Oy, delta de Kronecker. Les données A;,dy,d> sont classées pour chaque
singularité * dans la liste du §2.

Pour résoudre I’équation (4.1.2), on établit un lemme.

LEMME 4.2. L’équation aux différences finies

(z+8)
(z+7)

Miz+a)=c- ]‘[ M(z),

admet une solution comme suit:

82,

avec une fonction périodique g(z) = g(z + ).

A T’aide du lemme 4.2, on obtient une expression explicite de M;(z). Avant de
formuler le théoréme, introduisons la notation My, , (2), 1 <k, ¢ < pqui correspond
a la transformée de Mellin de lintegrale Iy, ; (s1,s2) prise le long d’un cycle
évanescent y, que I'on n’a pas precisé¢ dans (1.8.1):

Iy - (s1,5) = L ? ¢rdxy A dxy A dxs
Grrvg\S1582) = i - i —s)(fs—5) .

Et

M(f,k,},q(zl,zz) = /‘Id)k,},.q(sl,sz)sf‘sézdsldsz

)
/

pour un certain 2-cycle réel y qui évite les poles de Iy, ; (s).

THEOREME 4.3. Dans la situation décrite ci-dessus, pour vi+vy+ -+ v+
I1<k<vi+- -+ V1, on a lexpression suivante:

z VitV
[l + 1 )
My @ =V x ] 1“(—d—lL(>!<J’c,1;21)>><
=k
k—1 Vi1
1 - . m+
X 1_[ F(_a’lL(*’k’J’;Zl)> HF(—(21+J)) x
./:"l+"'+vm
ZZ_Cq Z -
X (d—2+d_1) g(z1), (4.1.3)
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avec{, €L >0,1 < q<p ety =0.1Icig(zy)est une fonction méromorphe périodique
telle que g(z1) = g(z1 + dy).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer lemme 4.2 a (4.1.2). Quant aux {,, ils sont
déterminés par I’équation déterminante pour les exposants caractéristiques a
s = 0 du systéme (1.10.1), (1.10.2) (Ia méthode de Frobenius) [5]. Il est facile de voir
que la série des exposants caractéristiques (, contient la série des entiers
{=0,1,2,.... O

Nous notons supp(My, , )z1, 22) C (1/d2)Q., x (1/d,)Q., des points d’intersection
des droites polaires

1 1 -
d_L(*s k&]; Zl)’ d_L(*v k’j; Zl)? dlzz + d2zl S Z >0
1 1

En liaison avec le Théoréme 3.1, nous remarquons que d»/d; = p1/p». C’est les points
de suppMy, , (21, z2) qui vont essentiellement contribuer a la transformation inverse
de Mellin de My, , (21, z2) qui nous permet de récupérer Iy, 5, (s1,52). St on choisit
la fonction méromorphe périodique g(z;) dans (4.1.3) en sorte que la transformation
inverse de Mellin de My, , (21, z2) ait sens (cf. 'astuce de Norlund de §4.2 ci-dessus),
alors on verra facilement la propriété suivante de cet ensemble. Ici on fait attention a
I'inégalité v; < di,j=1,2, ...

COROLLAIRE 4.4. Pour un cycle évanescent quelconque y, I’ensemble supp(My, )
(z1, z2) consiste en les points de la forme

d
(_;L[+a,d_2(;bi +b)), 1<i<upy, (a.b)eZ?
1
qui sont contenus dans un cone I'y,

Iy = {(21722)€C2221 > —lk—dl,jl—ll-l—jl—z 20}

de sommet (—A; — dy, (dy/dy)(A + dY)).

Si on regarde plus précisement la projection proj, (Mg, ,(z1,z2)) sur I'axe z; de
supp(My, ,)(z1, z2), les suites suivantes s’obtiennent:

pI‘OjZl(qul,y(Zl, 22)) - {—/11 —dy,—2—1,—3—=2,...,1 —v; — )»vl} =+ d1Z;o,
proj, (Mg, ,(z1,22)) S{—Ar —di, —As — 1, =44 = 2,.... 1 =vi = 1} + d\ Z > 0.

proj., (Mg, ,(z1,22)) S {—A —di, —dur1 — 1, —Ar2 — 2, ., 1 — vy — Ap—1p}+
+diZ >y,
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pour k tel que vi +vy+---+ v, <k <vi+---+ v,41. La notation [k — 1] est la
méme qu’au début de la section.

Remarque 2. 11 est opportun d’évoquer ici le travail [25] de A.N.Varchenko qui a
deéfini, dans le cas des singularités isolées d’hypersurface associées au germe
f:(CL,0) — (C,0), le poids d’'une forme holomorphe w de la fagon suivante:

1
cx(a)):inf{oc € Q;t—“</()%> — 0 lorsque 1 — O}
G

=min{o € Q;il existe 0 <k <n—1 tel que 4y, # 0}

du développement asymptotique

f()% - Z Z Z Ay, t*(log 0},

A€ 0eL(2)0 <k <n—1
ou y(?) est un cycle évanescent lorsque ¢ — 0,

L(2) = {p > —1; exp(—2mif) = A},

A = {les valeurs propres 4 de la monodromie de Picard-Lefschetz de la singularité
f(x)=0}

Il est facile de voir que dans notre situation le bord du cone I'y introduit dans le
Corollaire 4.4 correspond a a(w) de Varchenko. En particulier, si la valeur critique
de f est constituée d’un cusp (et d’une droite en position générique) notre 4; donne
la monodromie de Picard—Lefschetz de la singularité.

A juste titre, on pourrait donner une autre définition plus générale des spectres du
systtme de Gauss—Manin au lieu de la Définition 1.

DEFINITION 2. Les spectres du syttme de Gauss—Manin associé aux SIIC
courbe-espace quasihomogene consistent en les données suivantes: la partie de
I’ensemble des droites contenue dans le bord d’un cone U7 supp(My, ;)(z1, 22),
1 <k < pu, ou y parcourt tout les cycles évanescents de la singularité.

D’apres cette nouvelle définition, les spectres du systeme (3.1.1) sont donnés par le
bord d’ensembles ({z; = — Ay —di} N{d\zo +drzy 2 0}), 1 <k < .

Remarque 3. 11 faut remarquer que les réseaux de I'ensemble supp(My, ,)(z1, 22)
donnent naissance a la bonne x-filtration (x = 2) introduite par C. Sabbah [20, 21].

Donc il suffit d’appliquer sa Proposition 1.2. de [21] a cette bonne filtration, pour
voir I’existence de I’ensemble £; de formes linéaires et d’un polyndme a une variable
br1 tels que

\) ) a 8 8 \) )
|:1—[ bL,l(L(S)):|ﬂl Y =P (xl,xz,xs; — ,Sl,Sz>f1‘1+]f2‘2,

Lel, 3)61 3)62 8)63
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pour les polynomes f, f> traités dans cet article. Ici nous avons comme 1’ensemble
L1, L1 ={s1+ A +di —o,disy +drsy — 7}, avec certains a,y € L, et A, ..., A
les spectres du systeme de Gauss—Manin. Il est naturel de considérer le polyndome
[1re, br.i(L(s)) ci-dessus comme la b—fonction en 2-variables.

Quant a ’EDF correspondant aux décalages en s, elle s’obtient d’une fagon ana-
logue en partant du systéme (3.1.2).

¢ 0 d d o s
|:l—[ bL,2(L(S)):| WS Pz(xl X2, X35 77— , 1752>f1‘1f2‘2+1,

Lel) axy’ 8x2 Bx

ou
d>
Lr = {5 —d—lik — B, dvsy + dosy — ¢,

avec certains f§,7 € Z > . Les notations sont les mémes que celles de L;.

4.2. LINTEGRALE-FIBRE EN TANT QU'UNE FONCTION HYPERGEOMETRIQUE
GENERALISEE

Drailleurs il serait utile de voir le résultat du Théoréme 4.3 en liaison avec la notion
des fonctions hypergéométriques généralisées (FHG) au sens de Mellin—Barnes—
Pincherle [5, 18]. Par cette formulation la FHG de Gauss s’exprime par l’intégrale,

L fore T+ o)l + HI(=2)

— —s dz, —Ra, —RP < zo.
i)y T TEH fez
Pour assurer la convergence de la transformée de Mellin inverse de My, .(z) de
(4.1.3):
/ sy sy 2T My, (2)dzidz, (4.2.1)
n

on vérifie que 'EDF (4.1.2) admet la solution Mg, (z) telle que pour un certain ¢ > 0,

| My (2) |< Crexp(—¢| Im z |) lorsque Im z — oo,
dans un secteur d’ouverture < 2m.

Pour voir I’existence d’une solution de ’EDF avec décroissance exponentielle, on
recourt a une astuce de Norlund [18]. Sa technique consiste en un choix du facteur
g(z1) de (4.1.3) qui doit étre une fonction méromorphe de période d;. Si on note
z = —(z1/d;), notre analyse de (4.2.1) est reduite a 1’étude de I’intégrale

Zo+i00 T
,/;U_,‘oo s“g(z )1—[ FEZ ::_‘ 05/; (4.2.2)
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LEMME 4.5. Si on choit une des fonctions suivantes g*(z) (resp. g~ (z)) en tant que
g(2), alors l'intégrand de (4.2.2) est de décroissance exponentielle lorsque Im z tend
vers oo dans le secteur 0 < arg z < 2m, (resp. —n < argz <m.)

don 2mif, “y sin 27(z + o)
=1 =
g te 11 sin27(z + p;)’

avec f, = =1+ (p; — %)
Démonstration. 11 suffit de se rappeler

r
l_[ (x + iy + %) — const. | y [T#+D

tT(x+iy+ ])

lorsque y — +o0. Ici, on se sert de la formule de Binet:

2

—a |
—+ 00217

si|z |>> 1, (Whittaker—-Watson, Chapter XII, Example 44). Le facteur | s~"+) |=
% pour s =re” donne la contribution exponentiellement décroissante dans
chaque cas. O

logI'(z + a) =logI'(z) + alogz — a4

Ainsi on a démontré la convergence de I’expression (4.2.1) pour un certain IT qui
est obtenu comme un produit du chemin d’intégration dans C, et celui dans C.,.

PROPOSITION 4.6. L'intégrale- fibre 1y, , (z) des SISIC prise le long d'un cycle

évanescent 7y, est une FHG au sens de Mellin-Barnes—Pincherle définie par
lexpression suivante

—z1—1 —z—1
/H 57772 My, (2)dz1dz,

pour le My, , (z) qui apparait en (4.1.3) avec g(z) = gt (—=(z1/dy)) introduit dans
Lemme 4.5.

5. Des cas unimodaux et des autres cas accessibles

Malgré le caractére restrictif de calculs faits dans les sections précedentes, nos
démarches s’appliquent aux autres cas qui contiennent des séries infinies.
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5.1. LE CAS NON-RESONANT

On regarde I’application quasihomogeéne suivante,

Jilxr Xz, x3) = x{' + 23" + 57 =0, (5.1.1)
Sa(x1, X2, x3) = X100 =0 o
ou on impose la condition que les poids w; et w; (1 < i,j < 3) soient premiers entre
eux. Nous I’appelons le cas non-résonant. Selon la notation du §2, p; = g;w; =
gowy = q3w3, po = w1 + wy. Pour voir I’analogie du cas (5.1.1) avec les cas de
singularités isolées simples de courbe espace, on établit I'enoncé suivant:

LEMME 5.1. Pour (f1,f2) de (5.1.1) sous I’hypothése sur les poids wy, wy, wy comme
ci-dessus, les matrices PV, p@ définies dans la Proposition 1.2 sont semblables a
des matrices diagonales. Plus précisement, pour chaque 1 <j < p, il existe au plus
des uniques j) et j, tels que

@ Adfs = Py, dxy Adxy A dx, (5.1.2)

@; Adfi = P dxp Adxa Adixs (5.1.3)

i

avec Pl(llz) #0, P;izl) 7£~0 et ji # ja- En revanche pour chaque indice j, on trouve au plus

des entiers uniques jy, j, tels que

@, Adfy = P}Zzl,)(/)_/(x)dxl A dxs A dxs, (5.1.4)
@5, A dfy = P](,]lj)qﬁj(x)dxl Adxy A dxs (5.1.5)

(2) (1)
c P2 #£0, P #0.
avec P # 0, Py #
Démonstration. Nous faisons la comparaison entre les poids des termes. On
démontre le cas (5.1.2). Le cas (5.1.3) se démontre d’'une maniére similaire.
S’il existe un a}ltre te.rme a part de ¢j2 (disops d)j; ) qui participe a la décomposition
(5.1.2), leurs poids satisfont les relations suivantes:

G+ pa = w(PY)) + w(e,) + wi + wa + w3 516
= W(P/(‘jl;)) +w(gy,) +wi + w2+ ws. o

Remarquons que W(P](-jlz)), w(PI(./.l,)) € p1Z >y + p2Z > o. Donc la différence des poids de
deux formes w(¢,,) et w((pjé) oit appartenir au réseau des entiers p;Z + p,Z.
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Maintenant on se souvient de la formule de la série de Poincaré de I’espace (i),
(3.2.6). Pour le cas (5.1.1), elle devient,

Pg(0)
= f@—Dws 4 A+ 4+ Z(ﬂ3—2)w3)x (5.1.7)
X (142 4o g2 0 o Dy,

De la formule (5.1.7), il est facile de voir que
w(y,) = w(dy) & PrZLzo+prlio = qiwili> o + (W1 + w2)Zso.

Cela veut dire que P/(‘/lz) /P](;;) & s, C[s] si P](.j],) # 0. Autrement dit, si on trouve deux

indices j», j5 pour lesquels (5.1.6) sont vérifié, alors ils sont pour ces indices:
w(y,) = kws +p1, widhy) = kw3, 0 <k < g3 — 1,

d’apres (5.1.7). Cette relation entraine que P;,lz) =cfi Pj(.jl/) pour certain constant c:
o 2

@; A dfy = (P;é)% + PD¢ )dx; A dxs A dxs

I

0 (5.1.8)
= Pj/‘; (¢j§ + ¢fid;,)dx1 A dxa A dxs.
1l faut remarquer ici que le terme de gauche est un mondome pour les singularités
définies par (5.1.1), par contre le terme de droite doit étre essentiellement polynomial
sinon ¢ = 0. Donc il faut qu'un seul terme P/(IIZ)¢>/7 prenne part a la décomposition
(5.1.8).
Pour voir que les indices ji, j» de (5.1.2), (5.1.3) sont différents, il faut calculer
I’espace F:

Pr(1)
=14+ + t(qz—l)w})twﬁwz + 1+ 4+ t(qz—Z)W'z)X
X (IWZ + -4 lquz + twl + -4 t(‘ﬂ*l)wl)_

Des formes qui pourraient produire la situation avec j; = j» dans (5.1.2),(5.1.3) sont
celles dont les poids appartiennent au réseau wi + wy + w3 +wiZ > o+ waZ > o+
wsZ > . Par le calcul direct des formes de F, les uniques formes qui satisfont cette
condition sont x;xidx3dx; € F (0 <i< g3 —2). Cela acheve la démonstration de
(5.1.2) et d’'une fagon analogue (5.1.3). D’apreés une comparaison des séries de
Poincarés Pr(t) et Pg(f) on peut conclure (5.1.4), (5.1.5) en tenant compte de (5.1.2),
(5.1.3). ]

On remarque ici que la condition de nonrésonance a été essentiellement utilisée
pour que le terme de gauche de (5.1.8) soit monomial.
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5.2. LA LISTE DE WALL ET DALEKSANDROV

Pour les singularités d’intersection compléte pas nécessairement simples, les résultats
analogues aux Théoremes 3.1, 4.3 et 4.4 sont valables. Notamment la série des
singularités unimodales de la liste de Wall [27]:

Prokzt=2p=k+0+1,

fl(xl’x27x3) :le—l—xg—}—x% :0’

Ja(x1, X2, X3) = x1X2 = 0,
Gonte,m =3

filx1, X2, x3) = X1+ x2x5 =0,

f2(xl»x2, X3) = x% + xg =0,
Gonysz, m =3

filx1, X2, x3) = X7+ X5 =0,

Sa(x1, X2, x3) = x% + xg =0,
FZgimy6

3 3 1
fl = X1X3 +X3 +x2m+ s

f2 = x1x2,
FZ6m+8

3 3m+2
ﬁ = X1X3 + X3 +x2m+

f2 = x1x0.

On remarque la structure du module F analogue a celle des cas S, T, ( pour Py ()
et des cas Zjo (Gopnys et Goyyg). Clest-a-dire:

Py

F = {dxldX2, X2dX3dX1,
-1 k

dxpdxs, xodxodxs, ..., xg_2dedX3, dxzdxg, x;dxsdxy, ..., x]f_]d)qul},
wy =28, wy =2k, wis =kt, p; =2kt, py =2(k+ )w,

O = {l,xl,...,x]f’l,xz,...,xg,m},

W(qﬁj) =1{0,2¢,...,2(k—1)¢,2k, ..., 2ke, kt}.
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Gonts

= {dedX3, X3dX2dX3, dxgdxl N dxldx2, X3dX3dX1 B

m—1

3X2dX3dX1 + 2X3dX1dX2, X3(3X2dX3dX1 + 2X3d)€1 dXZ) ..... )a;'72(3)C2dX3dX1 + 2X3d)€1d)€2),

m—1

Xa(mx1dxadx; + 2x3dxdx,), xox3(mxdx,dxs + 2x3dxdxg), ..., X2X5 Z(mxldX2d‘€3 + 2x3dx;dxy),
mx1dx,dxs 4+ 2x3dx;dx;, x3(mx;dxydx; + 2x3dxdx,), mxgdx3dx1 + xodxdx,},

wr=2m+3, w, =6, wy =4, py =2Q2m+3), p, =12,

@ ={l,x3,x3,..., M g, x0T X, i),

w() ={4i,6+4i (0 <i<m+1),2m+3,2m+7}.

G2m+3

m—1

= {dxpdx3, x3dx,dxs, dxldxz,dexldvz,x;dxldxv dxzdxy, x3dxzdxy, ..., X5 2dx;dxy,

m—1

mxpdxydx; 4+ 2x3dxdx;, x3(mx;dx,dxs + 2x3dxdxy), ..., xf{”z(mxldxzdm + 2x3dx;dx;)},
wi=m, wa =3, w3y =2, p =2m, p, =6,

@ ={1,x;, X3, e, X, o -, a2 vy, v,
w(¢j):{2i(0<i$m+1),3+2j(0 <js<m—2),mm+2}.

FZ6m+6

F = {dx3dx;, x3dx,dxs, x§(3X3dxde3 — dxdxy),
0<i<3m-—1,x(dx;dx; — 3x3dx,dx;),
x1dx;dx;, x’dxde3, 0 <j < 3m, xodx3dx},
=2(3m+1) wp, =3, w3s=3m+1, py=6m+5, pp =3C8m+1),
= {x1, x%,x%,xz,() <3m+1, xkx3, < 3m},
w(p) ={2@m+1),4B8m +1),3i,0 <i<3m+1,3k+3m+1,0 < k < 3mj}.

FZgnys
F = {dx3dx;, x3dx,dxs, x§(3x3dx2dX3 — dx;dxy),
0 < i< 3m,x1(dxy, dxp — 3x3dx,dxs),
x1dxdxs, x’z‘dxzd)q, 0<k<3m+1, xpdxzdx},
W] _2(3m+2) wy =3, w3s=3m+2, py=6m+7, p, =30C8m+2),
{xl,x3,x%,x2,0 <3m+2, xkx3, <k <3m+1},
w(qu) ={203m+2),2(3m+2),43m +2),2i,0 < i <3m+2,
2k +3m+2,0<k <3m+1}.
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On trouve chez A. G. Aleksandrov [1] une série des singularités Uy, ( dans [27]
on trouve Jg,17, Jemso) dont le systéme de Gauss—Manin peut étre calculé d’une
fagon analogue au cas U, Us:

Uypy1,m 25

S1(x1, X2, X3) = X1X2 —|—x’3" =0,

Fx1, X2, X3) = X} + x5 = 0,

m—1

F = {dxpdx;, dx;dx,, x'3”_1dx3dx1 + x1dx1dx,, dx3dxy, x3dxzdxg, ..., x’g’_zdxgdxl,

m—1

x3dxpdxs + xpdxsdxy, x3(x3dxpdx; + xdxsdxy), ..., x’3"_2(x3dx2dX3 + x1dxs;dx;)},
wi=m+1, way=2m—1, w3 =3, py=3m, pp =2m+2,
m—1

D= (1,x3,%3, ..., ¥ xp, xix -, 0 x0T xa),
w(g) ={3i,m+1+3i(0<i<m—1),2m—1}.

Par un calcul semblable a celui des §2, §3, on obtient un analogue des Théoréemes
3.1 et 4.4. On reprend la notation,

L) = (L)z drdxy A dxy A daxs
T \ani) Ly =D —5)

Mk,y(Z)Z/Ik,y(ShSz)Sils?dSldsz,
n

pour un certain IT qui évite les poles de I ,(s), et Io = (11,(s1, 52), . . ., L,(51, 52)). En
somme, le calcul des cas traités dans 5.1 et 5.2 donnent le résultat suivant.

THEOREME 5.2. (1) Le systéme de Gauss—Manin pour Iy associé aux singularités
isolées d’intersection compléte de courbe espace des cas non-résonants (5.1.1),
Pris Goynye, Gomys, FW13, FWho, Kis FZeny6, FZemys, HD13, HD14, K14 de la liste
de Wall et U,y de la liste d’Aleksandrov s’écrit sous la forme suivante:

, a1 , 9
P“)(sl)(slzd,,a—s1 —l)—qu))I@ :i—?SQP(z)(Sz)a—Squ), (5.2.1)

ou P'V(s)): une matrice diagonale, et P'®(s,): une matrice semblable a une matrice
diagonale.

W(d)j)+W1 +W2+W3 —p1— P2
P1 ’

1
—ch = diag{)q, Ceey /lﬂ}, lj =
D1

D’une fagon analogue:
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! 91 3
P(z)(sz)<s2ldﬂ n —p—zL(D)Iq) = i—;slp’m(sl)a—szb, (5.2.2)

avec les spectres {41, ..., 4,} possédant la propriété de symétrie.

(2) Soit * une des singularités suivantes: cas non-résonants (5.1.1), Py, Gants,
Gonas, Ui, FWhs, FWh, Ky3. Alors on a la formule suivante de la transformée
de Mellin de l'intégrale-fibre My (o) associée a . Pour chaque ¢ € ®, on trouve
des ensembles d’entiers I(k) *0 et I(k) #0 tels que I(k) ﬁl(k) , I(k) UI(k)
[, ke I® er

_ o 1
My, (2) =V, ,;ZLF< o Lok 21)>
11® 1P 1 —1
H r( d(k)L(* Jk, j: zl)) g r(—dl(k)(z1 +z)) x

jerd)
X (pz(Zz — () +piz) gz)

ou on utilise les notations ci-dessous:

L(x, k, i521) = z1 + i + (i = k) + Ok id1 (K),
Liskjiz) =2+ 4+ G =R+ 1101+ 1 157 | +1,
ou Oy delta de Kronecker, di(k),(, € Z >0, Vi € Q, g(z1) une fonction méromorphe
périodique telle que g(zi + di(k)) = g(z1). Les rationnels (spectres) A; sont définis
comme J; = w(¢;) + [wl — Ipl/p1.
(3) Soit * une des singularités suivantes de la liste de Wall: FZg,1¢, FZgn1s,

HDq3, HDy4, Ky4. Alors, pour chaque ¢ € ® on trouve des ensembles d’entiers
I(k) 4, I(k) 4, I(k) et un entier k € [1, u] tels que

1901 =g, 101 =9, 1901 =1k, 1PurPur c,y

avec lesquels la transformee de Mellin My, (z) s’ecrit sous la forme suivante:

21+ ~
My, (2) = V4® l_[ F(— L(x, k,i;z1 + ‘Ek)> X

ielfk)

X 1_[ F( d}k)L(* k],zl —|—‘L'k)>

je1®

1
dy (k)

(k) (k)
0110

x ]_[ r( dtk)(zl"i‘l—FTk))

t=1

X 1_[ (21 ; OCr>(p1(21 + 1)+ pa(z2 = Ly + o) g(z1)
SN A
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ol 0y, T4 € Z et s0it & € Z, B, € {1, ..., Ay} + Z soit & € {41, ..., A} + Z, B, € Z.
Ici on utilise la notation {ij,...,4)+Z={Ae R il existe 4; tel que
A= J;mod Z}. Les autres notations sont celles de 1’énonceé 2.

Premiére partie de la démonstration: Preuve des énoncés 1 et 2 pour Py, Gypnys,
Gomis, Uana1, FW13, FWh, Kq3. On se rappelle que ’argument de la démonstration
du Théoréme 4.1 5.3 s’appuyait sur (a) le fait que les éléments des matrices
PD, P® sont monomiaux, (b) aprés un changement de base de ® et F, on peut
supposer que P(s) est une matrice diagonale et que P® = (matrice diagonale)
xZ avec X € SL(u, Z) telle que ¥ = id,,.

Les énoncés 1 et 2 se déduisent de (a) et (b).

Preuve de (a). D’abord on se souvient de la série de Poincaré Py (¢), (1.2.3) dans le
casn=1,k=2,m=3,

([Wl + "2 + M — P — P2 1)

Py()=(1— )1 — ) 0= o0 = o) = ) +1. (5.2.3)
Cela et la relation (1.4.1) donnent:
W(P(l)(s)) = p2 +w(@;) — w(@;) — [w| < 2(Ip| — [w]) — w()). (5.2.4)

D’autre part, pour que un élément de P( ) () consiste de plusieurs monomes, il faut
qu’il existe des paires de vecteurs entlers (o, B) # (o, ) € 72 S o telles que:

w(P}(s) = ap1 + Bpa = o p1 + B'pa.

Pour les singularités de 5.1, 5.2 ci-dessus, il est impossible de trouver de telles paires
de vecteurs entiers positifs d’aprés (5.2.4). Quant a la matrice P le méme argument
fonctionne.

Preuve de (b). Le lemme 5.1 a déja démontré la propriété (b) dans les cas
non-résonants.

Afin de le prouver dans les cas unimodaux qui figurent dans 1’énonncé 2, on
reproduit I’argument du lemme 5.1. Plus précisement, il suffit de démontrer la
validité de la décomposition comme (5.1.8) a laquelle en fait un seul terme prend
part. On va démontrer que si on a une décomposition sous la forme suivante,

@ Adfy = (P, + P dx, @y Adfi = (PP, + PY)¢dx,  (5.2.5)
2 2 1 1
alors P( ) =0 ou P(l) =0 (P(z) =0ou P(z) =0). Il est évident qu’il y aurait au plus
deux termes a dr01te de (5. 2 5), car @; cons1ste au plus en deux termes.

La liste ci-dessus donne la démonstration de 1’énoncé (b) pour les cas Py,

Gant3, Ganves Uzmyt.
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Quant aux cas FWy3, FW, K13 il suffit de comparer les poids quasihomogenes des
formes @; € F et ceux de ¢;(x)dx, ¢;(x) € ®. (Il n’est pas nécéssaire de calculer toutes
les formes de F):

FW3,+1(I" = 4, 6)

J1=x1x3+ x5, H=x1x +x§,
w(@) ={r+1+4G+1),20r+ 1)+ 4G+ 1),
3r+ 1) +4i0<i<r-—1),7r+3},

W(;(x)dx) = (4(r + 1) + 4, 5(+ 1) + 40, 6(r + 1)+ 4i(0 < i <r— 1), 7r +3).

i =X%+X%X3, f2=x1XQ+x§,
W(cb,) ={8,10,11,12,13,14,15,16,17, 18, 19, 20, 23},
w(g;(x)dx) = {15, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 33}.

Pour que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls se produise, il est nécéssaire
quiil existe ¢;, ¢y, . by € B 0, B, 9,0, &, B, 7,8 € Zs9, 1 #J1 )2 # i tels que

w(@)) + p2 = w(y,) + ap1 + Bpa + Iwl = w(@;) + o'p1 + o2 + [wl,

} / ) (5.2.6)
w(@;) + p1 = w(d;,) + yp1 + op2 + Iwl = w(;) +7'p1 + 0'p2 + [wl.

Afin de voir (b), il suffit de le vérifier pour @; € F qui satisfait (5.2.6). Il n’existe pas de
telle forme ; € F dans les cas FWj3, FWi9. Dans le cas K3, on trouve les formes
satisfaisant (5.2.6) comme suit:

{15 = 3x1dx2dx3 + 2x2dx3d X1, W18 = X2015, W20 = X315, W23 = X2X3(15}

ou I’indice de chaque forme indique son poids quasihomogéne. On voit facilement
que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls n’arrive pour aucune des formes
ci-dessus. On a donc démontré que dans les cas de FWi3, FWjg, K;3, on trouve
au plus des entiers uniques ji, j» € [1, u] pour chaque j € [1, u] tels que

@ Adfi = PO(Nd0dx, @, Adfs = P (x)dx

avec PJ(ZZI) #0, P](-llj) # 0. L’énonceé (b) s’en déduit immédiatement.

Seconde partie: Preuve des énoncés 1 et 3 pour les cas FZgy 16, FZnvs, HD13,
HD\4, Ky4. Dans ces cas, on trouve des formes ¢;(x)dx, ¢, e et 1 <i# i < ptels
que

@ Adfi = PP (dx, @y Adfy = PY)g(x)dx

ij i'j

avec P,(-;) #0, Pl(-,? #0et ! e{l,2}. Cela implique que (b) n’est pas valable pour ces
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singularités Pourtant on trouve parmi elles des sous-ensembles @j:=

{qﬁ } C O et Fo= (i, ..., 0.} CF,2<v<u, tels que les matrices
(s) P(Z)](s) € GL(v, C) ® C[s] définies comme dans (1.4.1) pour les formes de
F() et ¢; dx, ..., ¢; dx soient toutes les deux des produits d’une matrice diagonale

et d’une matrice de permutation. Bien entendu, pour la transformée de Mellin
M;(z) définie par le monome ¢, € @) un €noncé parallel a celui du Théoréme
3.1 est valable.

Pour établir I’ énoncé 1, on reproduit un argument similaire a celui utilisé pour voir
(b) dans les cas FWi3, FW)yo, Kq3. Les formes satisfaisant (5.2.6) sont énumérées
ci-dessous. On établit aussi une liste des poids qua51h0mogenes de @,, € F, ’espace
® et des poids quasihomogenes ¢;(x)dx, ¢;(x) € ®.

HDi5:f) = X7 + x5x3,

fo=x1x24 X3,

w(@;) =1{9,11,12,13,14,15,16, 17, 18, 19, 20, 22, 24},

O = {1, x3, x2, X1, x%, X2X3, x%, X1X3, X1X2, xlxg, X1X2X3, xlxzxg},
w(¢;dx) = {16, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 31, 32, 36},

@12 = dx;dx;,

014 = X2dx2dxs,

w16 = x1dx2dxs + xodxzdxy,

w13 = xyx3dxdx; + x1dxzdxg,

Wy = 3x1x3dxdxs + x%dxl dx,,

~ 2~
W24 = X3016-

HD4:fi = X7 + x3,

fr=x1x+ xi,

w17 = xpdx,dxs,

Wy = 3x1dxrdx; + 2xpdx;3dxy,

6 = X220,

@3 = x1dxsdx; 4+ x3dxadys,

w(w;) = {11, 14,15,16,17, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 28, 31},

® = {1, x5, %2, x1, X3, X2X3, X3, X1X3, X1 X2, X2X3, X3X3, X3, X1X3, X2X3},
W(¢jdx) = {20, 25, 26, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 40, 41, 46}.
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Ky fi = x1 +x3,

fo=x1% + 3,

w(w;) = {11, 14, 15,17, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 33},

® = {1, x2, x3, x%, X1, X2X3, xg, X1X2, X%X3, Xg, xlxg, x3x3, xlx%, xlx‘z‘},
w(¢;dx) = {21, 25, 28, 29, 31, 32, 33, 35, 36, 37, 39, 40, 43, 47},
@15 = x2dxrdxs,

D19 = X205,

Wy = x%dxl dx,,

@r1 = Sx1dxdxs + 2x2dx3dx,

W25 = X201,

W3 = x%dxzdx3,

@27 = x1dxzdx; + x3dxodoxs,

@29 = X301,

~ 3 ~
W33 = X5W2].

Ici I'indice de chaque forme indique son poids quasihomogeéne. Le calcul direct
montre que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls ne peut se produire pour
aucune des formes ci-dessus. Cela démontre 1’énoncé 1 pour ces singularités.
Quant aux monomes de @ \ Ci)o, aprés un calcul simple, on observe la situation
suivante. Pour les monomes ¢; = € @\ Dy, 1 <r<pu—v il existe au moins un

v+I(r) ~ ~
mondme Py € @\ Dy tels que

€ @) et des mondomes Dy P

Jv+i(0) )

(21 + ﬁjvwm + L + DM (21 + ﬁjww)’ 22) (5.2.7)
= ‘N)jw/(q)ZlMj»-+l(qfl)(zl Lo+ 5]\'+l(q] +D.g=1,....r

pour certains 77; , Sj‘,+,(q) € Zxgetv;,,, € Q. Encontraste avec le cas des monomes
de @, la relation de récurrence (5.2.7) ne se ferme pas pour ¢jv+/<q) € ®\ @y. Voir
(4.1.1). Cest-a-dire qu’il n’existe pas d’indices 0 < 7’ < 1/ < r tels que une (r + 1)
eme relation de récurrence comme (5.2.7) soit vérifice pour M; . et M; .,
" #17 — 1. On note des mondmes de @ \ @, ci-dessous:

FZ o6, FZomys: @\ @) = 3},
HDq5: d) \ (I~)0 = {x1x2x3},
HDy: (i) \ (i)o = {x7X3, X1X3, X1 X2, X%XL Xg, xlxg, X2X§},

K14Z (i) \ ‘i)() = {XQ, X%)Cg,, x§x3}.
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En reproduisant ’argument du Théoréme 4.3 il est facile de voir que

Gl
_ 11 Gy+(0)) | |
AJ/H»I(O) Vq (Z) - V;‘v+[([)] F

Uy+1(0)
1

1
———————L(*, ju110), J; Z1) | X
< & Gorro) (%, Jv10)» ] 1))

Jjel

L(*, juri0), 15 21)
X I'f—————2 7| x
H ( d1 (v+1(0))

.Uy )
1612\+[(0)

-1
z1+t _
< T r(—d(‘.—)) (02(22 = L) + i) g()
Gy+10)), |, 0v+1(0)) 1(]"""[(0))

Oy

tel )

(5.2.8)

avec les notations de I’énoncé 2. L’expression (5.2.8) et la relation de récurrence pour
‘f)jw@’ qg=0,1,...,r entrainent le résultat. ]

Remarque 4. D’apres la méthode présentée ci-dessus au §4, on n’est pas susceptible
de résoudre le systeme de Gauss—Manin associé aux SIIC unimodales quasi-
homogenes de courbe espace qui ne figurent pas dans le Théoréme 5.2.

Pour ces singularités, ie. FT4_4, FW14, Fle(), Fng, FZ6m+7, FZém_ly(), J6m+g,
Jmt1,0, K10 de la liste de Wall, il existe au moins une forme w; € F qui suscite la
situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls. Par example, pour la singularité F7} 4:

J1=x1x2 +X§,

12
fr=x1x3+ xg + Axox5, A # 0.
On trouve trois formes &g, @7, @g du méme poids quasihomogene i.e.

w(@e) = w(7) = w(ig) = 4, car wp=2,wp=w3=1,
@6 = 2x2dx1dxs 4 (—42x3 + (227 4 6)x3)dx2dx;,

dfi A d¢ = A(—4f1 + x1x3)dx,

dfs A s = (2fi — 8x3)dx,

w7 = x1dx,dxs,

dfi A = (fi — x%)dx,

dfs A @7 = x1x3dx.

@y = 2x3dx;dxy — Axsdxadx — (Ax2 + (A2 4 6)x3)dxadxs,
dfy A @y = —Afadx,

dfy A s = (2fi — (8 +22H)x3)dx,

D= {1, x5, x3, X1, x%, x%, X2 X3, X1X3, xg, xlxg}.

On peut voir qu’il est impossible d’éviter la situation (5.2.5) avec deux termes
non-nuls en choisissant une autre base de F et ®@.
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Les espaces vectoriels F,® et les matrices P1(s), P?(s) sont disponibles sur
demande pour toutes les SIIC unimodales quasihomogénes de courbe espace.

Remarque 5. Tout récemment, ’auteur a reussi a obtenir le résultat suivant.
Les spectres du systéme (1.10.1), définis comme dans la Définition 2 consistent des
données du type;

Pzt paza+w) +p2—p1 <0

z1< -1 ou o< —1.

De cet énoncé, il suit facilement que les spectres du systéme de Gauss—Manin associé
a une ICIS quasihomogeéne de courbe espace sont symétriques par rapport a une
droite. On peut ainsi en déduire que le Théoreme 6.1 ci-dessous est valable pour
ces singularités, si on pose ; = (1/pw(y;), 1 <i<p.

La démonstration s’appuie sur une méthode appelée “Cayley trick” qui calcule la
cohomologie relative de Rham d’une SIIC (0.1) au moyen de la cohomologie d’une
hypersurface définie comme suit:

Xr = (X1, s Xodes V1s -+ 5 V) € €5 31 (1) — 51) + o e (fie(x) — 50) = O}

Le detail doit paraitre dans un travail suivant.

6. Nombre de Hodge des fibres de Milnor

On revient a la situation des chapitres §0, §1. Soit X; une fibre de Milnor de SIIC
courbe espace pour (s1, 53) € S hors sa valeur critique. On regarde une variété pro-
jective Xy C P(wy, wa, ws, 1) associée a Xi:

X = {(x1, X2, x3) € P(wy, wa, wa, 1); fi(x1, X2, X3) = s1u”", fa(x1, X2, X3) = souP?}.

C’est une cloture de X, dans I’espace projectif P(wy, wa, ws, 1) avec des poids comme
en (1.1.1). On prend le poids de la variable u égal a 1. On peut consulter [7, 8] pour la
projectivisation d’une SIIC.

On note pg()_(}) le genre géométrique de la courbe X, qui doit égaler le rang
du groupe de cohomologie H'(X,, Oy ). Le genre géométrique de la fibre de
Milnor est un des invariants importants de la singularit¢ Xy;. On a une
expression assez simple de cet invariant au moyen des spectres du systéme
de Gauss—Manin.

Nous nous rappelons ici que les nombres de Hodge #77(X;) = Gr”FGrpVKqH”(XS) (et
sa série de Poincaré) eux-mémes ont été calculés par F. Hirzebruch pour le cas d’une
SIIC homogéne [15], §22 et par H. Hamm pour le cas d’une SIIC quasihomogeéne de
dimension positive quelconque [14].
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THEOREME 6.1. Pour les singularites traitées dans les Théoremes 4.3 et 5.2, on a les
formules suivantes

N(X,) = h(X,) = po(X,) = lis 4 < 0}, (6.1)

"M (X5) = po(Xo) = #{i; 4 = 0} (6.2)

ou 2;, 1 <i < psont les spectres du systeme de Gauss—Manin (3.1.1), (5.2.1).
Démonstration. (i) Démonstration de (6.1). Tout d’abord, rappelons que les
C—modules Ay,, Ay, des polynomes sur Xj et X sont:

Ax,: = Clx1, x2, x3]/(/1,./2), Ag, = Clx1, x2, x3, u]/(f1 — s1u”, fo — soul?).

Ces deux modules Ay,, 4 ¥, sont munis d’une filtration naturelle compatible avec le
poids w(g) de g € Ay,, Ay . Ici

ad
(E + u%>g(x1,x2, x3, u) = w(g)g(x1, X2, X3, u)

avec le champ de Euler introduit par (1.1.2). On peut regarder les séries de Poincaré
Py, (1), P4y (1) définies par une filtration de poids:

d
Py (1) = > aqt?,
ay=t{g(x1.x2x3)E Ay w(g)=d)
Py ()= > agt’.

ag=tth(x1,x2,53,u) A wih)=d)

Selon Dolgachev [8] 3.4.4, elles satisfont la relation suivante:
Py ()= (1 =)y, ()

ou

(1= )1 =)
(I — (1 — )1 — 1)

P, ()=
Par contre on a

Py(t) = 77 4 (1 — =M py(0) (6.3)
d’aprés la formule d’Aleksandrov (3.4.6). Ici

Wl =wi +wy+ws et [pl=pi+p.

En somme

P (1) — fip1=Iwl _ |
Py (1) = a _‘I’EQI _ltlp\—|w\) = (Pg(0) — £P1=Iwly Z ¢ Z Fpl=1wD)

j=0 k>0

(6.4)
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Le théoréme de Dolgachev cité plus haut implique que le coefficient de ¢7I="1-1 de
P4, (1) donne le genre géométrique pe(Xy). Si on note le développement de Pg(7):

Py =) mt.

j=0
on déduit de la relation (6.4),
Pe(Xs) =219 + 7y + -+ Wit — 1
= ti{polynomes de @ de poids < |p| — |w| — 1}
= fi{polynomes de @ de poids < |p| — |wl|}.

L’unicité de I’élement de poids 0 dans @ entraine la premiére égalité. La derniére
egalité donne (6.1) en utilisant les Théoremes 3.1 et 5.2.

(i) Démonstration de (6.2). Quant a la seconde égalité, on reproduit I’'argument
bien utilisé depuis Steenbrink [23]. Voir aussi [7], [2], (5.4). Soit ¥ = X \ X,. A partir
de la suite exacte

> H'A(Y)(-1) > H'(X) > H'(X) > H' (Y)(=1) > (X)) — -
on obtient une suite exacte courte

0 — P(X,) —> H'(X,) > P"'(Y)(—1) -, (6.5)
ou

P'(X,) = coker(H"(Y)(—1) — H"(X,))

P Y)(=1) = ker(H" " (Y)(=1) — H" (X))

qui s’appellent la partie primitive de la cohomologie correspondente. De (6.5), on
obtient

WP (X)) = GGl HY(X,) = G P (Y)(=1) = i) ().
Le dernier est calculé par le Théoreme 4.4, 3) de [2] qui dit que
hy’(Y) = coefficient de /7" de P, (1),

qui est égal a son tour au coefficient de /I~ de Pg(7), par (6.3). La démonstration
s’achéve si on se souvient de la définition des spectres 4; des Théorémes 3.1 et 5.2. [
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